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Extension de la LGN Montrer que la loi des grands nombres reste vraie pour des v.a. positives,
indépendantes, de même loi, et d’espérance commune égale a plus l’infini.

Corrigé Soit une suite (Mi)i qui tend vers plus l’infini. Montrons qu’il existe E de probabilité nulle et
ni ∈ N t.q ∀ω /∈ E,∀n > ni:

1

n

n∑
j=1

Xj(ω) > Mi

• Soit K ∈ N, on considère les v.a.
Y K
j = min(Xj ,K)

Pour K fixé, les Y K
j sont indépendantes et i.i.d car les Xj le sont. De plus et ∀K ∈ N,∀ω:

Xj(ω) ≥ Y K
j (ω)

• Comme la suite (Y K
j )K est une suite croissante de fonctions mesurables positives, par le théorème de

convergence monotone (intégrale de Lesbegue):

lim
K→∞

E(Y K
j ) = E( lim

K→∞
Y K
j ) = E(Xj) =∞

Ainsi, il existe Ki tel que
E(Y Ki

1 ) > 2Mi

• De plus, ∀K ∈ N, E(Y K
j ) ≤ K. On peut donc appliquer la Loi forte des grands nombres aux Y Ki

j , et il
existe Ei de probabilité nulle et ni ∈ N t.q.:

∀ω /∈ Ei, ∀n ≥ ni, | 1
n

n∑
j=1

Y Ki
j (ω)− E(Y Ki

1 )| < Mi

Donc

∀ω /∈ Ei, ∀n ≥ ni,
1

n

n∑
j=1

Y Ki
j (ω) > E(Y Ki

1 )−Mi > Mi

Soit l’ensemble
E =

⋃
i≥0

Ei

On a
P (E) ≤

∑
i≤0

P (Ei) = 0

c’est à dire que E est de probabilité nulle. Ainsi

∀ω /∈ E, ∀n ≥ ni,
1

n

n∑
j=1

Xj(ω) ≥ 1

n

n∑
j=1

Y Ki
j (ω) > Mi

Donc
1

n

n∑
j=1

Xj
p.s.−→

n→∞
+∞

1


