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Chapitre 1

Introduction

Ce cours a pour but de fournir au lecteur des outils pour mieux appréhender les réseaux au sens
large, allant des réseaux de transport de données qui sous-tendent I’Internet aux réseaux sociaux—
en ligne ou non. Il s’agit de proposer des modéles des systémes et des phénoménes d’intérét, des
méthodes algorithmiques pour leur controle (idéalement décentralisé), et enfin des analyses
mathématiques caractérisant le comportement et la performance de ces systémes.

1.1 Controle distribué pour l’allocation de ressources de
réseaux

La premiére partie est motivée par 'allocation des ressources dans les réseaux de transport
de données. Les exemples considérés traitent d’allocation de capacité de transmission dans des
parties clés de 'Internet (réseaux d’accés sans fil, couche dite de transport avec le protocole TCP)
mais les problémes et les solutions sont aussi pertinents plus généralement, par exemple pour
I’allocation de mémoire ou de capacité de calcul dans les centres de données qui hébergent le
“cloud computing”, ou encore pour des réseaux de transport de personnes plutdt que de données.

On s’intéresse tout d’abord aux protocoles d’accés & un canal partagé, et en particulier aux
exemples clés que sont Aloha et Ethernet, pertinents pour la compréhension des réseaux d’accés
sans fil WIFI et des standards IEEE 802.11 sous-jacents. Les algorithmes correspondants déter-
minent de maniére décentralisée qui utilise le canal de transmission au moyen d’une approche
fondamentalement probabiliste.

Pour analyser leur performance, on commence par un rappel de la théorie des chaines de
Markov & temps discret et & espace d’état fini ou dénombrable. On couvre en particulier la
méthode des fonctions de Lyapunov pour établir la propriété d’ergodicité d’une chaine de Markov.

On aborde ensuite le probléme d’ordonnancement pour l'utilisation des ressources de commu-
nication d’un commutateur (switch en anglais) ou d’un routeur (router en anglais). Les routeurs
assurent 'interconnexion des liens de communication de 'Internet. Si on envisage I'Internet (au
moins sa partie dont les connexions sont filaires, en opposition aux connexions sans fil) comme
un graphe, les connexions filaires constituent les arcs de ce graphe et les routeurs en sont les
sommets.

On introduit la politique d’ordonnancement de poids maximal dont I'intérét vient de la pro-
priété d’optimalité suivante. Si il existe une politique d’ordonnancement qui rend le comporte-
ment du systéme stable, i.e. pour laquelle les délais restent bornés (au moins en probabilité), alors
la politique de poids maximal sera elle aussi stable. La politique de poids maximal s’applique

7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

dans bien d’autres contextes que les switches (réseaux d’accés sans fil notamment).

Nous introduisons aussi la politique dite de “backpressure”, introduite pour ’ordonnancement
de transmissions sans fil multi-bonds, et qui elle aussi a des propriétés de stabilité optimales.

Nous considérons ensuite le probléme d’allocations de capacités dans des réseaux filaires multi-
bonds, géré pour la grande majorité des transferts de données dans I'Internet par le protocole
TCP. Nous introduisons un cadre axiomatique inspiré de la micro-économie pour décrire des
allocations cibles potentielles, et des notions d’équité de ces allocations.

Des équations différentielles modélisant des algorithmes distribués d’ajustement de débits
sont introduites, et on montre leurs propriétés de convergence. Un ‘reverse engineering” du
protocole TCP est proposé, permettant d’interpréter ’allocation qu’il réalise comme solution
d’un probléme d’optimisation d’une notion d’équité spécifique. On introduit au passage des
outils mathématiques issus des domaines suivants: systémes dynamiques, optimisation convexe,
dualité Lagrangienne.

Afin d’aborder des modéles de files d’attente, nous introduisons ensuite le processus de Poisson
et ses propriétés fondamentales, ainsi que la théorie des processus Markoviens de saut (générateur
infinitésimal, propriété d’ergodicité, preuve d’ergodicité par fonctions de Lyapunov, réversibilité).

Dans ce cadre, nous analysons des modéles de files d’attente classiques: file FIFO a un serveur
(ou M/M/1/00), file & infinité de serveurs (M/M/oo/o0), file & priorité, le modéle d’Erlang ou
réseau & pertes, utilisé historiquement pour le dimensionnement des réseaux téléphoniques, et
plus récemment pour les systémes de vidéo & la demande distribués, et enfin des réseaux moins
classiques modélisant le nombre de téléchargement en cours dans I'Internet.

1.2 Reéseaux sociaux: propagation virale et phénoménes émer-
gents

La deuxiéme partie est motivée par les réseaux sociaux (en ligne notamment), la propagation
“virale” d’information qui y a lieu, et 'inférence des profils d’usagers & des fins de recomman-
dation. On s’intéresse en particulier & certains phénoménes qui deviennent apparents dans de
grands réseaux, comme par exemple des transitions de phase sur le comportement de processus
d’intérét, ou des propriétés structurelles de grands graphes qui résultent de la dynamique de
formation de ces graphes.

On y introduit des modéles et des cadres d’analyse issus: des processus épidémiques, des
graphes aléatoires, des inégalités de concentration, des algorithmes spectraux pour la détection
de communautés. Ces outils sont pertinents plus généralement, notamment pour ’analyse de
réseaux de capteurs, de systémes pair-a-pair, ou encore de réseaux d’interaction entre protéines.

On commence par ’étude des processus épidémiques les plus simples, dans lesquels un indi-
vidu infecté le reste, et cherche constamment & infecter des cibles choisies au hasard (processus
susceptible infecté, ou SI). Une telle dynamique se retrouve par exemple dans la propagation de
virus informatiques, ou encore de messages parmi des capteurs. Une propriété remarquable est
que la vitesse de propagation de 'infection est & peine plus lente que si les cibles sont choisies de
facon optimisée. L’outil principal est ici 'inégalité de Chernoff.

On considére ensuite un processus épidémique dans lequel un individu, aprés avoir été infecté,
tente pendant un temps limité d’infecter ses proches (processus susceptible, infecté, retiré ou
SIR). Une telle dynamique se retrouve par exemple lors de la propagation d’une rumeur dans
un réseau social. On établit des phénoménes remarquables de transition de phase, reflétant des
seuils sur la force de 1’épidémie délimitant trois régions: épidémie faible (ne touchant qu’une
fraction négligeable), puissante (touchant une fraction non négligeable), ou totale (atteignant
tout le monde).
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Les outils correspondants sont les processus de branchement de Galton-Watson, les graphes
aléatoires d’Erdds-Rényi, les méthodes du premier et du second moment, et enfin 'approximation
poissonnienne.

On s’intéresse ensuite & des topologies de graphes particuliéres pour décrire qui est en con-
tact avec qui dans le réseau. Le modéle de Barabasi-Albert, ou encore modéle d’attachement
préférentiel, est introduit. On analyse ensuite la distribution asymptotique des degrés (ou nom-
bres de voisins) des sommets de tels graphes. Celle-ci vérifie la propriété remarquable d’avoir
une distribution en loi de puissance, présente dans la majorité des graphes de réseaux observés
empiriquement. L’inégalité de concentration dite d’Azuma-Hoeffding est introduite pour réaliser
cette analyse.

Une autre topologie remarquable est celle de graphe de petit-monde, introduite par J. Klein-
berg, et pour laquelle on établit qu'un algorithme distribué de recherche d’une cible dans le
réseau converge rapidement.

On étudie ensuite 'impact de la topologie de graphes sur le comportement des épidémies qui
s’y propagent. Des descripteurs topologiques simples, comme le rayon spectral et la constante
isopérimétrique du graphe permettent de rendre compte du comportement d’épidémies de type
SIR ainsi que SIS (susceptible, infecté, susceptible). Ces processus SIS sont pertinents pour décrire
par exemple la propagation d’information dans des capteurs a mémoire volatile, ou encore la
propagation de virus mutants tels que la grippe. On introduit des outils de couplage de processus
de Markov pour conduire ces analyses.

On aborde enfin le probléme de détection de communautés, i.e. identification de groupes
de sommets semblables & partir de ’observation d’un graphe. Ce probléme générique est pertinent
dans le cadre des réseaux sociaux en ligne par exemple pour la recommandation de contacts. On
introduit des méthodes spectrales, qu’on analyse lorsqu’on observe un graphe échantillonné selon
le modéle stochastique par blocs (SBM ou stochastic block model en anglais, une généralisation
du graphe aléatoire d’Erdgs-Reényi).

L’analyse de sensibilité aux perturbations des valeurs propres et vecteurs propres d’une ma-
trice Hermitienne, ainsi que le controle du rayon spectral de matrices aléatoires, sous-tend les
résultats correspondants.
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Chapitre 2

Chaines de Markov

Le traitement des chaines de Markov dans ce chapitre est volontairement succinct. Le lecteur
pourra consulter par exemple les cours [3] et [14], ou le livre [2] pour un traitement plus approfondi
et détaillé.

2.1 Chaines de Markov

On considére un ensemble dénombrable (fini ou infini) E.

Une matrice P = (p;j)i jer est dite de probabilités de transition si p;; > 0 et >, ppix = 1
pour tous i,5 € F.

Une chaine de Markov de probabilités de transition P est une suite {X,},cnx de variables
aléatoires qui vérifie la propriété suivante: pour tout n > 0 et toute suite zf := {zg,...,z,} €
E™t! ona

P(X, =2, X0 =20 ) = P(Xp = 0| Xn1 = Tn1) = Doy (2.1)

Notant {v, }.cr la loi de Xp, on a alors la factorisation, pour tout xf € E™*+1:

P(X§ = 25) = Vay [ [ Prsror- (2.2)

i=1

On note P, la loi de la chaine correspondante, et [E, ’espérance sous cette loi. On note P, la
loi de la chaine conditionnellement & Xy = z, et [E, I'espérance sous cette loi. On a alors pour
toute loi v sur F, en conditionnant par rapport a la valeur x de Xjo:

P, = Z v, P,

z€E

De D’équation (2.2) on obtient immédiatement pour tous n,m tels que 1 < n < m, et tout
zgt™ e EntmHL tel que P(X,, = 1,) > 0:
P(XgH™ = o™Xy = 1) = P(Xg ™" = 257Xy = 2) P(X 1] = a7 X = ).

En d’autres termes, pour une chaine de Markov, conditionnellement & sa valeur présente (X,,),

son passé (X~ ') est indépendant de son futur (X7

11



12 CHAPITRE 2. CHAINES DE MARKOV

Exemple 2.1. Supposons donnée une suite de variables aléatoires i.i.d. (indépendantes, iden-
tiquement distribuées) {Yy, }nen @ valeurs dans un espace F', indépendantes de la variable aléatoire
Xo @ valeurs dans E. Alors, pour toute fonction f: E x F — E, la suite définie par récurrence
par

Xn= f(anlayn)

est une chaine de Markov, dont on pourra (exercice) expliciter la matrice P de probabilités de
transition en fonction de f et de la loi des Y,,.

Réciproquement, étant donnée une matrice de transition P, en prenant une suite {Yy, Inen de
variables aléatoires i.i.d. uniformément distribuées sur [0, 1], on peut construire (exercice) une
fonction f: E x [0,1] — E telle que la construction par récurrence ci-dessus est une chaine de
Markov de matrice de transition P.

D’aprés cet exemple, on voit qu'une chaine de Markov {X,, },en est en fait un systéme
dynamique a temps discret, entrainé par un input aléatoire i.i.d. {Y; }nen-

2.2 Propriétés fondamentales
Dans la suite, sauf mention contraire on dénote par F, la tribu engendrée par les variables
aléatoires X{, soit F,, = o(X§).

Définition 2.1. Une suite {F,}n>0 de tribus ordonnée pour Uinclusion (i.e. F, C Fpy1) est
appelée filtration. On appelle F,,-temps d’arrét un temps aléatoire T & valeurs dans N tel que
pour tout n € N, {T' = n} € F,,. De maniére équivalente, lorsque F,, = o(X{), il existe pour
tout n € N une fonction ¢, : E"*1 — {0,1} telle que

1T=n = an(X(gl)

Exemple 2.2. Pour tout ensemble F C E, on note Tp := inf{n > 0: X,, € F}. Il s’agit d’un
Fn-temps d’arrét: en effet, on a pour tout n > 0:

n—1

lr—n = 1x,er H 1x,¢r
k=1

Dans le cas particulier F = {a} pour un élément x de E on note T, le temps d’arrét correspon-
dant.

Théoréme 2.1. (Propriété de Markov forte) Pour une chaine de Markov {X,}n>0 de matrice
de transition P et un F,-temps d’arrét associé, conditionnellement a T < co et Xp = z, la suite
X2° est une chaine de Markov de matrice de transition P issue de x, et indépendante de X[ .

Preuve. On fixe k € N, et xf € E¥T1. On se donne par ailleurs une suite y3° a valeurs dans E.
Pour tout n > 0, on a:

P(T=n,X =y, Xr =2, XETF =2b) = P(pn(yp) = 1, X3 =y, X, = 2, X2HF = 2f),

ou ¢, est la fonction apparaissant dans la définition de temps d’arrét.
D’aprés la propriété de Markov, ce dernier terme s’écrit

P(on(yg) =1, X4 =y, Xn = )Po(X§ = 25) = P(T = n, Xg =yg, X1 = 2)P(X§ = ).
En sommant I'identité ainsi obtenue sur n > 0, on obtient:
P(T < 00, X7 = x,XOT = yg,X%+k = yg) =P(T < oo,XOT = yg,XT = x)IP;E(X(’)C = :clg),

d’ou le résultat annoncé. O
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Définition 2.2. On note T, = inf{n > 0: X,, = z}. Un état x est dit récurrent (respective-
ment, récurrent positif) si et seulement si P, (T, < +00) =1 (respectivement, E,(T,) < +00).
Il est dit transient si et seulement si il n'est pas récurrent,.i.e. P (T, < +00) < 1.

On note Doy = P.(X,, = y) la probabilité d’atteindre y depuis = en n étapes, et N, :=
> n>0 1x,=c le nombre total de visites a = aprés l'instant n = 0.

Proposition 2.1. (i) Les assertions suivantes (a), (b), (c) sont équivalentes: (a) x est récurrent;
(b) Ny = +00 P,-presque sirement; (c) Ex(Ny) =, o Phy = +00.

(ii) Les assertions swivantes (a’), (b’), (¢’) sont équivalentes: (a’) x est transient; (b’) N, <
+o00 Py-presque sirement; (¢’) By(Ng) =D, <0Phy < +00.

Preuve. On note Ty, 1 := Ty et pour k > 1, T, := inf{n > T, 1 : X,, = x} le k-éme instant
positif de visite de la chaine a I'état z. On pose 8 = P, (T, < o).

N, est le nombre de k tels que T, ;, < co. D’aprés la propriété de Markov forte et le fait que
Xr,, =z,0na

]P:L’(Tx,k < OO) - Ex(]-Tx,k_1<oole,k<oo) = er(Tx,kfl < OO)?

d’ot par récurrence
P, (T < 00) = 6.

Si (a) est vérifiée, alors § = 1 et donc avec probabilité 1, N, = +oc. (b) implique immédiatement
(¢c). Pour (i) il reste a prouver (¢) = (a) ou de maniére équivalente (a’) = (¢).
Sid<1,ona

Em(Na:) = ZIP:L’(NI > k) = ZIPI(TZ,]C < OO) = Zek < +o00,
k>0 k>0 k>0

soit précisément (a’) = (¢/).
Par négation de (i) on obtient (

a) < ()< (V') avec (V'): Py (N, < o0) > 0. Or il est
immédiat que (b') = (b"”), et que () = (¥

), d’otu le résultat. O

Exemple 2.3. (Marche aléatoire sur N réfléchie en 0)
Pour une séquence i.i.d. de variables aléatoires A,, & valeurs dans 7Z, on construit la marche
aléatoire réfléchie en 0 correspondante, Sy, en posant

Sp+1 = max(0, S, + A,).

Supposant que lespérance E(A,,) est finie et telle que E(A,) > 0, montrons que la marche
aléatoire est transiente. Notant § = EA,, > 0, d’aprés la loi forte des grands nombres on a la
limite presque sire

1 n
lim — ; = 0.
i 2 A=
i=1
Nécessairement, il existe alors ng € IN un instant (aléatoire) tel que

n
)
nZnO:>ZAi2n§~

i=1

Notons Z := inf,en Y 1y A; —nd/2. D’aprés ce qui précede, Z > —oco avec probabilité 1. On
écrit alors, pour s > 0:

P(3n>0:S5, =0[Sy =s) PEn>0:s+Y ., A, <0)
P(En>0:Z+4né/2+s<0)
P

(s <-2).

Al
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Cette quantité est strictement inférieure a 1 pour s assez grand. En fait, elle tend vers 0 lorsque
s — 00. On peut en déduire que l’état 0 est transient: partant de 0, avec probabilité positive on
excede un niveau s donné en un nombre fini d’étapes, puisque nécessairement P(A; > 0) > 0.
Enfin, la probabilité de ne jamais retourner en 0 apres cet instant est strictement positive d’apres
ce qui précéde.

Définition 2.3. La chaine est dite irréductible si pour tous x,y € E il existe un entier n > 0
et une suite i € E"! avec xg = x, x,, = y telle que

n
sziflmi > 0.
i=1

Lemme 2.1. Pour une chaine irréductible, si un état x € E est récurrent (respectivement,
récurrent positif), alors tous les états y € E le sont aussi. On dit alors que la chaine est
irréductible récurrente (respectivement récurrente positive). On la dit transiente si et seulement
si elle n’est pas récurrente.

Preuve. Supposons x récurrent. Soit y € E. L’irréductibilité garantit 1’existence de nq, ns tels
que py: > 0, p32 > 0. L'inégalité

Soop, =D piprpi

n>0 n>0

est aisément vérifiée, et la proposition 2.1 nous donne que le membre de droite est infini. Le
membre de gauche I'est aussi. y est donc lui aussi récurrent.

Supposons x récurrent positif et y € I quelconque. On note 7, = Ty — Ty -1 la durée de
la k-éme excursion depuis z, et Z, = 1{y € X;::_l} I'indicatrice du fait qu’on visite y pendant
cette excursion. Enfin on note U le premier instant T}, j aprés lequel on a visité y, et V' I'instant
Ty, postérieur & U tel qu’on a & nouveau visité y entre U et V.

La propriété de Markov forte donne que V — U et U ont méme distribution. Comme deux
visites ont été faites & y a l'instant V', elle donne aussi que V' majore une variable aléatoire de
distribution P, (T} € -). Il vient donc

Ey(T,) < Ee(V) = 2E,(U) =2 Euo(risZ1=...=Zp_1 =0)=2Y E,(T,)0" ",
k>1 k>1

ou # :=P,(Z; =0). Nécessairement ¢ < 1 car sinon on aurait P, (7T}, < co) = 0 ce qui est exclu
par irréductibilité. Donc E,(7},) < co comme annonceé. O

Exemple 2.4. Soit un graphe G = (V, E) avec un ensemble dénombrable de sommets V. Notant
d, le nombre de sommets adjacents dans G au sommet x, ou degré de x dans G, et supposant
que Vx € V, d, < 00, on pose pyy = dy 1y, ol x ~ y signifie que xet y sont voisins dans G
(i.e. (x,y) € E).

La chaine de Markov {X,} correspondante est une promenade aléatoire sur les sommets
du graphe, ou a chaque étape n on saute d’un sommet X, vers un nouveau sommet choisi
uniformément au hasard parmi les voisins de X,,. On a alors irréductibilité si et seulement si le
graphe est conneze.

Définition 2.4. La période d’un état x € E est définie comme le PGCD des entiers n tels que
P, (X, =z)=p}, >0.
L’état x est dit apériodique si sa période vaut 1.
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Proposition 2.2. Pour une chaine irréductible, chaque état a la méme période. Une chaine
irréductible est alors dite apériodique si l'un, et alors chacun, de ces états a pour période 1.

Preuve. Soient z, y deux états de périodes respectives d, d,. En particulier I'ensemble des n
tels que p}, > 0 est inclus dans d,;N. Soient r, s tels que pj, > 0 et p;, > 0. Alors prts >0
d’ou d,|r + s. Par ailleurs pour tout n tel que Dyy > 0, on a aussi pitnts > PayPyyPyz > 0, et
donc dg|r 4+ s+ n. 1l vient alors d,|n pour tout n tel que Pyy > 0, d’ou d;|d, puisque d,, est le
PGCD de cette famille d’entiers n. En échangeant les roles de = et y on a aussi dy|d,, d’ou le
résultat. O

Définition 2.5. La loi de probabilité w sur E est dite stationnaire, ou invariante, pour la
matrice de transition P si et seulement si

Vo€ E,my =) mypye.
yelE

Remarque 2.1. Par la méme relation on définit aussi une mesure ™ non négative invariante,
cette mesure étant potentiellement de masse totale infinie.

Le terme “distribution stationnaire” est justifié par le fait que, étant donnée 7 une distribution
stationnaire pour la matrice de transition P, si X, est distribué selon 7, alors chaque X, est
distribué selon m, ce qui se vérifie aisément. On a en fait I'identité en loi, pour tous n, k:

P (X €) =P (X TFe.).
Les théorémes suivants sont fondamentaux. Leur preuve est donnée en annexe.

Théoréme 2.2. Une chaine de Markov ayant un état x récurrent admet une mesure (pas néces-
sairement de masse totale finie) invariante v, donnée par la formule

Tz
Uy 1= ]E;L, E 1X'n.:y'
n=1

Si la chaine est irréductible, cette mesure invariante est unique & une constante multiplicative
prés parmi les mesures non négatives invariantes, et met une masse strictement positive sur
chaque état y € E.

Théoréme 2.3. (Théoréme ergodique). Une chaine de Markov irréductible de matrice de tran-
sition P admet une loi invariante 7 si et seulement si elle est récurrente positive. On dit alors
que la chaine est ergodique. La loi invariante est unique, donnée par

1 _ E, Zrszzl 1Xn:7;.
E,(Tz) E,Ty

Ve,y € E, m, = (2.3)

et pour toute fonction f telle que ) . m|f(x)] < 400, on a la convergence presque sire, ou
théoréme ergodique (les moyennes en temps sont égales aux moyennes en espace):

zeE

m=

On a enfin:
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Théoréme 2.4. Pour une chaine de Markov X§° ergodique (i.e., irréductible, récurrente posi-
tive), supposée de plus apériodique, on a alors la convergence en loi suivante pour toute loi initiale
v:
lim P, (X, =) = m,.
n—oo
On a une forme de réciproque de ce dernier théoréme et du théoréme ergodique avec le résultat
suivant:

Théoréme 2.5. Une chaine de Markov irréductible non ergodique (i.e. transiente ou récurrente
nulle) est telle que pour tout x € E:
lim P(X,, =z)=0. (2.5)

n—oo

2.3 Ciritéres d’ergodicité et de non-ergodicité

Nous donnons ici des critéres d’ergodicité ou de transience / récurrence nulle de chaines de
Markov qui ne nécessitent pas de déterminer de mesure stationnaire. La méthode consiste a
trouver une “fonction d’énergie” adaptée au processus considéré et a établir que 1’évaluation de
cette fonction en ’état de la chaine a tendance a croitre (transience) ou décroitre (ergodicité).
En cela elle s’apparente a la méthode de Lyapunov pour prouver la convergence de solutions
d’équations différentielles.

Théoréme 2.6. (Critére de Foster-Lyapunov: ergodicité, temps discret). Soit {X,}n>0 une
chaine de Markov irréductible sur ’espace discret E de matrice de probabilités de transition P.
Si il existe une fonction V. : E — R, telle que pour des constantes € > 0 et b, et un ensemble
fini K C E, et tout x € E on ait

—e, xé¢ K,

E(V (Xn41) = V(Xn)|Xn =2) < { b—e, z€K,

alors la chaine est ergodique.

Preuve. Pour tout instant n > 0 on a
E(V(Xnt1) = V(Xn)|[Xn) < —€+blx,ek-

Sommant de n =0 a N — 1 pour un N € N arbitraire on a donc

N-1
E(V(Xy) = V(Xo)) +eN <b Y P(X, € K).
n=0
Il vient donc N1
1 '« e EV(Xo)
_ > — 7,
N;P(X"GK)—b bN
Il vient donc
1 = €
im inf — > - >0.
lim inf = T;)P(Xnel() >+ >0

Pour conclure, invoquons le théoréme 2.5: si la chaine est non-ergodique, pour tout x € K, on a

lim P(X, =z) =0,

n—roo
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et donc
= =
limsup — Z P(X, e K) < Z limsup — Z P(X,=z)=0,
Nooo N Nooo IV
n=0 rzeK n=0
une contradiction qui implique 'ergodicité. O

Corollaire 2.1. Supposons pour une chaine irréductible {X,,},>0 qu’il existe une fonction V :
E — R4, des constantes € > 0, b, un entier L > 0 et un ensemble fini K C E tels que

—€, r ¢ K,
E(V(Xy) - V(Xo)|Xo = 2) < { oo TEX
Alors la chaine {X,,} est ergodique.

Preuve. La chaine de Markov {Y,,} := {XL,} est telle que, d’aprés la preuve qui précéde,

> 0.

N—o0

N
|
hmmfNZ]P(Yn €EK)>

SN

n=0

Il existe donc nécessairement un élément x de K tel que

N
oo 1
1}\1{2133 N %P(Xn =zx)>0.

L’ergodicité en découle encore en invoquant le théoréme 2.5. O

Nous citons maintenant un théoréme qui constitue une forme de réciproque du critére de Fos-
ter qu’on vient d’énoncer, en ce sens qu’il fournit des conditions pour prouver la non-ergodicité.
Comme nous ne 'utiliserons pas par la suite, sa preuve n’est pas fournie dans ce manuscrit. On
pourra la trouver en consultant la Proposition 5.4, p. 22 dans [2]; ou encore la Proposition 5.6,
p.119 dans [14]).

Théoréme 2.7. Soit {X,}n>0 une chaine de Markov irréductible sur 'espace discret E de
matrice de probabilités de transition P. On suppose lezistence d’une fonction V : E — R non
constante, d’un ensemble fini K et d’un élément x € E tels que Yy € K, V(z) > V(y).

On suppose de plus avoir:

E(V(Xng1) = V(X)) | Xn =2) >0, 2 ¢ K.

(i) Alors, sila fonction V' est bornée, la chaine est transiente.
(i) Si la fonction V satisfait

sup E(|V(Xp41) = V(Xo)[ | Xp = 2) < 400,

el

alors la chaine ne peut pas étre ergodique.
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Chapitre 3

Protocoles d’accés aléatoire a un
canal

On s’intéresse ici a4 un scénario ou plusieurs émetteurs cherchent a transmettre vers un méme
destinataire, avec pour contrainte que leurs émissions sont inaudibles par le destinataire si elles
sont simultanées, pour cause d’interférence. On parle alors de collision entre les émissions.

Ce scénario se présente dans de nombreuses situations: transmissions d’émetteurs terrestres
vers un méme satellite; transmission de paquets de données le long d’un cable (Ethernet par
exemple); émission sans fil en Wi-Fi vers un point d’acces;...

Lorsque I'ensemble des émetteurs est fixe dans le temps, et connu du destinataire, il est
possible de gérer les collisions de diverses maniéres. Citons par exemple un protocole a jetons:
le destinataire émet un message “broadcast”, i.e. que tous les émetteurs entendent, donnant un
‘Seton” & l'un des émetteurs en le nommant dans ce message. Les autres émetteurs se taisent,
attendant de recevoir eux-mémes le jeton, pendant que I’émetteur choisi émet. Lorsque ce dernier
a fini sa transmission, il le signale au destinataire, qui peut alors donner le jeton a un autre.

Dans le cas o I’ensemble des émetteurs est grand et ceux-ci transmettent rarement, le proto-
cole & jetons n’est pas satisfaisant: une transmission devrait attendre potentiellement longtemps
avant de recevoir le jeton, le canal étant alors inutilisé la plupart du temps. Les émetteurs peu-
vent aussi varier au cours du temps; le protocole a jetons nécessite alors de maintenir & jour une
liste des émetteurs potentiels, ce qui entraine une complexité supplémentaire.

Le protocole Aloha, proposé dans les années 60 pour relier des terminaux distribués sur les iles
Hawaiennes & un ordinateur central, est ’archétype des méthodes dites d’accés aléatoire, qui sont
congues spécifiquement pour ce type de scénarios. Le protocole Ethernet, congu en 1973 pour
gérer les communications de machines connectées a un méme réseau local, raffine les principes
du protocole Aloha. Il est aussi décliné sous diverses variantes dans les versions successives des
standards IEEE 802.11 pour les communications locales sans fil (Wi-Fi).

3.1 Le protocole Aloha

On considére un grand nombre d’émetteurs qui utilisent le méme canal pour émettre des paquets
d’information. Supposant le temps partitionné en intervalles d’émission de longueur fixe, ou
“slots”, on fait 'hypothése qu’une transmission engagée dans un tel intervalle n’aboutit que si
elle est la seule tentative effectuée pendant cet intervalle. Dans le cas contraire, I'interférence
entre les tentatives simultanées les fait échouer.

19
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Le protocole Aloha est congu pour permettre a chaque émetteur de déterminer quand tenter
d’envoyer son message, 'hypothése étant que ’émetteur n’a comme seule information le fait qu’il
a échoué ou réussi lors de chaque tentative.

Selon le protocole Aloha, chaque message non encore transmis est émis avec une probabilité
p, indépendamment des autres messages et des tentatives passées pour ce message.

3.2 Aloha avec nombre fini de stations

On suppose qu'un nombre fini de stations s € S cherchent & émettre sur le méme canal. On note
Ay s le nombre de nouveaux messages a transmettre par la station s apparus pendant I'intervalle
n. On suppose aussi que chaque station s choisit de transmettre pendant l'intervalle de temps n
avec probabilité ps si elle a au moins un message en attente.

Notons L, s le nombre de messages en attente a la station s au début de l'intervalle n. On
se donne une suite de variables aléatoires B,, s de Bernoulli de paramétre p, qui détermineront
si la station s tente d’émettre ou non pendant 'intervalle s. Plus précisément, la station s tente
de transmettre pendant n si et seulement si B, ; = 1, ot

!
Bn,s - Bn,San,s>0~

L’équation d’évolution des L, ¢ est alors donnée par:

Lng1s=Lns+Ans— B, [[(1- B, ). (3.1)
s'#s

Les hypothéses statistiques sur le trafic sont que pour tout s, la suite {4, s}n>0 est i.i.d., ces
suites étant mutuellement indépendantes. On suppose de plus que chaque A, ; a un second
moment fini. On notera A; le nombre moyen de messages soumis par s a chaque intervalle:

E(A?,) <00, As :=E(Ap). (3.2)
On fait aussi I’hypothése suivante:
Vs e S, P(A,,s =0) €]0,1]. (3.3)

On suppose par ailleurs que les {B,, s} sont indépendants des {A,, s} et mutuellement indépen-
dants. Notant L, = (Ly,s)ses le vecteur des demandes en attente aux stations & chaque instant
n, il est clair que le suite {L,,},>0 est une chaine de Markov. On vérifie aisément par ailleurs
que:

Proposition 3.1. Sous Uhypothése (3.3), La chaine {L,},>o est irréductible et apériodique.
Nous établissons maintenant une condition suffisante pour 'ergodicité de cette chaine:

Proposition 3.2. Supposons

Vs €S, A <ps [](1—po). (3.4)
s'#s

Alors la chaine est ergodique.
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Preuve. En vue d’utiliser le critére de Foster-Lyapunov 2.6 nous introduisons la fonction de

Lyapunov quadratique V(L) := ) s L2. On introduit la notation

ATL;S = AThS - B’I/’L,S H (1 - B;l,s’)’
s'#s

de sorte que Ly 41 s = Ly s + Ay 5. 11 vient alors

E(V(Lnt1) = V(Ln)| Ly = £) = > E[A] [+ 20,7, 4| Ly, = 1]
seS

On majore la somme des premiers termes comme suit:

Y E[A} L, =6 <) E[4], +1],

sES sES
qui est majorée par une constante C' indépendante de ¢ d’aprés (3.2). On a par ailleurs

E[26Ans|Ln =] =26 [\ = PE(T, 4, (1 = B o) Ln = 0)]
< 24 P\s — Ps Hsr;,gs(l - ps’)]-

Notant € = ming[ps [[,,(1 — psr) — A, on a € > 0 par hypothese (3.4). Ceci entraine
E(V(Lnt1) = V(Ln)|Ln =) < C =€) ().
sES

Le critére de Foster est donc applicable, en prenant comme ensemble fini d’états

K={leN5:) t,<2C/e}.

seS

O

On peut se demander si cette condition suffisante d’ergodicité, ou stabilité, est précise ou non.
La question n’est pas a ce jour complétement élucidée (sauf pour le cas limité a deux stations).
On pourra consulter [5] pour une discussion plus détaillée du sujet. On a cependant:

Proposition 3.3. Supposons que pour chaque s on a

>\s > Ps H(l_ps’)' (35)

s'#s
Alors la chaine {L,} est transiente.

Preuve. On va construire le processus modifié L], comme suit:

L/ =1L
0 0,
L:L+1,s = max(0, L;%S + A, s— B HS,¢S(1 — B,.s)).

Chaque processus {L;, ,} est alors une promenade aléatoire sur N, telle que considérée dans
lexemple 2.3. La condition (3.5) implique que cette marche aléatoire est transiente, et plus



22 CHAPITRE 3. PROTOCOLES D’ACCES ALEATOIRE A UN CANAL

encore, que 1'événement {In > 0: L;, ; = 0} a une probabilité tendant vers 0 lorsque Lo s tend
vers I'infini. Choisissons alors une condition initiale Ly = ¢ telle que pour tout s, on ait:

1
]P(E’I’L Z 0: L{n,,s = 0‘L073 = ES) S m
La probabilité que 'un de ces événements se produise est au plus la somme de leurs probabilités,
d‘ou

P(3seSn>0:L, , =0Ly=1/) <

N =

Or sur I'événement complémentaire, on a L/, ; = L, ;¥n,s. Ceci entraine
,

P(Vse€ S,Yne N, L, > 0) >

[N

La chaine est donc transiente, I’état 0 étant lui-méme transient. O

Si on considére un grand nombre N de stations, chacune soumettant un trafic faible, soit
As = A/N de sorte que le trafic total est constant, égal a A, et chacune utilise le méme parameétre
ps = p pour un p fixé, la condition suffisante de stabilité ci-dessus s’écrit

A< Np(1—p)N~L.

Elle est presque nécessaire, puisqu’on vient de voir que si I'inégalité stricte est renversée, alors on
a transience. Pour pouvoir concilier ergodicité avec une valeur de A ne tendant pas vers 0 lorsque
N — o0, il faudrait alors prendre p = O(1/N), et donc une résolution des conflits désespérément
lente.

On peut cependant se demander si lorsque chaque station est active de maniére trés spo-
radique, par exemple juste pour transmettre un unique message, la situation s’améliore.

Cette question motive la considération du modéle avec nombre infini de stations qui suit, dans
I'optique de mieux comprendre Aloha dans le régime d’intérét pratique de nombreuses stations
peu actives.

3.3 Aloha avec nombre infini de stations

Notons A,, le nombre de nouveaux messages & transmettre & la fin de 'intervalle n. En se donnant
une famille i.i.d. {B,, ;}nen de variables aléatoires de Bernoulli de paramétre p, indépendantes
de {4, }nen, 'évolution du nombre L, de messages en attente au début de l'intervalle n peut
alors s’écrire

Ln+1 =L,+ A, — 1251:"1 Bni=1-
Supposant que la suite {A,} est i.i.d., alors la suite {L,} est une chaine de Markov & valeurs
dans N. Elle est irréductible apériodique si 1 > P(4,, > 0) > 0.

Non-ergodicité d’Aloha

Nous établissons maintenant que pour tout p €]0, 1], et toute loi des A,, telle que 1 > P(A4,, >
0) > 0, la chaine {L,},en n'est pas ergodique, ce qu’on interpréte comme une incapacité du
protocole & réguler durablement l’acces. Plus précisément, nous établissons le résultat suivant:
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Proposition 3.4. La chaine de Markov {L, }nen pour le protocole Aloha de parameétre p €]0,1]
avec P(A,, = 0) €]0, 1] est transiente. De plus avec probabilité 1, lim, o, L, = +00, et il existe
un temps aléatoire T > 0 tel que & partir de T le canal est constamment en collision, i.e.:

Ln
Vn>T, Y Bui>2.
i=1

Preuve. On fixe une condition initiale Ly = ¢ € N, et on définit la marche aléatoire L, comme
suit:
izo ZLO :&in-&-l = IAJ»,L—FAn, n > 0.
On note Z, = 1{25:"1 B, > 2}, et Z, = 1{252"1 B, ; > 2}. Sur l'événement £ := {¥Vn €
N, Zn = 1}, on a par récurrence sur n que IA/n = Ln,Zn = Z, et le canal est toujours en
collision. Montrons que la probabilité de £ est positive pour ¢ suffisamment grand.
Par la loi forte des grands nombres, on a la convergence presque stire

lim Aot 4 An _ E(A) > 0.

n—00 n

Notant a = [E(Ay), et Y = sup,,n[n(a/2) — (Ao + ...+ A,_1)], cette convergence presque stire
entraine que Y < +o00 presque stirement. On a par ailleurs pour tout n:

L >n(a/2) =Y + 0.
On écrit alors:

E[R 501 = Zn)| AT > sl — p)En 4 Lop(1 — p)Ln—1
Sso(1 = p)H@/2=YH L (1 — p/2)yna/2) -Vt

_ — C
A=) e + =0/ =S e

IA

En effet, on peut majorer Lp(1 — p)*~! par C(1 — p/2)F uniformément en L > 0 pour une
constante C' bien choisie. Soit K > 0 tel que P(Y < K) > 1/2. On obtient alors

PE) =PEY <K)+PEY >K)

<12+EQ,, 01— 2Z,)1y<k)
<24 (1= p) Mgty + (1= p/2) N =S5

ou on a exploité I’évaluation précédente. Pour un choix de ¢ suffisamment grand, on peut rendre
cette borne supérieure aussi proche de 1/2 qu’on le souhaite; par exemple, pour £ > {y, on a
P(£) > 1/4. Ceci établit déja la transience de la chaine: avec probabilité strictement positive,
partant de ¢y on ne retourne pas en 0.

On considére maintenant la succession de temps d’arrét Ty qui correspondent aux instants
n ou Z, = 0 et L, > {y pour la chaine de Markov {(L,,Z,)}. A chaque T}, la valeur corre-
spondante Ly, est supérieure ou égale a ¢y, donc avec probabilité minorée par 1/4 le canal sera
pour toujours en collision et par conséquent Ty = 4+00. Ceci entraine par récurrence sur k que
P(Ty < +00) < (3/4)%, et donc avec probabilité 1 seulement un nombre fini de T}, est fini.

A part aux instants T, on ne peut avoir Z, = 0 que pour L, < ¢. Par transience de la
chaine {L,}, celle-ci ne fait, avec probabilité 1, qu’un nombre fini de visites & I’ensemble fini
{0,...,49 — 1}. On a donc établi qu’avec probabilité 1, Z,, = 0 seulement pour un nombre fini
d’instants n. O
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3.4 Variantes d’Aloha, et protocole Ethernet

Nous considérons maintenant deux tentatives distinctes d’améliorer le protocole.

La premiére consiste & fournir aux émetteurs une information supplémentaire, par rapport au
feedback minimal exploité par Aloha. Supposons que le nombre total L, = ¢ de transmissions
en attente est connu de chacun. La probabilité de succés de transmission, soit pf(1 —p)*~!, peut
alors étre maximisée par rapport au paramétre du protocole, p. En annulant la dérivée de cette
probabilité par rapport & p on obtient

(1 —p)t—plt—1)1-p)? =0,
soit p(¢) = 1/¢.

Proposition 3.5. Soit A = E(A,,) le nombre moyen d’arrivées par intervalle de temps, qu’on
suppose encore satisfaire P(A,, > 0) €]0,1[. On suppose que chaque émetteur tente de transmettre
dans Uintervalle n avec probabilité p(L,) = 1/L,. La chaine est alors ergodique dés que \ <
1/e ~ 0, 368.

Preuve. Nous utilisons le critére de Foster-Lyapunov 2.6, choisissant pour fonction de Lyapunov
V(L) = L. On a 'évaluation

E(V(Lpt1) = V(Ly)|Ln =0) =X—(1—-4)!
<A— é + €

pour tout € > 0 fixé, pour ¢ assez grand. Prenant € = (1/e — \)/2, ce dernier terme s’écrit —e.
Le critére de Foster donne alors I’ergodicité. O

Remarque 3.1. On a supposé ici que l’état du systéme, le backlog L, était connu de chaque
émetteur. Il est possible d’obtenir un mécanisme stable sur la méme plage de valeurs, A € [0,1/¢|
en s’affranchissant de cette hypothése, si on suppose cependant que chaque émetteur entend le
résultat de lutilisation du canal, soit Z, = {0,1,*} selon qu’il y a eu zéro, une, ou plusieurs
transmissions lors de chaque intervalle n, le cas x correspondant a une collision.

Sur la base de ce feedback, chaque utilisateur peut maintenir une estimation approchée de L,
mettons I:n, par une récurrence du type

Lpgr =max(1, L, +alg —g+bly —1 +clg ),

pour un triplet (a,b,c). Un émetteur choisit alors d’émettre avec probabilité 1/fJ,L.
Pour des choiz judicieuz de (a,b,c) (par exemple, (2—e,0,1)), on peut montrer que la chaine
(Lp, Ly,) est alors ergodique; cf. [7], chapitre 4 ou [10], chapitre 5.2.

La seconde méthode utilisée pour améliorer la performance d’Aloha est ’approche utilisée
par le protocole Ethernet. Il s’agit, sans fournir aux émetteurs de feedback supplémentaire
par rapport & Aloha, de les faire réduire leur probabilité de transmettre aprés chaque tentative
infructueuse.

Le protocole Ethernet procéde de la maniére suivante. Aprés son k-éme échec, un émetteur
choisit un nombre uniformément au hasard dans l'intervalle {1,...,2*} (qu’on appelle la fenétre
de congestion) pour déterminer au bout de combien d’intervalles il retentera de transmettre. On
a alors le résultat suivant:

Théoréme 3.1. (c¢f. [14], chapitre 1, proposition 1.6, ou [10], chapitre 5.3 théorémen 5.11).

Supposant la loi des arrivées A,, Poisson de paramétre X > 0, le nombre total de transmissions
réussies effectuées par le protocole Ethernet est infini avec probabilité 1 si A < log(2) = 0,693, et
est fini avec probabilité 1 si A > log(2).
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Pour autant, il ne s’ensuit pas que le protocole Ethernet induit une chaine ergodique lorsque
A < log(2). En effet, une variante d’Ethernet a été proposée, selon laquelle aprés k échecs la
probabilité de retransmission est 27% a chaque slot, une modification mineure d’Ethernet qui
rend le systéme descriptible selon une chaine de Markov plus simple. On a alors

Théoréme 3.2. (Aldous, 1987 [1]) Pour tout A > 0, la chaine de Markov décrivant le protocole
Ethernet modifié est transiente.

A ce jour, il n’est pas su 8’il existe un protocole basé uniquement sur ’observation du canal
par les émetteurs aux instants ol ils transmettent et qui induise un systéme ergodique pour
une valeur de A positive. Les experts penchent pour une réponse négative, mais le probléme est
mathématiquement ardu, et a résisté aux tentatives de résolution pour le moment!

Commentaires

Le protocole Aloha est instable (i.e. non ergodique), mais en fait ’observation de simulations avec
nombre fini d’émetteurs illustre un phénomeéne de métastabilité: le systéme reste trés longtemps
dans un mode de fonctionnement acceptable, avec un backlog faible et des temps d’attente limités,
avant qu’une succession de choix aléatoires malencontreux ne conduise a la congestion.

Un protocole d’accés aléatoire au canal peut étre utilisé pour réserver des intervalles plus longs
de transmission, ce qui fait qu’on peut espérer une utilisation proche de 1 du canal lorsque le
ratio de la durée des intervalles utilisés pour I'accés aléatoire par rapport a la durée des intervalles
de transmission effective de données tend vers 0.

L’observation du phénoméne de métastabilité mentionné ci-dessus, le fait qu’Ethernet parvient
a transmettre une infinité de paquets (au moins pour A < log(2)), méme s'il ne rend pas le sys-
téme ergodique, le fait que le nombre de sources bien que grand est en fait fini, rendent compte
de la performance satisfaisante en pratique des protocoles Ethernet et ses déclinaisons en IEEE
802.11x.
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Chapitre 4

Politiques d’ordonnancement
stabilisantes

4.1 Stratégie de poids maximal

On considére le probléme d’ordonnancement générique suivant. Chaque r € R indice un type de
service. A chaque instant n € IN, on peut choisir un vecteur de service s,, dans ’ensemble S,,, oul
S,, € N® peut changer d’un instant & l'autre, s, (r) désignant le nombre maximal de requétes
de type r traitées pendant cet instant. On suppose de plus que pour une constante s,,q, € IN,
on a8, C[0,5maz]”, ie. les régions S, sont bornées.

Une fois ce service effectué on a l'arrivée de A, (r) € N nouvelles requétes de service de type

Notant X, (r) le nombre de requétes de type r en attente a la fin de I'instant de service n, on
a alors ’équation d’évolution

Vre Ron €N, X, (r) = (Xpn-1(r) — s0(r)) T + A, (r).

On fait les hypotheéses statistiques suivantes. Les vecteurs A,, sont i.i.d., de moyenne a € IRE, et
les ensembles S,, sont i.i.d., de loi v, et indépendants des A,,. On pose alors la définition

Définition 4.1. Pour tout S C [Symaz]”, on désigne par env(S) l'enveloppe convexe de I’ensemble
S. La région de capacité C du systéme est alors définie comme

C= {x € R : VS C [$max)™, 32(S) € env(S) : Vr € R, z, < ZV(S)ZT(S)} (4.1)
S

Lorsque la loi v est concentrée sur un unique ensemble S C N, la région C est 'ensemble
des vecteurs x € IRE tels qu’il existe un vecteur y > = dans I’enveloppe convexe de S.

Exemple 4.1. Commutation de paquets dans les routeurs: pour un routeur avec N ports d’entrée
et N ports de sortie, la fonction dite de commutation de paquets au sein du routeur doit permettre
d’envoyer un paquet recu a n'importe quel port d’entrée vers n’importe quel port de sortie. Une ar-
chitecture couramment étudiée consiste & maintenir & chaque port d’entrée i € [N]:={1,...,N},
N files d’attente distinctes, une par port de sortie, ot sont stockés les paquets destinés au port
correspondant. L’architecture dite “crossbar” permet alors a chaque étape de créer un appariement
arbitraire parmi les N! possibilités entre les ports d’entrée et de sortie.

27
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Le cadre précédent permet de modéliser ce contexte: on associe un type de service & chaque
paire (i,7) € [N] x [N] de ports d’entrée et de sortie; X,,(i,7) est le nombre de paquets en attente
au port d’entrée i destinés au port de sortie j. L’ensemble S des vecteurs de service possibles
correspond aux matrices s; ; de permutation.

On a alors (théoréme de Birkhoff-von Neumann) la caractérisation suivante de la région de
capacité comme l’ensemble des matrices x € [0, 1][N]X[N] telles que

Vi,j € [N X [N], Y wip <1, > ap; <1
kE[N] ke[N]

Exemple 4.2. Ordonnancement dans les réseaux sans fil: une station émettrice dispose d’une
puissance d’émission P par unité de temps. Elle envoie des paquets de données vers les stations
destinataires r € R. Le vecteur G € IRf des gains de transmission de l’émetteur vers les
destinataires est i.i.d.. A chaque instant n, la station doit choisir une unique destination r € R
vers qui transmettre, la quantité d’information re¢ue étant alors donnée par PG, (il s’agit d’une
idéalisation; cf. formule de Shannon pour la capacité d’un canal Gaussien, fonction du rapport
signal sur bruit, qui dans un régime de puissance faible aprés linéarisation redonne le modéle
décrit ici). Si les produits PG, sont entiers, on se retrouve encore dans le cadre précédent.

On introduit dans ce cadre la politique de poids maximal:

Définition 4.2. Etant données des fonctions de poids ¢, : N — Ry, la politique d’ordonnancement
de poids maximal correspondante consiste par définition & choisir 4 chaque étape n un vecteur
Sn € Sy, qui réalise le mazximum dans

Dans la suite on s’intéresse uniquement auz fonctions de poids ¢.(x) = w,x® pour des poids
wy, > 0 et un exposant commun o > 0.

Exemple 4.3. La politique “serve the longest queue first”, consistant pour un serveur traitant
plusieurs files d’attente de toujours choisir de servir en priorité celle contenant le plus de requétes
en attente peut étre vue comme un cas particulier de la politique de poids mazximal, avec w, = 1
eta=1.

Théoréme 4.1. On fize une politique de poids maximal (w, ) avec w,,a > 0. On suppose que
Vr e R, E(A(r)'™®) < o et a, > 0. Si pour un e >0, on a (1+¢€)a €C, owa=1E(A,) et C est
la région de capacité, alors la chaine de Markov {X,} est ergodique. Si a ¢ C, alors pour toute
politique d’ordonnancement, la chaine de Markov {X,,} est transiente.

Remarque 4.1. La politique de poids mazximal est myope: elle fait une décision a l'instant n
sur la base de l’ensemble S,, de volumes de service réalisables a cet instant, sans prise en compte
explicite de la distribution v(S). Elle n’implique pas non plus d’estimation explicite des taux
d’arrivée moyens a,.. Il est donc remarquable qu’une stratégie aussi simple permette de stabiliser
le systeme des que cela est faisable (le seul cas qu’on n’a pas traité est lorsque le vecteur a est
la frontiére de ’ensemble C; pour cela on peut établir que, si les A, ont une variance non nulle,
la chaine de Markov peut étre rendue récurrente nulle mais pas ergodique). De par sa simplicité,
cette politique est aussi adaptative: lors d’un changement dans les taux moyens d’arrivée, aucun
changement dans la politique n’est nécessaire pour préserver l’ergodicité.
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Preuwve. Ergodicité des politiques de poids maximal: Soit € > 0 tel que (1 +¢€)a € C. En
vue d’appliquer le critére d’ergodicité de Lyapunov-Foster, on introduit la fonction V' définie sur
N® par
vz € N® V(z):= Z(l + o) twt T
reER
On fixe x € N et on cherche & majorer E(V(X,,) — V(X,,_1)|Xn_1 = 7).
On note
he = X (r) = Xpo1(r) = A (r) + max(—s,(r), —Xn—1(r)).

La dérivée de la fonction z, — w,.(1 + «) étant x,, — wyz&, une formule de Taylor au

premier ordre donne l'existence de scalaires aléatoires 6, € [0, 1] tels que

—1,.14+«
T,

E(V(Xn) = V(Xp 1) Xn1 =2) =B wp(a, + 0,phe)“he| X1 = ).
reER

On écrit ce second membre comme la somme A + B de deux termes donnés par

A= IE(Z WL he| X1 = )
reR

et
B=E|> w{(z, +0:h)* — 22} hy| X1 =2
reR
On évalue le terme A comme suit:
A = ]E(ZreR Wzl (Ap(r) + max(—s,(r), —2,)) | Xn-1 = )

= E(ZT‘ER wrx‘;‘(ar + max(—sn(r), _m'r‘))|Xn71 = fL')
< ]E(ZTER wrxy (ar — 5p(7)) | Xn—1 =) + ZTER wrsgz—;}m

ou on a remplacé h, par son expression, utilisé I'indépendance de A, et de X,,_1, et majoré
2@ max(—s, (1), —z,) par —1%s,(r) + st
D’aprés la condition a(1 + €) € C, on a l'existence d’une distribution v(-|S) sur S telle que

Z v(S) Z v(s|S)s > (1 +¢€)a.

S seS

D’aprés la définition de la politique de poids maximal, on a sur I’événement{X,, = z}:

Z WrT e Sy (1) > Z v(s|Sy) Z wyrzes(r).

reR SES, reR

D’aprés 'indépendance entre X,,_1 et S, les deux derniéres conditions donnent

E(Z WrL e 8p ()| X1 = ) > ZI/(S) Z v(s|S) Z wrzes(r) > (1+¢€) Z WrTe Q.
T S

seS reR reR

Notant C'= 3" % w5t on a donc la majoration
A< —¢ Z wyzea, + C.

reR



30 CHAPITRE 4. POLITIQUES D’'ORDONNANCEMENT STABILISANTES

On majore maintenant le terme B comme suit. Pour a <1, on a
|(@r + Orhy)® — 27| < |0rhy|* < ||,

et donc
B <> w (| (r)]*| X, = x).
rerR

On peut par exemple majorer |h, (r)|* par A, (r)*+s2,,., et ensuite utiliser 'indépendance entre
A, et X, 1 pour conclure que B est majorée par une constante C' = 3w, (EA, (r)* +5p,4,)-
Dans le cas a > 1, on utilise une formule de Taylor au premier ordre pour obtenir la majoration

[(zr 4+ 0:hy)* — 27| < (2 + |Re)* — 27 < oz + ‘hr|)a_1|hr|'

Nous utilisons maintenant 1'inégalité valide pour tous réels a, b, ¢ non négatifs:
(a+b)° <2%a’ + b°
pour obtenir
|( + 0.k )* — 2% < a2 || + Ry |22,
Utilisant & nouveau l'inégalité |h,|¢ < A, ()¢ + s¢,,, valable pour ¢ > 0, on obtient
B< Z w297t [E(An(r)®) + 550z + {Smaz + ]EAn(r)}a:?_l] .
reR

En combinant ces évaluations on obtient la majoration (en changeant la définition de la constante
C, et pour des coefficients 3, > 0):

E(V(X,) = V(Xn-1)|Xpo1 =2) < —€ Y wala, +C+ Y Bl
reR rerR

Pour appliquer le critére de Lyapunov-Foster, il nous reste & déterminer un ensemble fini K ¢ N?
et un ¢ > 0 tel que pour z ¢ K, le membre de droite de cette expression soit majoré par —e'.
Posons € =1 (n’importe quelle constante marche) et

K={reN®:—eY wafae, +C+ Y By~ >-1}
r€R r€R

Il est alors facile de vérifier que |K| < oo: pour z € K nécessairement

emin(w,a,)[sup z,.|* < C +1+ B,)[sup z,]*7L,
min)sup 7, (5 sy

et donc soit x = 0, soit en divisant par [sup,cg z,]* !, nécessairement

emin(wya,)[supz,] < C+1+ (Z Br),
reR rerR reR

d’ott la conclusion d’ergodicité.

Transience: On suppose maintenant ¢ ¢ C. Comme Uensemble C est convexe et fermé,
d’apres le théoréme de séparation de convexes disjoints (cf par exemple [4], corollaire 2.3 p.22),
il existe un vecteur b € R® et un § > 0 tels que pour tout = € C, on ait

> brar =6+ bea,.

reR reER
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Montrons que ce vecteur b peut étre choisi & coordonnées non négatives. En effet, soit x € C. Le
vecteur z’ tel que ). = x, si b, > 0 et 2/, =0 si b, < 0 est aussi dans C, par définition de C. On
a donc, puisque a > 0,

Z b (a, — x,) > Z by(a, — ) > 4.

reR reR

On suppose donc Vr € R, b, > 0. On note

F(z) = Z by

reR
La dynamique des X,,(r) est telle que
Xn(r) > Xpo1(r) — sn(r) + An(r),

d’ou

F(X,) > F(Xo)+n Y b

reR

Al b dalr) _sae) ot i)

La loi forte des grands nombres garantit que la premiére fraction dans le membre de droite
converge presque siirement vers a,, tandis que la seconde fraction est, & une erreur tendant
presque stirement vers 0 prés, dans C. Cela entraine:

1
liminf —F(X,,) >4 > 0.
n—oo M
Le processus est donc nécessairement transient, puisqu’il ne passe qu'un temps fini en chaque
état. O

4.2 Reéseaux multi-bonds: poids maximal et “backpressure”

On part encore de l'existence d’un ensemble fini R de types de service, et on note X, (r) le
nombre de services de type r en attente aprés l'instant n. Cependant le traitement d’'une tache
de type r peut soit la faire disparaitre, soit la transformer en une tache de type ' € R, v’ # r.
On va noter s(r, ') le nombre de services de tiches r pouvant étre traitées en un pas de temps de
fagon a les transformer en taches de type r/, avec r € R, 7’ € R’ := R U {ext}, ou ext désigne la
complétion de la tache. On note S C NRXR" Pensemble des vecteurs de traitement réalisables.

On suppose qu’il existe 4, < 00 qui majore chaque s(r,r’) réalisable. On suppose par
ailleurs que I'ensemble S est monotone, i.e. si s < s et s’ € S, alors s € S.

Enfin on suppose que pendant 'instant n, un nombre A, (r) de nouvelles requétes de service
de type r apparaissent, les vecteurs A,, étant supposés i.i.d. de moyenne a = (a,)rer.

Notant X,,(r) le nombre de services de type r restants aprés 'instant n, leur évolution sera
alors la suivante: pour le choix d’un vecteur s,, € S, on aura

Xo(r) = Xnoa(r) + An(r)+ > Do(r',r) = > Du(r1'),

r"eER r'eR’!

ou Dy, (r,r") € [0, s, (r,7")]. On supposera que les D, (r,r’) sont choisis tels que

VreR, Z Dy, (r,r") = min(X,,—1(r), Z sn(r, 7).

r'eR’/ reR/
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Pour finaliser la spécification de cette politique, on peut par exemple spécifier les D, (r,7’) pour
un r fixé séquentiellement en r’, posant

Dn(r’ rl) = miIl(Sn(T, T/)a anl(r) - Z Dn(’f'; 7'//)).

Dans ce cadre, la politique dite de poids maximal avec “backpressure” consiste & choisir un
vecteur s, qui réalise le maximum dans

max 30 3T sl e X (0%~ we X1 (1)°).

reR r'€R/,r'#r

Exemple 4.4. On suppose donné un graphe orienté G = (V, E) avec des capacités entiéres ce
pour chaque aréte e € E. Un ensemble F de types de trafic f € F est donné, et a chaque
f correspond un noeud d’entrée s(f) et un noeud destination d(f). N’importe quel chemin du
graphe peut étre utilisé pour acheminer le trafic de type f depuis son entrée en s(f) dans le réseau
vers sa destination d(f).

On peut alors associer & chaque paire (v, f) € V x F telle que v # d(f) un type de service
r correspondant. A chaque pas de temps il s’agit de déterminer pour chaque aréte e = (v,w),
quel type de trafic f en attente a v acheminer vers le noeud w; si on choisit un type [ tel que
w = d(f) le trafic acheminé atteint alors sa destination. Sinon il est simplement déplacé dans le
réseau vers un autre noeud.

Une variante de cet exemple consiste a associer la capacité aux noeuds du graphe plutoét qu’auz
arétes. Dans ce cas il s’agit de choisir pour chaque noeud v de capacité c, d’une part quel trafic
f présent en v transmettre au moyen de cette capacité, et aussi vers quel voisin w le transmettre.

Définition 4.3. La région de capacité est par définition ’ensemble des vecteurs z, € IRZS tels
que pour un vecteur ¢ dans l’enveloppe convexe de S on ait

Vr e R,z + Z c(r',r) < Z e(r,r’).

r’'€R, v #r r'€R! v F#r

Remarque 4.2. [l n’est pas difficile d’étendre le cadre présent au scénario ou les ensembles Sy,
de vecteurs de transmission réalisables a chaque étape n varient de maniére i.i.d.. On pourra
s’inspirer de la section précédente (politiques de poids maximal) pour généraliser ce qui est décrit
ici (définition de région de stabilité, théoréeme ci-dessous) & un tel scénario.

Le processus décrit ci-dessus est irréductible sous les conditions suivantes:

P(A,(r) = 0vr) > 0,

4.2
Vro e R,3k > 0,71,...,7h—1 € R, = ext,81,...,5, €S : Hle si(ri—1,m;) >0, (4.2)

et si la politique de choix du vecteur de service est telle qu’avec probabilité positive n’importe
quel vecteur s € S peut étre sélectionné. Cela n’est pas a priori garanti pour les politiques de
poids maximal, que ’on pourrait modifier en introduisant un choix probabiliste entre le vecteur
de service choisi par cette politique et un autre vecteur de service choisi uniformément au hasard
dans S.

Une condition plus forte garantissant l'irréductibilité sous (4.2) sans modifier la politique de
poids maximal consiste & imposer ’existence d’un ordre total < sur les types de service r tel que
seS:s(rr)>0=r<r.

Enfin, lirréductibilité peut étre vérifiee pour la politique de poids maximal sous (4.2) si
I’ensemble S,, des vecteurs de service disponibles a 'instant n est un sous-ensemble i.i.d. de &
qui avec probabilité positive ne contient que le vecteur s pour tout s € S.

On a le théoréme suivant:
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Théoréme 4.2. On suppose lezistence d’un € > 0 tel que (a, + €)rer € C. Pour des poids

wy > 0 et un exposant o > 0, sous la politique de poids mazximal et backpressure (w, ), supposant

Vr € R, E(A,(r)tT®) < oo et Virréductibilité du processus X,,, alors celui-ci est ergodique.
Inversement, si a ¢ C, alors toute politique rend le processus transient.

Preuyve. Ergodicité: On prend comme fonction de Lyapunov

w
Viz) = Z T glte
reR l+a

On note

hyr = Xp(r) — Xpn_1(r) = Ap(r) + Z D, (r',r) — Z Dy, (r,7").

r'€R,r'#r r’€Rr'#r

Pour tout € N® on a, d’aprés le théoréme de Rolle (ou la formule de Taylor & I'ordre 1),
Vexistence de 6, € (0,1) tels que

E[V(X,) = V(X 1) Xp1 =] = Y Blw (2, + 0:h,) “he| X1 = 2.
reR

On décompose ce terme en une somme A + B avec

A = ZTER]E[wrx?hr|Xn—1 = I],
B = ZTG'RE[wT{(xT + grhr)a - fl'?}hr|Xn71 = ;Ij]

Controle de A: en utilisant I’expression de h,., on obtient:

A = ZreR wﬂcga?‘ - Zr;&r IE[ ( 7 /)( x% - wr’xg'”Xn—l = I]
= D LerWrTiar — Z o Elsp(r,r")(wpad — wpad )| Xp—1 = ]
+ 2 E[{sn(r,r ) Dn(r NHwpzd —wpad )| X1 = z].

Notant A = A; — Ay 4+ A3 cette derniére décomposition, la politique de poids maximal choisit
$p qui maximise As, lequel s’écrit encore

Z E[w,z¢ Z(sn(r',r) — s (r' ;)| X1 = 2]

reR r/Z#r

D’aprés la condition (a, + €),cr € C, comme le maximum d’une fonction linéaire est réalisé en
un point extrémal d’un ensemble convexe, on a nécessairement:

Zwr Z (sn(r',7) — s (r',7) >Zwr (ar +€) A1+62wrxf

r!#r reR

Par ailleurs, puisque D, (r,7") < s,(r,7'), et on ne peut avoir inégalité stricte D, (r,r") <
sn(r,r")que si Xp,—1(r) < |R|Cmaz, on a:

AS S Z Cmawwr[lR‘cmaw]a7
r

soit une constante C' indépendante de . Au final,

AS—GZU}TJ:?—I—C,

reER
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Controle de B: On distingue deux cas. Si a <1, on a
|(xr + erhr)a - 1’?| S |0rhr|a S |hr|aa
et donc

B <Y w, B[ "Xy = 2] <> w B2 (A () + 2R emaz) T X1 = 2.

On a alors B < C' pour une constante indépendante de x.
Si @ > 1, on a, invoquant encore le théoréme de Rolle (ou la formule de Taylor a lordre 1),
Pexistence de 6., € (0,1) tel que:

|(x + 0rhy )" — 1‘2‘| < I(xr + [he ) — '73?‘
< afx, +9;~|hr|)a71|hr|
< a2 @ o .

On en déduit
B<a2°™' >y w B e ? + |he T Xy = 2],
reER
Utilisant |h,.|¢ < 2°(A,(r)° 4+ (2|R|¢maz)€) pour ¢ = 2, ¢ = 1 + «a, ainsi que ’hypothése
E(A,(r)**t%) < oo, on en déduit que pour deux constantes Cy, Cs, on a

B < Cy(supz,)* ' + Cy.

On vérifie alors comme dans la preuve du précédent théoréme que le critére de Lyapunov-Foster
s’applique.

Transience: On suppose que a ¢ C. D’aprés le théoréme de séparation il existe donc b € R®
et & > 0 tels que pour tout z € C, ZTGR azb, >0+ ZTGR zrb,.. En utilisant comme dans la
preuve du théoréme précédent la monotonie de C on peut choisir b & coordonnées non-négatives.

Notons V(z) := ) <% br2,. Pour une condition initiale X¢, et pour un n > 0 arbitraire, on

Xn(r) —l—ZAm —I—ZZD r',r) — Dp(r,r").

=1 m=1 r’
Notant z,(r) := —(1/n) Y r _ > Din(r’,7) — Dy (r,7’), on distingue deux cas.
Premier cas: Il existe r tel que z,(r) < 0. Alors on a X, (r) > >0 _| A, (r).
Deuxiéme cas: Pour tout r, z,(r) > 0. Alors par définition z, € C. Le résultat de
séparation implique alors:

a

V(X,) >n

En combinant ces deux cas, on a donc:

reR n

5+ZM§ZAm»wﬂ>
r m=1

La loi des grands nombres permet de conclure que max, X,,(r) tend vers +oo presque stirement,
et donc le processus est transient. O

. 1S 1
max(X,(r)) > nmin <m7}n —(mz::l A (1)), ﬁ



Chapitre 5

Controle de débits en réseau

Dans ce chapitre on considére un ensemble fixe S (fini) d’usagers, ou transmissions, ou flux,
indicés par s € S, en compétition pour les ressources ¢ € £ d’un réseau, ’ensemble £ étant lui
aussi supposé fini. Cy désigne la capacité de la ressource /.
A chaque flux s on associe un ensemble L, C £ de ressources. On fait ’hypothése que le flux
requiert la méme capacité x, de chaque ressource £ € L.
Notant Asy = 1ycr,, une allocation de capacités {xs}scs € lRi est donc faisable si et seule-
ment si:
> Ay, <Cp LEL. (5.1)
s€S

On notera C le sous-ensemble de ]R‘_S|r de vecteurs x vérifiant ces contraintes.
Ce cadre permet de modéliser les situations suivantes:

Partage de la “bande passante” dans I'Internet: Ici, chaque flux correspond & une trans-
mission de données le long d’un chemin physique du réseau d’un serveur vers un terminal. La ca-
pacité xs correspond au nombre d’octets par unité de temps transférée depuis le serveur jusqu’au
terminal. Cette quantité xs est donc une idéalisation: en réalité I'information est paquétisée,
et les paquets sont transmis séquentiellement & des instants discrets le long de chaque lien du
chemin.

Transmission “multicast’” dans I’'Internet: Les liens ¢ € £, forment un arbre avec la source
de transmission pour racine et les récepteurs pour feuilles.

Controle d’allocation de bande passante et de CPU dans le “cloud computing”: Une
extension simple de ce modéle peut étre proposée pour refléter ’allocation de ressources en ”cloud
computing”. Dans ce contexte, & chaque usager s € S correspond le “calcul” d’un contenu (par
exemple la compression d’un document & un nouveau format) et ’acheminement le long de liens
du réseau du contenu ainsi synthétisé depuis le serveur vers le client. En séparant I’ensemble des
ressources L en les liens £ et les serveurs L”, les capacités Cy sont donc en bits/s pour £ € L'
et en cycles CPU pour £ € L”. Supposons que pour le transfert s € S, il faut a,, cycles de CPU
auprés de chaque serveur ¢(s) € L pour synthétiser un bit, qui devra ensuite étre transmis le
long des liens ¢’ € L/(s). Les contraintes de capacité sur les débits x5 auxquels chaque usager s
peut recevoir du contenu prennent encore la forme (5.1), avec Agp = Lycrr(s) + Qseloesr(s)-

35
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5.1 Principes d’allocation de ressources

L’équité au sens max-min

Une allocation {z,}scs est dite max-min équitable si elle est faisable, et pour chaque usager
s € S, il existe un lien ¢ utilisé par s tel que x, est le maximum des débits alloués aux usagers
s’ utilisant £, et de plus ce lien £ est saturé. En équations:

VseS8, HeLly: zg=max{ry, Ly DL} & Z Agrxy = Cp. (5.2)
s'eS

De maniére équivalente, l'allocation {zs}scs est max-min équitable si et seulement si elle est
faisable, et pour toute autre allocation faisable {ys}scs, si il existe s € S tel que y; > x4, alors il
existe s’ € S tel que ys < vy < x5. En d’autres termes, c’est I’allocation faisable qui maximise
le plus petit des débits alloués, et qui parmi de telles allocations maximise le second plus petit
débit obtenu, et ainsi de suite.

Exercice 5.1. Prouver ’existence et l'unicité de [’allocation max-min équitable. Indice: déter-
miner cette allocation en suivant une procédure de remplissage (water-filling en anglais) par
étapes: augmenter graduellement o la méme vitesse le débit de chaque usager jusqu’a saturation
d’un lien (on obtient une premiére allocation de mingerp Cy/ng, ny désignant le nombre d’usagers
utilisant £). Geler Uallocation des usagers traversant un lien saturé, et continuer l’augmentation
graduelle pour tous les usagers qui me traversent pas encore de lien saturé, et ainsi de suite
Jusqu’a ce que l’allocation de chaque usager soit gelée.

L’équité proportionnelle

Une variante de ce principe d’équité a été proposée par Frank Kelly [9]. L’allocation {zs}scs
est dite proportionnellement équitable si elle est faisable, et si pour chaque allocation faisable
alternative {ys}scs, la somme sur s des variations relatives (ys — 25)/xs est non positive:

vyec, > % <0. (5.3)
sES s

Une caractérisation alternative de I’équité proportionnelle permet d’établir directement son unic-
ité:

Proposition 5.1. L’allocation proportionnellement équitable dans C réalise le maximum du prob-
léeme d’optimisation suivant:

Maz Y s In(xs) (5.4)
sur z e RS (5.5)
tel que zeC. (5.6)

Preuve. Soit x une allocation proportionnellement équitable, qu'on suppose donc exister. Soit
y € C une autre allocation faisable. Définissant pour ¢ € [0,1], f(t) = > cs In(tys + (1 —t)x,),
le vecteur tx 4 (1 — t)y appartient bien & C car C est un ensemble convexe. La fonction log est
concave, donc f est concave. Par ailleurs sa dérivée en ¢t = 0 vaut

j :ys_-rs
zs

seS
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et est donc négative ou nulle par définition de ’équité proportionnelle. Une fonction concave est
en-dessous de sa tangente, et donc

> In(ys) = In(z,) = f(1) = f(0) < (1-0)f'(0) < 0.

seS

Ceci établit que x est une solution de (5.4).

Réciproquement, une solution de (5.4) existe, et est unique car la fonction & maximiser étant
strictement concave, son maximum sur un ensemble convexe est nécessairement atteint en un
point unique. Le raisonnement précédent implique que ce maximiseur z est bien proportionnelle-
ment équitable. O

Caractérisation alternative de 1’équité proportionnelle

Une des premiéres contributions de John Nash [12] & la théorie des jeux a consisté & proposer
une approche axiomatique pour caractériser le résultat d’une négociation, ou marchandage, entre
plusieurs agents (en anglais: Nash’s bargaining solution. Voir aussi [10]).

Le cadre proposé par Nash est le suivant. Pour un ensemble § d’agents s € S, si ceux-ci
ne coopérent pas ils obtiennent chacun un bien-étre (welfare) 2° € R; ils peuvent cependant
coopérer et s’accorder pour obtenir un vecteur  de bien-étre appartenant a Pensemble C € RS.
L’ensemble C est supposé convexe, et tel qu'il existe x € C avec x > z". Notant ¢(C,z") une
allocation obtenue par négociation, les axiomes proposés par Nash sont les suivants:

1. Invariance par changement d’échelle: pour tous poids A\s > 0, s € R, notant 40 = A\ 2%+
et
C/ - {()\sxs + Ms)sESax S C}

alors ¢(C’, yO) = ()‘s(b(cvxo)s + ts)ses-
2. Efficacité au sens de Pareto: ¢(C,z°) > 20 et, s’il existe une allocation z € C telle que
x> ¢(C,2Y), alors ¢(C,2°) = z.

3. Symétrie: si la région C et le vecteur 2° sont symétriques (invariants par n’importe quelle

permutation des indices s € S), alors les allocations ¢(C,z%)s sont identiques pour tout
seS.

4. Indépendance par rapport aux alternatives superflues: si on restreint la région C & un
sous-ensemble C’ C C qui contient ¢(C,z°), alors ¢(C’,2°) = ¢(C, zV).

Le résultat établi par Nash (initialement pour deux agents, mais valide pour un nombre arbi-

traire d’agents) est le suivant: une allocation z satisfaisant ces axiomes réalise le maximum de

[Tees(zs — 29) sur les vecteurs = € C tels que x > z2°. Preuve: exercice.

Généralisation: fonctions d’utilité et cadre micro-économique

On suppose désormais qu’une fonction Us : R4 — R est associée & chaque usager s € S, et que
Vutilité, ou bien-étre, que 'usager s retire d’une allocation zs est Ug(zs).

L’objectif qu’on adopte maintenant, conformément a 1'usage en micro-économie, consiste en
la maximisation du bien-étre total cumulé, défini comme la somme des utilités individuelles:

Maximiser ) g Us(s) (5.7)

sur re RS (5.8)
tel que x €C. (5.9)
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Le terme “Maximisation de 1'utilité du réseau” (Network Utility Maximisation) est parfois utilisé
pour décrire ce principe d’allocation.

L’équité proportionnelle est un cas particulier: il correspond au choix de fonctions d’utilité
toutes identiques, Us(z) = In(z).

Un autre exemple d’intérét consiste & prendre

0 5.10
> (5.10)

ol wg > 0 est un poids positif, et a > 0, a # 1 est un paramétre commun a toutes les fonctions
d’utilité Us.

Définition 5.1. L’allocation réalisant le mazimum dans (5.7) pour le choiz des fonctions d’utilité
(5.10) est par définition lallocation a-équitable pondérée par les poids ws.

5.2 Controle distribué: un algorithme “primal”

Nous considérons maintenant une version relaxée des contraintes strictes (5.1): nous supposons

que 'utilisation de chaque lien £ € £ a un débit y, induit un cott Cy(y,), ou la fonction Cy est

supposée croissante, continument dérivable et convexe. On notera pe(ye) = Cj(ye). Il s’agit donc

d’une fonction continue et croissante d’aprés 'hypothése de convexité de la fonction Cy.
L’objectif naturel d’optimisation dans ce contexte est alors le suivant:

Maximiser > s Us(ws) — > pc, Colye) (5.11)
sur z e RS (5.12)
avec VLEL, yr=) 5 Asts. (5.13)

On considére alors I'algorithme “primal” suivant pour le controle des débits zs (la dépendance
des z; et des y, par rapport au temps n’est pas explicitée pour alléger les notations):

%xs = () <Us’(xs) = ZASW(WO : (5.14)
14

Dans cette équation, le facteur ks(zs) est une fonction continue & valeurs positives et module la
vitesse d’adaptation de x; cette quantité ne dépend que de x4 et peut donc étre calculée par la
source de trafic s. Il en va de méme pour la quantité U.(xzs). L’adaptation du débit x5 selon
(5.14) est donc implémentable par la source de trafic z, dés lors que la quantité >, Aspe(ye) lui
est connue.

Interprétations possibles: le “prix” p;(y¢) peut étre interprété comme le délai d’attente
des paquets de données au lien ¢. La somme ), Asps(y,) s'interpréte alors comme le délai total
de transmission de paquets le long de la route entre la source de s et sa destination. Dans le
cas de transferts de données sur Internet, le protocole de transmission TCP impose ’envoi d’un
accusé de réception par la destination a la source lors de 'arrivée d’un paquet. Le délai a la
source entre I’envoi d’un paquet et le retour de 'accusé de réception correspondant fournit ainsi
une estimation de ce délai aggrégé le long du chemin.

Alternativement, le prix ps(ys) peut représenter la fraction de paquets rejetés a Paccés du
lien £. On en obtient de maniére heuristique la fraction de paquets perdus au total pour la
source s comme 1 — [, 4 (1 —pe(ye)). Pour de petites valeurs des py ce dernier terme est
approximativement ter Agope.
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Stabilité par la méthode de Lyapunov

Pour établir la convergence de ’algorithme primal décrit précédemment, on aura recours au
résultat suivant.

Théoréme 5.1. Etant donné un ensemble O C R™ et une fonction continue F' : O — R™, soit
(z(t))t>0 une solution de ’équation différentielle & = F(x), supposée rester dans O pour tout
t>0.
Soit une fonction V : O — R, supposée continument dérivable et telle que pour tous a, A € R,
a < A, les ensembles {x € O : V(z) < A} et {x € O : V() € [a, A]} sont compacts ou vides.
Notant B = argmin{V (z);x € O} l’ensemble des points qui réalisent le minimum V* de V

sur O, on suppose que
Ve e O\ B, VV(z)- F(x) < 0. (5.15)

Alors on a:
lim V(z(t)) =V" et flim d(x(t),B) = 0.

t—o0

En particulier si B est réduit a un point x*, on a limy_, . 2(t) = x*.
La fonction V dans cet énoncé est dite fonction de Lyapunov.

Preuve. Notons que
d
oV (@(t) = VV(x(t) - F(x(t)).
D’aprés (5.15), on a décroissance de V(z(t)). La trajectoire t — x(t) est donc confinée a
lensemble {z : V(z) < V(z(0))}, qu'on a supposé compact.
Pour un € > 0 donné, et un t tel que V(z(t)) > V* + €, on a:

d

—V(z(t)) < sup VV(x) - F(x).

dt 2€O:V (2)E[V* +e,V (2(0))]
L’ensemble {z € O : V(z) € [V* + ¢, V(2(0))]} est par hypothése compact. La fonction dans le
membre de droite est continue d’aprés les hypothéses sur F et V et y atteint donc son maximum.
Celui-ci est donc strictement négatif, d’aprés 'hypothése (5.15). Cela implique qu’il existe T'(¢)
tel que pour t > T'(e), V(z(t)) < V* + €. La convergence de V(z(t)) vers V* en découle. Par
ailleurs de toute sous-suite de z(t) on peut extraire un sous-suite convergente, et nécessairement
celle-ci converge vers un point de B, ce qui établit la convergence de d(x(t), B) vers 0. O

Pour garantir que le probléme (5.11) admet un optimum fini, il est aisé¢ de vérifier que
I’hypotheése suivante suffit:

Vs €S, 3z, tel que UL(Z,) < Awupe(s). (5.16)
Lel

Nous faisons de plus I’hypotheése

Vs € S, Us strictement concave, continument dérivable sur (0, 00), et limO Ul(x) = +oo.
T—

(5.17)
Nous avons alors le

Théoréme 5.2. Pour des fonctions de gain ks continues & valeurs strictement positives, des
fonctions d’utilité Us strictement concaves et vérifiant (5.16)—(5.17), des fonctions de codt Cy
convezes et continument dérivables sur Ry, toute solution de I’équation différentielle (5.14) con-
verge vers l'unique solution dans ]R‘i du probléme d’optimisation (5.11).
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Preuve. On note

W(z) = ZUS(-%'S) - ZCZ(W)

sES el

la fonction a optimiser dans (5.11), et on pose V = —W.
La dérivée temporelle de V(z(t)) s’écrit d’aprés (5.14):

%V(m) = - Zses %xﬁ [U;(xS) - Zeeﬁ Aslcé(yé)] )
= —Yes tis(@s) [Usls) — e Asene(ye)]

Cette dérivée est donc strictement négative sauf en un point = auquel on a

Vs €S, Ul(xs) = ZASEW(W)~
Lel

En un tel point la fonction W a un gradient nul, et atteint donc son maximum car elle est
concave. Ce maximum est unique sous ’hypothése de stricte concavité des Uy, qui implique la
stricte concavité de W.

Il ne nous reste plus qu’a vérifier les hypothéses de compacité requises pour conclure en
invoquant le théoréme précédent. Pour cela, on remarque que d’aprés (5.16), pour chaque s la
valeur de z4(t) n’excédera jamais max(zs(0),Zs) puisque z(t) décroit au-dela de ce seuil. La
trajectoire {(t)};>0 reste nécessairement dans un compact de ]Ri, soit K.

La condition U.(0%) = 400 et le caractére continument différentiable de C, garantissent
Pexistence d'un € > 0 tel que pour tous s € S, t > ¢, on ait z4(t) > ¢ > 0. Considérant alors
pour ensemble O le compact K N [e,+00)®, les ensembles {x € O : V(z) < A} et {z € O :
V(z) € [a, A]} sont d’aprés la continuité de V' des intersections de compacts et de fermés, donc
des compacts. O

Remarque 5.1. On pourrait préciser des conditions d’existence et d’unicité de solutions des
équations différentielles & = F(x) considérées. Par exemple, d’aprés le théoréme de Cauchy-
Lipschitz, il suffit que la fonction F soit Lipschitzienne. Des conditions plus faibles sont possibles,
et s’avérent nécessaires pour traiter du cas de ’algorithme dual; cf sections 5.4 et 5.6.

5.3 Interprétation du protocole TCP: fonctions d’utilité im-
plicites

Le protocole TCP (Transport Control Protocol) régule les transmissions de paquets de données
sur Internet, notamment pour tout transfert de pages Web (impliquant alors le protocole HTTP)
ou tout transfert de fichiers au moyen du protocole FTP.

Ici nous nous contentons d’une description schématique et partielle de ce protocole (en par-
ticulier on ignore la phase initiale dite de “slow start” et on se concentre sur la phase dite de
“congestion avoidance”), notre but étant de modéliser son opération en termes d’un algorithme
primal tel que précédemment introduit.

Le protocole TCP régule ’envoi de paquets depuis 1’expéditeur au moyen d’une “fenétre de
congestion”, cwnd, qui détermine le nombre de paquets pouvant étre transmis avant d’avoir regu
I’accusé de réception correspondant par le destinataire. Le mécanisme adopté par I'expéditeur
est le suivant. A Parrivée d’un accusé de réception, la fenétre de congestion est augmentée d'une
quantité 1/cwnd. Par ailleurs lorsqu’un paquet est perdu en route (ce que 'expéditeur infére
d’apres 'absence d’accusés de réception correspondants), la fenétre de congestion est divisée par
2.
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Pour préciser notre modéle, nous introduisons un paramétre supplémentaire, le temps de
délai aller-retour (RTT pour Round Trip Time) entre expédition d’un paquet et la réception
de l'accusé de réception correspondant.

Nous considérons a nouveau un ensemble S de transferts s, chacun ayant un RTT, T, supposé
fixe, associé. On adopte un modéle fluide de 'envoi des paquets, x, désignant le débit d’envoi
de ces paquets. L’identification x5 = cwnds/Ts est aussi faite. Enfin on suppose que le taux
d’arrivée d’accusés de réception est donné par x,, alors que le taux de pertes de paquets est
donné par x, Y, Aspe, ot py est le taux de perte au lien ¢, supposé fonction de la charge totale
Yo =y, Apss: pr = Cy(ye), out Cy est une fonction de cotit, et C) sa dérivée.

Au final notre modéle est le suivant:

1

d
—cwnds =T, s———
cundyg

dt dt

Ts =

- ms(z Asepe)cwnds /2,

¢
le premier terme correspondant au taux d’accroissement de la fenétre, et le second & son taux de
réduction. Il vient donc

d _ 1 x?
%LES = Ts 2 *[E% Asgpg = —

ﬁ - ZZ: Aszpé] . (5~18)

Cette derniére expression est de la forme (5.14) avec comme fonction de gain ks(z) = 22/2 et

une fonction d’utilité U, vérifiant Ul(xs) = = %)2. Cela est compatible avec le choix Ug(xs) =

wszt™/(1 — a) pour ws = 2/T? et a = 2. On peut ainsi interpréter le protocole TCP comme
réalisant implicitement une maximisation d’utilité, et allouant les débits selon un critére de
2-équité pondérée par des poids w, = 2/T2.

Remarque 5.2. Le débit d’équilibre correspondant x% est, en notant p(s) =, Asipe le taux de
perte sur le chemin de l'usager s, donné par

o V2
* Ti/p(s)

Cette dépendance du débit en 1/Ts et en 1/4/p(s) est vérifiée en pratique, et peut aussi étre
retrouvée via une modélisation plus précise du protocole TCP.

Cette dépendance forte du débit réalisé sur le RTT T peut éventuellement étre problématique:
le débit obtenu depuis un serveur lointain via une fibre optique largement surdimensionnée peut
s’avérer plus faible que le débit obtenu depuis un serveur proche via un lien de faible capacité; un
choix systématique du serveur pour lequel le débit réalisé par TCP est le plus grand peut conduire
a une utilisation inefficace des ressources disponibles.

Remarque 5.3. L’analyse heuristique de TCP ci-dessus et les modéles d’algorithme primal
précédents peuvent guider la conception de nouveauz algorithmes. Ainsi, si on recherche une al-
location d’équilibre proportionnellement équitable, i.e. une fonction d’utilité Us(xs) = log(zs), on
vise alors a Uéquilibre 1/xs = p(s). Pour obtenir cela on peut par exemple remplacer adaptation
cwndg < cwndg/2 lors de la détection de pertes par cwnds < cwnds — 1/Ts.

Remarque 5.4. Une variante de l'analyse ci-dessus consiste a remplacer le premier terme
xs/cwnds dans Uexpression de la dérivée de cuwnds par xs(1 — p(s))/cwnds, arquant que seuls
les paquets non perdus induisent un accusé de réception. L’analyse donne alors, posant ks(x) =
T, 2+ a2/2:

d 1

i = e Y
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Cette modification mineure du modéle conduit alors a identifter comme nouvelle fonction d’utilité

Us(zs) = fArctan(Tsxs/\/g).

5.4 Dynamiques de gradient: existence et unicité

On considére une fonction F sur RY et des fonctions ; : R4 — (0,00). On dit par abus de
langage que la fonction x satisfait I’équation différentielle

%mi = ri(2) [0 F ()]} (5.19)

si la fonction satisfait pour tout ¢ I’équation intégrale

z;(t) = z;(0) +/O m(zzs(u))[—@F(ac(u))];ri(u)du7 (5.20)
laly = { ?nax(O,a) : Z i 8:

et si de plus l'intégrale fg m(m(u))[—&F(x(u))]:(u)
x;(t) est absolument continue).
Le membre de droite de (5.19) est potentiellement discontinu en x, ce qui rend le théoréme

de Cauchy-Lipschitz inapplicable. Pour autant on a:

du est finie (on dit alors que la fonction

Théoréme 5.3. Soit une fonction F : R4 — R U {+oc} conveze, continument différentiable
sur chaque ensemble {x : F(xz) < A} pour tout A € R. On suppose chacun de ces ensembles
compact. Soient des fonctions K; : Ri — (0,00), supposées minorées au-dessus de 0, continument
dérivables de dérivées uniformément bornées.
Alors l'équation (5.19) admet une unique solution pour chaque condition initiale x(0) € R4,
De plus la valeur F(x(t)) décroit avec t vers F*, la valeur minimale de F sur RL. Si la
fonction F' admet un unique minimiseur x* sur Ri, alors limy_, o0 z(t) = x*.

La preuve du théoréme 5.3 est donnée en annexe. Elle fait appel a certains outils d’analyse
fonctionnelle qui seront cités sans preuve et ne seront pas utilisés par la suite.

Remarque 5.5. Le théoréme précédent montre comment le calcul différentiel “intuitif” peut trou-
ver un cadre rigoureux pour une dynamique de descente de gradient lorsqu’on cherche a minimiser
une fonction convexe réquliére sur ]Ri. Par ailleurs la construction discréte utilisée pour prouver
lexistence donne un schéma itératif qui pourrait étre implémenté au moins approrimativement
de maniére distribuée.

5.5 Lagrangien, dualité et multiplicateurs de Lagrange

On considére le probléme d’optimisation

Minimiser J(x) (5.21)
sur rel® (5.22)
tel que Ve e L, fo(x) <0 (5.23)
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pour un ensemble convexe C° C R, et des fonctions J, f; convexes et différentiables sur C°.
On définit le Lagrangien de ce probléme comme la fonction

L(z,N) = J(x)+ Y Aefe(x), x €C°, A€ RY. (5.24)
el

Les poids non-négatifs A\, ci-dessus sont appelés multiplicateurs de Lagrange associés a la con-
trainte correspondante fo(x) < 0 dans (5.21).
On définit le probléme dual suivant associé a (5.21):

Maximiser — D(\) (5.25)
sur A\ € R%, (5.26)
ou par définition
D)) = incfU L(z, ). (5.27)
zE

Pour tout x solution faisable (i.e., satisfaisant (5.22)—(5.23)) de (5.21)—(5.23), et tout A > 0, on
a
L(z,\) < J(@) (5.28)

et done, notant J* et D* les valeurs optimales de (5.21) et (5.25) respectivement, il vient D* < J*.

Définition 5.2. Un vecteur \* > 0 est dit de Kuhn-Tucker si pour tout z € C° on a
Lz, \*) > J*. (5.29)

Le théoréme suivant est une version particuliére du théoréme de Kuhn-Tucker; pour un traite-
ment plus en profondeur, consulter par exemple [15].

Théoréme 5.4. Supposons qu’il existe un vecteur de Kuhn-Tucker \*. Alors

(i) \* est solution optimale du probleme dual et D* = J*.

(i) Un point x* qui réalise le minimum dans (5.21) réalise le minimum de L(x, \*) sur
zeCP.

(ii3) Pour un vecteur x* € int(C°) solution optimale de (5.21), auquel les fonctions J, f, sont
différentiables, on a les deux propriétés suivantes:

Ve e L, N, fe(x*) =0, (complémentarité) (5.30)
VJ(z™) + Z Ao Vfe(x*) =0, (stationnarité) (5.31)
teL

(iv) Supposant que pour un vecteur \* (qu’on ne suppose plus a priori de Kuhn-Tucker) et un
point x* € C° satisfaisant les contraintes fo(x*) < 0 on a complémentarité et stationnarité, alors
A* est donc de Kuhn-Tucker, et x* est solution optimale.

Preuve. (i) La propriété (5.29) garantit que D(A*) > J*. Le résultat vient alors de ce que
D* < J*.

(ii) En combinant (5.29) et (5.28) il vient que 2* solution optimale de (5.21) minimise L(z, A*)
sur C°.

(iii) D’aprés (ii), au point #* on a nécessairement la propriété de stationnarité, qui exprime
que le gradient de L(x, \*) par rapport & x s’annule en z*. Par ailleurs, on a J(z*) = L(z*, \*)
et donc chacun des termes A} fo(z*), qui sont nécessairement non positifs puisque x* satisfait les
contraintes fy(z*) < 0 et A* > 0, doit étre nul. C’est la propriété de complémentarité.
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(iv) Si z* satisfait la propriété de stationnarité alors la fonction convexe z — L(x, A*) est
minimisée en 2*. Puisque x* satisfait les contraintes f;(z*) < 0, la contrainte de complémentarité
implique que L(z, A\*) > L(x*,\*) = J(z*) > J*. A\* est de Kuhn-Tucker. De plus pour tout z
solution faisable de (5.21) on a J(z) > L(x, A\*) > L(z*, \*) = J(z*) d’ou loptimalité de z*. O

Remarque 5.6. La preuve s’adapte facilement pour établir une version plus générale du théoréme,
selon laquelle on remplace la condition z* € int(C°) dans (iii) par z* € C°, auquel cas on doit
redéfinir la stationnarité de x* comme

Va € CY, <.73 — ", VJ(z*) + Zx\}fog(x*)> <0.

LeLl

Cette modification est nécessaire pour traiter du cas d’optima réalisés a la frontiére du domaine
co.

Nous donnons pour finir une condition suffisante pour I'existence d’un vecteur A* de Kuhn-
Tucker.

Lemme 5.1. Supposons que la valeur J* est finie (J* > —oc) et l’existence d’un vecteur & € C°
tel que pour tout £ € L, fo(Z) < 0. Alors il existe un vecteur de Kuhn-Tucker \*.

Preuve. On considére 1’ensemble
Ct = {(20, (z0)eer) € RME 3z € €0 tel que J(z) — J* <z et VO € L, fi(z) < 2}

Cet ensemble est non vide: il contient par exemple le vecteur (J(Z) — J* 4+ 1, (fe(Z))eer). Il est
par ailleurs convexe (vérification aisée). On considére aussi I'ensemble C? = (R_)"t/4! lui aussi
non vide et convexe. Leur intersection est vide, car sinon il existerait un vecteur 2 € C° tel que
J(x) < J* et YL € L, fo(z) <0, ce qui contredit le caractére optimal de J*. On a alors (cf.
par exemple corollaire 2.3 p. 22, poly de R.O. de J.F. Bonnans et S. Gaubert) 'existence d’une
forme linéaire ¢ = 0 telle que

Vel ecl,z2eC?q-2t > q- 22

Les coordonnées g; sont nécessairement non négatives, car sinon en faisant varier 22 dans C? on
pourrait obtenir toutes les valeurs de R4 pour le membre de droite. Le résultat de séparation
s’exprime alors comme 'existence de poids ¢; non tous nuls, non négatifs, tels que pour tout z!
dans C', on a

q- 21 > 0.

Reprenant la définition de C!, cela implique que pour tout z € C°, on a

go(J(x) = T*) + > aefe(x) > 0.

lel

En choisissant # = 2 dans cette expression, il vient que nécessairement gy > 0. Posant A} = ¢,/qo,
on obtient finalement le vecteur \* de Kuhn-Tucker recherché. O

Exercice 5.2. Montrer que lorsque o — 1, l’allocation a-équitable avec poids identiques converge
vers ’allocation proportionnellement équitable.

Exercice 5.3. Montrer que lorsque o — 00, l’allocation a-équitable tend vers l’allocation mazx-
min équitable.
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5.6 Un algorithme dual

L’algorithme primal (5.14) est applicable dans le cas de contraintes relaxées de capacité, carac-
térisées par les fonctions de cotit Cy et leurs dérivées py. L’algorithme dual de cette section permet
de traiter le cas de contraintes strictes de capacité, i.e. de résoudre le probléme d’optimisation
d’origine (5.7).

On remarque que la contrainte de capacité stricte correspond & un cas limite ou la fonction
de cotlit vaut 0 pour un argument < Cy, et +00 pour un argument > Cj.

En changeant les signes pour se ramener & une minimisation convexe plutét qu’une maximi-
sation concave, par définition le probléme dual de (5.7) est défini comme suit:

Minimiser ~ D()\) (5.32)
sur A € R%, (5.33)

ol

D()) := sup Z Us(zs) + Z Me[Co — Z Agpxs].

e€RT ;s teL sES
Nous allons appliquer le théoréme 5.4 et le lemme 5.1 pour établir
Théoréme 5.5. Supposons les fonctions Us(x) concaves et différentiables sur Ry, avec UL(0+) =

+o0. Alors il existe un unique vecteur x* € (0, +00)S qui réalise I'optimum dans (5.7), et il existe
un vecteur A\* de Kuhn-Tucker associ€ tel que

Vs €S, Ul(xl) =Y Awhj, (5.34)
el
Vs €S, Ve L, \[Co—) Agxl] =0. (5.35)
sES

Preuve. La condition U.(0+) = +o0o garantit que la fonction objectif > g Us(zs) admet un
optimum z* dans (0,00)%, et donc les fonctions objectif et contrainte sont bien différentiables en
ce point. De plus les conditions du lemme 5.1 sont aussi vérifiées. L’existence d’un vecteur de
Kuhn-Tucker \* en découle. Le théoréme 5.4 (iii) s’applique alors et donne le résultat recherché.

O

Explicitons le probléme dual. Supposons
Us strictement concave, continument dérivable, U.(04) = +oo, U.(+00) = 0.

Sous ces hypothéses, U est continue dérivable, strictement décroissante, et envoie (0, +00) sur
lui-méme. La bijection réciproque g5 := U.~! est donc bien définie, décroissante, et envoie encore
(0,00) sur lui-méme. Pour A tel que Vs, A\* := ", AgeAy > 0, on a alors

D(A) = Z Us(gs(X*)) + Z Ae[Cr — Z Asegs(A7)]-

seS el seS

L’algorithme dual que nous considérons prend alors la forme suivante. A tout instant ¢ (on omet
de représenter la dépendance des x5 et des Ay en t), on pose

xs = gs(A%), (5.36)
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i.e. les sources de trafic adaptent instantanément leur débit zs pour maximiser L(x,\). Les
ressources ¢ € L adaptent leur paramétre selon la dynamique

d +
@/\2 = Hﬁ(A)[; Aésxs - CE]AE- (537)

Voyons en quoi cette équation s’interpréte comme une descente de gradient pour la minimisation
de la fonction D(A). On a

USI (xs) - Z Asl/)\f’

el

0
+ Z TMWS)

seS

0
TM‘D(A) = [C[ — ZAS[xS

seS

Le second terme est nul d’aprés le choix (5.36). On a donc bien un gradient projeté, et le
théoréme 5.3 de la section précédente s’applique, modulo des hypothéses techniques adéquates
de régularité et positivité des fonctions k¢, Us impliquées.

Remarque 5.7. En prenant comme facteur de gain kp = 1, la dérivée de Ay devient [ZSGS Apsxs—
Cg]:\: dans la dynamique de gradient (5.37). On peut interpréter cette dynamique comme celle de
la quantité de données en attente a l'entrée du lien £: le terme ) g Agsws — Cy est la différence
entre le taux d’arrivée et le taux de service de données au lien £. Et de méme que la quantité
de données en attente pour étre transmises le long de £, le multiplicateur est contraint & prendre
des valeurs non négatives par l’opération []L

Ainsi la file d’attente en entrée du lien émule naturellement une dynamique de gradient pour
le probléme dual.

Une implémentation possible de l’algorithme dual est alors comme suit. La source s, pour
réguler son débit d’envoi x5 selon (5.36) utilise en guise de \° =), » AseA¢ le volume de trafic
envoyé, et encore en attente a l'un des liens £ tels que Age = 1. Une telle approche sous-tend la
variante TCP-Vegas du protocole TCP.



Chapitre 6

Processus de Poisson

La loi de Poisson de paramétre A > 0 est par définition la loi de probabilité {e‘A),‘TI;}keN sur IN.
On la notera aussi Poi(\).
Elle est incontournable en probabilités du fait de la loi des petits nombres, selon laquelle:

Proposition 6.1. Etant données n variables aléatoires Xy, 1,...,Xpn de Bernoulli, indépen-
dantes de paramétres respectifs pp 1, ..., Pnn alors sous les hypothéses
n
lim maxp,; =0, li ;= 1
Jim maxp,; =0, lim Z;pn,z A>0, (6.1)
1=

on a la convergence en distribution de Y, := Z?:l X,,,i vers la loi de Poisson de paramétre \.

Preuve. La convergence en loi Y,, — Y est équivalente, pour des variables aléatoires a valeurs
dans N, a la convergence ponctuelle ¢y, (z) = ¢y (z) des fonctions génératrices ¢y, pour toute
valeur de z € (0,1). Or

QSYTL (Z) = H?:l(ln_ Pn.i + an,z)
= eXp(Z%zl In(1 = pni + an,i)72
= eXP(Ei:l Pn,i(z —1) + O(Zi:l p%z))

Sous les hypothéses (6.1) la convergence de ¢y, (z) vers exp(A(z—1)) en découle, d’ou le résultat.
O

6.1 Définitions équivalentes du processus de Poisson

Un processus ponctuel sur Ry est par définition une suite strictement croissante ordonnée 0 <
Ty < Ty < ... < T, < ...dinstants aléatoires. On peut encore spécifier cette suite via les
variables de comptage
N; = Z 1Tn§t7 te R+.
n>1

Ces données sont équivalentes puisqu’on peut retrouver chaque 7T}, a partir de {N;};cr, comme
le n-éme instant de saut de la fonction ¢ — N; sur R,. Enfin, on peut la spécifier via la collection
des variables N(C) pour des ensembles mesurables C' de R définies comme

N(C) = 1r.cc.

n>0

47
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On a alors

Définition 6.1. Le processus ponctuel {N;}ier, est dit de Poisson si pour toute suite t7 € R},
0=ty <t <...<ty, les variables (Ny, — Ny, ,)i=1,..n sont mutuellement indépendantes, la

loi de Daccroissement Ny, — Ny, _, ne dépendant que de la différence t; —ti—1.

Proposition 6.2. Pour un tel processus, il existe A > 0 appelé intensité du processus tel que la
loi de chaque incrément Ny — Ny est Poi(A(t — s)).

Preuve. Fixons z € (0,1). Pour ¢ > 0 rationnel, les propriétés requises entrainent que
E("") = [E(=")]". (6.2)

Cette expression s’étend a t irrationnel par limite monotone. Par ailleurs, IE(z™) ne saurait étre
nul, car sinon E(2V*) = 0 pour tout ¢ > 0, ce qui ne saurait avoir lieu puisque

E(zN) > P(N, = 0) = P(T} > t),
et le membre de droite doit tendre vers 1 lorsque ¢ — 0 d’aprés 'hypothése 77 > 0 presque
stirement. On a alors

1 1
InE(zM) = lim E[]E(sz) —1=lim > PN, = E)(zF —1).
E>1

Si on montre que

lim ¢t 'P(N; > 2) =0, (6.3)

t—0
on pourra déduire de ce qui précéde que

1
ImE(zM) = (2 - 1) }ir% glP(Nt =1),
—

ce qui entrainera l'existence de A := lim;_,o 1P(N; = 1) > 0 tel que E(2™1) = e}~ Neéces-
sairement A > 0 car sinon on aurait 7} = +o0o presque slirement, ce qui est en contradiction avec
la définition d’un processus ponctuel. De cette expression et de (6.2), on déduit alors que chaque
incrément N; — Ny admet une loi Poi(A(t — s)).

Prouvons (6.3), en écrivant pour ¢t > 0
UnZO{Nm‘, = O7N(n+1)t > 2} C {T2 <71+ t}.

Notant e=? = P(N; = 0) = lim,_,qE(z™), oil nécessairement § > 0 (car sinon T} = +o0), la
probabilité de I’événement du membre de gauche est d’aprés les hypothéses

d’aprés
P(N; = 0) = lim E(2"*) = lim [IE(ZNI)]t s
z—0 z—0

Comme la probabilité du membre de droite tend vers 0 lorsque ¢ — 0, puisque cet événement
décroit vers {To < T3}, la probabilité du membre de gauche doit tendre vers 0, soit

P(N, > 2) = o(t).
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Théoréme 6.1. Pour un processus de Poisson d’intensité A\, la suite 71 = Ty, 70 = Ty —
Ty,...,m7 = T; —T;_q est i.i.d., chaque 7; admettant la densité exponentielle de paramétre A
sur R4 :

Fr(@) = 10X

Preuve. On évalue la transformée de Laplace E(J]!"_; e=*) pour des poids of € R en procé-
dant par discrétisation. Soit h > 0 fixé. Pour tout n > 1 on note Z,, = an,l_N(Wl)th, et on
définit S; = inf{n > 0: Z,, > 1}, et par récurrence S; = inf{n > S;_; : Z,, = 1}. Enfin on pose

M = h(S; — Si_q).

Sur ’événement
Ap:={vi=1,...,n,7 > h},

onaVi=1,...,n, | —’Tl-(h)| < h, et donc
L (1)
He_o‘m— (14+0(h H T
i=1

Par construction les S; — S;_; sont i.i.d., géométriques de paramétre 1 — e~ d’ou

ETl, emen” = =[lio Bee W

=TI, [Zk> e AF=Dh(] _ g=Ah)—aikh

—ay h(l e—Ah)
_Hz 1 1 e—(a; F MR

= (1+ o)L i

)

Le résultat vient alors en écrivant

BT e ™) =BTy e ) + BT e Ls,)
SE((1+O0Mm) [z e ) +1-P(Ap)

(h)

ainsi que 'inégalité similaire obtenue en échangeant les réles de 7; et 7,7, qui combinées donnent:

—(1-P(An)+(1+0O(h EH@‘O‘ " < E(He—aiﬂ) <1-P(A,)+(1+0(h H —a 7-<h)
=1

L’évaluation précédente de la transformée de Laplace des Tl-(h) ainsi que la propriété limy,_,o P(Ap) =

1, elle-méme venant de ce que Ay, croit vers 'événement {7; > 0,7 < n} donnent alors le résul-
tat. O

Proposition 6.3. Pour une suite de variables aléatoires {7;};>1 i.i.d. de distribution Exponen-
tielle de parametre \ > 0, les variables aléatoires Th = 11, To =T} + 7o, . .. vérifient la propriété
suivante.
Le nombre N; = Zi>1 17,<; admet une loi Poissonnienne de paramétre A\t. Conditionnelle-
ment & Ny = n, les variables aléatoires T{" sont distribuces comme I’échantillon tri¢ Uy < Uggy <
- < Uy de n variables aléatoires Uy, ..., Uy, i.i.d. uniformément distribuces sur (0,t).
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Preuve. Ecrivons
n+1

P(N; =n) = P(iﬂ <t< )y m).

On montre par récurrence que 7; admet une loi Gamma de paramétres A, i, c’est-a-dire de densité
sur R4

()\m)ifl
(t—1)!
en utilisant le fait que la densité de T; est la convolution de celle de T;_; et de la densité
Exponentielle de paramétre A:

ri(z) =

—Azx
e 1z€R+7

x \ i—1
friti(z) = 1per / (y) /\e*Ay)\e*)‘(w*y)dy.
’ + 0 (7/ — 1)'

11 vient donc

t n—1 n
(A\y) —Ay ,—A(t— e (AD)
P _ _ Y (t=Y) g, — oAt
(N; =n) = /0 n 1)!)\6 e dy=e o

d’ott la loi Poissonnienne de N; de paramétre At.
Pour une fonction fixée F' : R} — IR continue bornée, on a

At

E[F(T)Ne=n] = &g Jgn Fls1,510+ 52,0510+ b s0)Lopps, <o [Ty de ™ dsi(e7 A7)

1 n
= ;7‘—" fRi F(Sl, 81+ 82,...,81+ ...+ Sn)]-sl-i-...-i-sngt Hi:l dSl

Le changement de variables (sT) — (1) avec t; = s1 + ...s; met en bijection les n-uplets s7
dans R tels que 51 + ...+ s, <t avec les n-uplets t7 dans R"} de coordonnées croissantes et
tels que t, < t. De plus la transformation linéaire correspondante a pour déterminant +1. La
formule de changement de variables donne alors:

n! .
BIFIIN =) = 55 [ P Lctae. ctoa [t (6.4)

+ =1

La densité de n variables i.i.d. uniformément distribuées sur (0,t) est précisément
Tl
ftr) = 1_[1 7 Lo<ti<edts.
i=

Par symétrie, le n-échantillon correspondant réordonné et la permutation qui le réordonne sont
indépendants, la permutation étant uniformément distribuée sur le groupe symétrique S, et
I’échantillon réordonné admettant la densité

n

7 1
F(t7) = nlocs, <.ty <t H Zdti'

i=1

L’identification de cette densité avec la fonction contre laquelle F(t}) est intégrée dans (6.4)
permet de conclure. O

Nous introduisons maintenant la transformée de Laplace d’un processus ponctuel N = {T;};~¢.
Pour une fonction f: Ry — R, on note

N(f)=>_ f(Tn).

n>0
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La transformée de Laplace de N évaluée en la fonction f, qu’on note Ly (f) est définie par
Ly(f) =Ee N,

Sa donnée sur une classe suffisamment riche de fonctions f caractérise la loi du processus ponctuel.
En particulier, sa donnée sur la famille des fonctions non négatives, constantes par morceaux, a
support compact suffit. En effet, pour deux suites 7 et af de R, telles que t; <itz... <t,, en
posant tg =0 et

n
f(t) = Z 1ti—1<tStiaiv
=1

on obtient

N(f) = Zai(Nti - Nti—l)'

La connaissance de Ly (f) pour cette classe de fonctions f équivaut a la connaissance de la
transformée de Laplace des variables (IVy, — N;, )", et donc caractérise leur distribution. En
utilisant & nouveau l'argument que 1’événement A; défini plus haut a une probabilité tendant
vers 1 lorsque h tend vers 0, on peut déduire que la donnée de ces lois pour tout ¢t} caractérise
complétement la loi du processus.

Remarque 6.1. La connaissance de Ly (f) pour d’autres classes de fonctions suffit encore a
caractériser la loi de N. Par exemple les fonctions non négatives continues 4 support com-
pact suffisent, puisque par convergence monotone on peut approcher une fonction constante par
morceaux par une fonction continue bornée, et donc déduire L (f) pour f constante par morceauz
comme limite monotone.

A partir de la proposition précédente, nous pouvons caractériser la transformée de Laplace
d’un processus de Poisson.

Proposition 6.4. Soit le processus ponctuel N = {T},},~0 construit a partir de la suite {T;}i>0
d’interarrivées, supposée i.i.d. de distribution exponentielle de parameétre A > 0. Alors pour toute
fonction non négative intégrable & support compact f : Ry — Ry, on a lexpression suivante
pour la transformée de Laplace du processus:

Ln(f) =E(e™ V) =exp (—)\/R (1-— ef(””))dx> . (6.5)

Preuve. Soit [0,¢] un intervalle contenant le support de la fonction. Au vu de la proposition
précédente, on peut engendrer le processus sur [0, ¢] en tirant au sort N; selon une loi de Poisson
de paramétre \t, puis conditionnellement en cette valeur, en choisissant les points Uy,..., Uy
de maniére i.i.d. uniformément distribués sur [0,#]. On a alors N(f) = SN, f(Us), et donc

t

»CN(f) _ ano et (As!)"E H?:l e~ (i) §
= Ym0 e MO (§ fy e/ Wdu)
= exp (—/\t + /\fot e_f(“)du> ,

d’ott ’expression annoncée. O
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Cette expression permet immédiatement de retrouver le fait que les incréments Ny, — Ny, |
sont indépendants et distribués selon une loi de Poisson de paramétre A(t; — ¢;—1). En effet,
prenant f constante par morceaux comme précédemment, on obtient

e~ i @s(Me M) — e (‘ > oAt~ i) (1 - e‘“”) ,
i=1

qui est bien la transformée de Laplace de variables de Poisson indépendantes de paramétres tels
qu’annoncé. Plus généralement, cette proposition permet de voir que pour une collection de par-
ties mesurables C, ..., C, disjointes de R, la loi des nombres N(C;) de points correspondants
est celle de variables aléatoires de Poisson indépendantes, de paramétres respectifs \ | c, dx.

Remarque 6.2. On vient de voir que pour le processus ponctuel construit a partir d’une suite
i.i.d. {1 }iso d’interarrivées exponentiellement distribuées de parameétre X\, alors pour tous tg =
0<t; < <ty les incréments correspondants Ny, — Ny, , sont indépendants de lois respectives
Poi(A(t; — t;—1)). Ceci implique qu’il s’agit d’un processus de Poisson, et établit au passage son
existence.

6.2 Processus de Poisson généraux

On se place maintenant sur 'espace R? avec d > 1, et on se munit d’une fonction X : R — R,
supposée localement intégrable ( i.e. mesurable et d’intégrale finie sur tout compact). On pose
alors

Définition 6.2. Un processus ponctuel N sur R? est donné soit par une collection, finie ou
dénombrable, de points {T;};~o distincts de R?, soit par la donnée des nombres N(C) de tels
points tombant dans chaque partie mesurable C' de R?.

Un tel processus ponctuel est dit Poisson de mesure d’intensité X, pour une fonction A : R% —
Ry localement intégrable si pour toute collection finie disjointe d’ensembles mesurables bornés
C1,...C, C R, les variables N(C;) correspondantes sont mutuellement indépendantes, chacune
ayant pour loi Poi( [, \(w)dx).

Pour montrer 1'existence de tels processus, on s’appuie sur la construction précédente. On
partitionne R¢ en une union disjointe de C; tels que Vi > 1, fCi Mz)dzr < 00, et on construit la
restriction de N & chaque C; indépendamment des autres, en suivant la procédure suivante.

On prend une suite {U; » },>1 de variables aléatoires i.i.d. de densité ([, Ay)dy) "IN (2)1zec,
sur C;, et un nombre aléatoire N; de loi Poisson(fci A(z)dz), indépendant des {U; n}n>1.

On forme alors la restriction Ny de N a C; comme donnée par la collection des U; ,, pour
n = 1, N 7Ni~

Pour une fonction non négative mesurable, intégrable sur C; on a alors, notant \; = |, c Ay)dy,

Bexp(— X0 fUin) = Sz 2N (Jo, Mw)e @)
= exp (— fCi AMz)(1 - e_f(a:))dgj) .

En considérant le processus ponctuel N obtenu comme union de ces restrictions N(;) aux différents
C;, par indépendance des constructions individuelles, il vient, pour f non négative, intégrable a
support compact:

Ln(f) = Be N = H]E(;Nm(f) —exp | — Z/ Mz)(1— e /@) da
C;

i>1 i>1
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Comme les C; forment par hypothése une partition de R¢, la somme ci-dessus vaut f]Rd AMz)(1—
e—f (m))dx. En spécialisant le choix de f comme précédemment, I’expression de cette transformée
de Laplace implique que le processus ainsi construit satisfait la définition donnée d’un processus
de Poisson d’intensité A\. On a donc prouvé le

Théoréme 6.2. Pour A : R? — Ry localement intégrable, il existe un processus de Poisson
d’intensité correspondante. Sa transformée de Laplace est donnée pour toute f : R? — Ry
intégrable a support compact par

Ly(f) =exp <— /R AMx)(1 — ef("”))d:c> .

6.3 Propriétés utiles

Propriété de Markov

Pour un processus de Poisson d’intensité A > 0, n > 1, {} € R" tel que 0 < 1 < ... < 1, et
a2t € N™, on a alors

IP(]\/vtn = xn|Nt1 =T1y---y Ntn,l = xn—l) = H)(Ntn = xn|Ntn,1 = xn—l) = P(Ntn—tn,,l = xn_xn—l)~

Cette propriété découle directement de la définition (indépendance des accroissements, et invari-
ance de leur loi par translation).

Propriété de Markov forte

Théoréme 6.3. On note F; = 0(Ns,0 < s < t) la tribu engendrée par la donnée du processus
N restreint o [0,t]. Soit T un temps d’arrét associé (i.e., {T < t} € Fi pour tout t € Ry ).
Alors, si N est un processus de Poisson d’intensité X > 0 sur Ry, sur l’événement {T < +oo}
le processus {Niyr — Nr}tier, est aussi de Poisson d’intensité \, et de plus est indépendant de
{Ni}i<r (i.e. indépendant de Fy).

Preuve. Soit A un événement de Fr,n > 1,0 <t < --- < t, des réels positifs, et kq, ..., k, des
entiers non-négatifs. Soit g : N — {0, 1} définie par g(27) =[]}, 1s,=k,- On aura la propriété
annoncée si pour n’importe quel choix de tels A, t}' et g, on a:

E (9(N74t, = N7y oo o s Nryy, — N7)lalrcs) = E(g(Npys oo, Ni, ) ) P(AN{T < 00}).  (6.6)

Pour ¢ € N arbitraire, on introduit la variable aléatoire

Xy = Z I(Nma—eye, = Nog—es oo s Nypa—e44, — Nyna—¢)1al(m1)2-¢ cr<ma-e.
m>0

Sur I'événement {(m — 1)27¢ < T < m2~‘}, I'indicatrice 14 n’est fonction que des {N;} pour
t < m2~¢. Par indépendance des accroissements, et invariance de leur loi, on a donc pour tout
?>1:

E(X¢) =E(g(Ney, .- Np, ) P(AN{T < oo}).

Par ailleurs, on a la convergence presque stire, lorsque a ™\, b, de N¢, 1o — Ng vers Ng, 4y — Np.
Ceci entraine la convergence presque stre

lim Xy = g(Nryt, = N7y oo, Nogy, — Nr)lalrcoo.
{— 00
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Par convergence dominée, I'espérance de X, converge donc lorsque ¢ — oo vers le membre de
gauche de (6.6). Comme on a établi que cette espérance vaut le membre de droite de (6.6) pour
tout £, le résultat en découle. O

Remarque 6.3. On exprime parfois la derniére propriété comme l'indépendance du processus
translaté {Nyyp — NT}teIPH_ avec la tribu Fr, définie comme [’ensemble des événements A tels
que pour tout t >0, AN{T <t} € F;.

Stabilité par échantillonnage

Proposition 6.5. Soient {U, },>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. & valeurs dans [k], et
N = {T,}n>1 un processus de Poisson d’intensité X, indépendant des {Up}n>1. On construit
alors les k processus ponctuels N, i € [k] en assignant a N* les points T,, de N tels que U, = i.
Alors les processus N* sont mutuellement indépendants, de Poisson, d’intensité \p; ot p; =
P(U, =1).

Preuve. On va obtenir le résultat en calculant la transformée de Laplace jointe des processus V.
Pour cela on se donne k fonctions f; : [0,¢] — R4 continues, et on écrit, utilisant I'indépendance
des {Up}n>1 et de N:

Ee~ Ziem N (i) _ Eanthgt(Zie[k] ]_Un:ie*fi(Tn))

= EHnZLTnSt(ZiG[k] pie_fi(Tn))
= Ln(9),

en posant g(z) = — ln(Zie[k] pie~ i), En appliquant la formule de la transformée de Laplace
de N il vient

~Siem N — _ _ e—9(@) )
[Ee~ 2-iclx] exp Aflm(l e 9@ dx
=exp(— >, \pi fR+(1 - e_fi(””))dac) .
L’indépendance des N; ainsi que la caractérisation de leur loi en découle. O

Un corollaire de ce résultat fournit une caractérisation de la loi jointe du minimum min; E;
de variables exponentielles E; de paramétres Aj, et de lindice J réalisant ce minimum, en
considérant que le premier point 77 du processus N est en fait le minimum des premiers points
T4 (j) des processus N;, et I'indice J correspondant est donné par la variable U;. Nous en donnons
un énoncé et une preuve directe:

Proposition 6.6. Etant données des variables aléatoires {T7 }ielw de loi Exponentielle de parameétre
Aj, mutuellement indépendantes, alors le couple (T = minje[y T7,J) ot J € [k] réalise le mini-
mum dans la définition de ?\7, est indépendant, T admettant une loi Fxponentielle de paramétre

A - Z]G[k‘] )\]7 et J la lOZ {f}]e[k].

Preuve. Par le calcul: pour ¢t >0, j € [k], on a

P(J=j5T<t) =PI <t,T" >2T7,i#j)

ty s Y
:{0_ Ajeritds [, e
=3[l —e M.
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Stabilité par superposition

En passant par les transformées de Laplace, il est immédiat de voir que pour deux processus de
Poisson N7, Ny mutuellement indépendants, d’intensités respectives Ay, Ay alors Ny + Ny est de
Poisson d’intensité A1 4+ A2. Ceci peut aussi se déduire du résultat précédent sur I’échantillonnage.
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Chapitre 7

Processus Markoviens de sauts

Pour les résultats énonceés ici sans preuve, le lecteur pourra consulter [14], chapitres 9 et 10, ou
[2], chapitre 2.

Soit E un ensemble discret (fini ou dénombrable). Par définition, un processus de Markov
homogeéne sur F est une collection de variables aléatoires X, indicées par t € R, a valeurs dans
E, vérifiant pour tous n > 0, 2} € E", t; < --- < ¢, la propriété de Markov suivante :

]P(th = $n|Xt1 =T1,y... 7th—1 = xn—l) = ]P(th = IZ?n|th_1 = l’n_l),

et (hypothése d’homogénéité) telle que ce membre de droite ne dépend que de z,_1, =, et
t, — tn—1. On note alors

pzy(t) = ]P(Xt+s = y|Xs = z)
Par conditionnements successifs, on a

n—1

Vn > 0,27 € Bty <+ <t, P(Xy, =a1,..., Xy, = 2) = P(Xy, = 1) [[ Payay 0 (Bi1—15).

n

j=1

On a de plus I'équation de semi-groupe, dite de Chapman-Kolmogorov:

Vx,y €L, ste R+, pwy(t + 5) = Zp:vz(s)pzy(t)a
zelk

obtenue en écrivant le membre de gauche comme P(X;,, = y| Xy = ), puis en conditionnant
selon la valeur z de Xj.

7.1 Les processus Markoviens de sauts

Il s’agit de processus Markoviens comme nous venons de les introduire, supposés vérifier la
condition technique supplémentaire: avec probabilité 1, le processus {X;};>0 a un temps de
séjour dans chaque état successif strictement positif. On note 0 < 77 < Tp < ... < T}, les
instants ou le processus saute, et Y,, le nouvel état atteint & T;,. 7, := T}, 41 — T}, est le temps de
séjour dans I'état Y,.

On suppose de plus les trajectoires continues a droite:

Vn >0, Xp, =Y, et Xy =Y, sur [T, Ty

Ces hypotheéses ont des conséquences sur la régularité des probabilités de transition p,,(t). Ainsi:

o7



58 CHAPITRE 7. PROCESSUS MARKOVIENS DE SAUTS

Lemme 7.1. Pour un processus Markovien de sauts sur FE,
Ve e E, }%pwm(t) =1.
Preuve. Par définition, p,,.(t) = P(X; = z|Xo = z) > P(T} > t|Xo = ). Or
}ln(l)IP(Tl > t|X0 = I) = IP(Tl > O‘XO = 1‘),
5
et le membre de droite vaut 1 par hypothése. O

Malgré cette régularité, certaines trajectoires pathologiques restent possibles: 1’absorption,
i.e. le processus reste indéfiniment dans un méme état Y,,, et ’explosion, i.e. les temps de sauts
T, croissent vers une limite finie T,,. Dans la pratique les processus que nous rencontrerons
seront exempts de cette derniére pathologie.

7.2 Structure et générateur infinitésimal

Notation: On note P, la loi du processus conditionnellement & Xg = z, et pour une loi v sur
FE, on note aussi P, = er g ValP, la loi de la chaine lorsque Iétat initial X est distribué selon
v. On considére la chaine a temps discret {X,,, }nen obtenue par échantillonnage du processus

{X¢}ter, avec un pas de temps h > 0. Il est immédiat de vérifier qu’il s’agit d’une chaine de
Markov de probabilités de transition pg, (h).

Loi de 7y sous P,
On introduit la quantité Téh) = hinf{k € N : Xy # X(—1)n}. Sur 'événement {71 > h}, on a
Téh) —h<T1 < T(gh). (7.1)
Pour ¢ > 0 fixé, on a donc
4 t
P, <T(§h) —h>h[F)in > h) <Py(ro>t;m > h) <P, (Téh) > h[5] = him > h) .
Cela implique, puisque limy_,oP(7y > h) =1,
_ (h) t
Po(ro>1) =Py (" > h[£]) +o(1)

= exp ([£]log paa(h)) + o(1),

ot le terme o(1) tend vers 0 lorsque h tend vers 0. D’aprés le lemme 7.1, limp_,0 por(h) = 1,
d’ott par un développement limité de log p,..(h):

P> 0) = oxp ([ 1aa ) = 11+ 0(1) ) + o).

Le membre de gauche étant indépendant de h, on en déduit I'existence de ¢, € Ry U {400} tel
que

1
]_ILIL% E(l 7pacac(h)) = (qz-
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On distingue alors trois cas:

(i) ¢z = 0: alors V¢t > 0, P, (79 > t) = 1. On a donc absorption du processus dans I’état x,
qu’il ne quitte jamais.

(i) g = +oo: alors Vt > 0, P, (79 > t) = 0. Ceci entraine P, (79 > 0) = 0, ce qui contredit
I’hypothése faite de temps de séjour strictement positif. Ce cas est donc exclu.

(iii) ¢ € (0,+00). Alors Vt > 0, P, (19 > t) = exp(—gyt). Le temps de séjour 79 dans l’état
x suit donc une loi exponentielle de paramétre g,,.

Loi jointe de 7y et Y; sous P,

On suppose ¢, > 0 (pas d’absorption). Pour > 0 et y € E, y # x fixés, on veut calculer
Ey(e” Y] =y) :=Eg(e” ™ 1Y1:y)-

Sur {7; > h} on a non seulement (7.1) mais aussi XT(h) = Y1, d’oit ’équivalence dans la premiére
0

ligne ci-dessous

(h

Eo(e™®™ Y1 =1) ~Ey(e ™ ;X oy =)
0
= ZnZl eianhPI(Xo =Xp=...= Xh(n—l) =x,Xpp = y)
=2 e " [Pm(h)]”’lpzi(h)
= anl eianh hzmzn ]P£ (T(g ) = flmgpty(h)
= Zle IPI (Té () ): hm)e—ah 1177667—ahpa,y(h)
h
=[1 - By(eom )] L2
Lorsque h — 0, le premier facteur de la derniére ligne tend vers 1 — E (e™%™) = /(o + ¢z),
d’ou ’équivalent
G Pry(h)

E 7aTo,Y: ~
(e 1 =) Gz + o hgy

On en déduit lexistence d’une limite ¢y, = limp_0 pzy(h)/h. On en déduit aussi que 79 et Y
sont indépendants sous P, avec P, (Y1 = y) = ¢yy/¢s- Enfin, on déduit de

Y P.(Vi=y)=1
yF#w
I'identité
Ve eE, ¢ = qur:y
yF#
Définition 7.1. La matrice QQ dont les entrées quy pour x # y,x,y € E sont les limiles gqy

précédentes, et les termes diagonaux sont donnés par Qe = —Qp = —Zyix Gy, T € I est
appelée générateur infinitésimal du processus {X;}ier., -

Notant P(h) = {psy(h)}syecr, on a établi existence de la limite limy,_,o ™' [P(h) — I] = Q,
ou I est la matrice identité.

Equations de Kolmogorov Les équations de semi-groupe P(t + h) = P(t)P(h) = P(h)P(t)
peuvent alors se différencier dans le cas d’un espace d’états fini, |E| < 400, donnant alors

d

d
P®) = POQ, ZP(t) = QP(),
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deux identités connues sous le nom d’équations de Kolmogorov “forward” et “backward” respec-
tivement.

Dans le cas d’'un espace d’états infini, sous la condition supplémentaire que le processus soit
non-explosif, on peut justifier ’échange entre dérivation et somme infinie et les équations de
Kolmogorov sont encore valides. Le lecteur pourra consulter [2] pour un traitement plus complet
de ce point.

Dans le cas d’un espace d’états E fini, au vu de la condition initiale P(0) = I, ces équations
admettent pour unique solution

P(t) = ep(tQ) = 3 L Q"

n>0

Structure des processus de saut
On a la caractérisation suivante:

Théoréme 7.1. Pour un processus de saut {X;}iewr, de générateur infinitésimal Q, la séquence

associée {Yy, }nen est une chaine de Markov de matrice de transition py, = 11¢yq;—y. Con-
ditionnellement en {Yy}nen, les temps de séjour {7,}nen sont indépendants, avec 7, de loi

exponentielle de paramétre qy, .

Preuve. 1l s’agit d’évaluer, pour tous n > 1, ag,...,a, € Ry, x1,...,2, € E, la quantité
E, (670‘07" X eexe @Y, =xq,..., Y, = xn) ,
et de montrer qu’elle vaut

q.r q:cn qul N, q;cn—lxn .

[ >< e X
Gz + o Qz, + Qn (079 Gz, _1

En considérant la chaine échantillonnée {Xo, Xp,, Xopn, - ..}, les mémes calculs que ceux effectués
pour caractériser la loi jointe de (79,Y7) conduisent au résultat. O

Exemple 7.1. Pour E =N, gy z41 = A, et ¢uy =0 si y # x + 1, cela nous donne le processus
de comptage d’un processus de Poisson.

7.3 Explosions et processus de naissance et de mort

En pratique on part de la donnée du générateur infinitésimal () plutét que du semi-groupe
(P(t))ter, - En l'absence d’explosion (i.e. lim, o T}, = +00), le théoréme précédent indique
que la loi du processus est caractérisée par le générateur (), puisqu’on a une construction explicite
de toute la trajectoire {X;};er, . Voici une premiére condition suffisante de non-explosion.

Théoréme 7.2. Sila chaine de Markov {Y, }nen des états visités par le processus {X;}ier, est
wrréductible récurrente, alors presque strement lim,, o T, = +00, i.e. on n’a pas d’explosion.

Preuve. Fixons un état x, et notons v,, := ZZ:O 1y, —, le nombre de visites de la chaine discréte
4 r aux instants k < n. D’aprés la caractérisation des processus de saut, la séquence des temps
de séjour en x & chaque visite est i.i.d., de distribution exponentielle de paramétre gq,. Par
récurrence de 1’état x pour la chaine discréte, v, — +00 presque stirement lorsque n — oco. Par
la loi forte des grands nombres, le temps total passé en x avant T}, qui minore T),, tend alors
presque strement vers l'infini. O
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Processus de vie et de mort

Par définition, il s’agit de processus Markoviens de sauts sur N qui de I’état n ne peuvent passer
qu’a I’état n+1 (on parle de naissance d’un individu) ou n —1 (on parle de mort d’un individu).
Leur générateur infinitésimal est complétement spécifié par les taux de naissance 3,, = g n+1 €t
de mort 6, = ¢ n—1. En effet, pour n # m avec |n —m| > 1, le taux ¢, est par hypothése nul;
le paramétre ¢, de la loi exponentielle du temps de séjour en n est nécessairement donné par

n:Bn+§n>

s . N _ s
d’aprés la condition de normalisation ) 2n Inm = Gn- On a dans ce cas le critére de non-
explosion suivant:

Proposition 7.1. Si ano m = 400, alors le processus de vie et mort associé aur tauz
{Bn,On}n>0 na, avec probabilité 1, pas d’explosion.

Preuve. Sila chaine reste confinée & un nombre fini de valeurs, elle prend I'une d’elles une infinité
de fois. Le méme argument que précédemment (cas récurrent) permet de conclure. Sinon,
{Y,.}nen prend toutes les valeurs k supérieures a Yy. Too = lim,, o T}, est alors supérieur ou
égal & la somme Z : Zk>y Z, de variables aléatoires Z; indépendantes, exponentielles de
paramétre B;, + 0. Une variable aléatoire Z vaut +oco presque stirement si sa transformée de

Laplace Ee~®Z vaut 0 pour tout a > 0. Or
o—aZ Bkt
= exp log(1
kg’ Be+di+a 1¢>ZY0 B +5k)
La somme dans cette exponentielle est infinie si et seulement si >, . ﬁ = +o0, d’ou le
résultat. - ' O

7.4 Lois stationnaires et théorémes limites

Partant de I’équation de Kolmogorov “forward”,

on obtient en la multipliant a gauche par le vecteur ligne donnant la loi initiale de Xg, p(0) =

{p$(0)}z€E

zeE z,yekE

On ne justifie pas ici ce résultat dans le cas |E| = +00, qui requiert des arguments supplémentaires
pour échanger somme infinie et dérivation. L’équation ci-dessus s’interpréte encore
d
ZP(Xi=2) = P(X; =y)gy-.
yelk

Cela justifie la définition
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Définition 7.2. Une loi {m;}.cr est dite stationnaire pour la processus Markovien de sauts
{Xi}ier, si elle vérifie

Ve F, Z TyQyz = 0,
yekE

ou de maniére équivalente

Ve € FE, m, Z Qoy = Z TyQyz- (7.2)

yF#T yF#w

Ces derniéres équations sont appelées équations de balance, ou d’équilibre, du processus.

Exemple 7.2. (Processus de vie et de mort)
Les équations premnent la forme:

e = 161,
mi(Bi +6;) =mi1fi—1 + Tiy10i41, @ > 1

On obtient alors par récurrence:

- B
i—1
T = T H 3 . (7.3)
i=1
Définition 7.3. Le processus de sauts {X}ier, est irréductible (respectivement, irréductible
récurrent) si et seulement si la chaine induite {Yy, }nen est.

Définition 7.4. L’état x € E est dit récurrent positif si et seulement si
E.(R,) < +o0,
ot Ry :=1inf{t > 79 : Xy = x}.

Définition 7.5. Une mesure non négative p sur E est invariante si et seulement si

Vy € E,Vt >0, Hy = Z Nmpa:y(t)

el
ce qu’on note encore matriciellement p' = p' P(t).

Théoréme 7.3. Si le processus {Xt}te]lh est irréductible récurrent, une mesure invariante [
existe et est unique & un facteur multiplicatif prés. On peut la définir comme, ayant fizé un état
arbitraire x € E:

R,
(i) Vy e E, py = IEI/ 1x,—yds,
0

ou encore:
1 &
(ii) Yy € E, py=—TF > 1y,
qy n=1
ot Ty = inf{n > 1:Y, = x} est le temps d’atteinte de x de la chaine induite. Une mesure

invariante est enfin une mesure stationnaire, i.e. vérifie I’équation de balance globale (7.2).

Remarque 7.1. La derniére expression fournit une relation entre la mesure invariante ji de la

chaine induite {Yy,}nen et celle du processus {X;}icr, , puisque cette derniére s’écrit ji, = %,
Y
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Preuve. (Unicité). On considére la chaine échantillonnée {X,, },,ecn. Une mesure invariante pour
{X¢}ier, est invariante pour { X, },en. Pour établir 'unicité annoncée, il suffit donc de montrer
qu’on a unicité pour cette derniére, ce qui découle de la théorie des chaines de Markov dés qu’on
a irréductibilité et récurrence.

L’irréductibilité de {X, }nen découle de celle de {Y,, }nen. En effet, pour deux états x, y il
existe une suite g = z, ..., x, = y d’états tels que chaque transitionde z; A x;41,1 =1,...,n—1,
a une probabilité positive pour {Y, }nen. On peut choisir des intervalles de temps A; non vides

tels que
n—1 n

TigAiai:O7'~~;n:>Tn:ZTi<1<Tn+1:Z7_i~
i=0 1=0

Sur lévénement {YJ* = 20,7 € A;,i = 1,...,n} on a alors X7 = y. Or cet événement a une
probabilité positive, chaque temps de séjour 7; ayant une loi exponentielle, d’ou l'irréductibilité
de {Xn}ne]N-

La récurrence de {X,}nen s’établit comme suit. Comme {Y,},en est récurrente par hy-
pothése, elle visite un état x une infinité de fois. Comme chaque temps de séjour est exponentiel,
une infinité de ces temps de s¢jour a une durée supérieure a 1. Donc {X,, },en visite x une
infinité de fois.

(Existence, forme (i)). Pour z,y € E fixés, on écrit:

Yyen tyPy=(t) =2y Ba fooo Licr, X.=yPy:(t)ds

=2 yeE fooo B, [1s<r,, x,=yPy-(t)] ds
2yern Jo Ba [Lacr, x.=y1x,y.=2] ds
= Jo Eu[licr,1x,,.=:]ds
=E, ftt+ " 1x,=.ds,

oll on a utilisé le théoréme de Fubini, I'identité
P(Xiys = 2|Xs =y, Ry > 8) = py=(t)

qui découle de la propriété de Markov du processus. Enfin, la propriété de Markov forte du
processus (pour une preuve, consulter [2| Corollaire 8.3) implique que

t

R+t
E, | 1x,=.ds= Ex/ 1x,—.ds,
0 R,

ce qui permet de déduire l'invariance de la mesure pu.

La structure de processus de sauts, i.e. états visités {Y,,} distribués selon chaine de Markov
de probabilités de transition gy /gy 1.+, et temps de séjour exponentiels de parameétres gy, dans
chaque état Y, nous permet d’écrire:

Hy = ano Eu(7n1ly,=yln<,)
1 T,—1
= qT,]Er ano 1y, =y

_ 1 T
- E]Ez Zn:1 lYn,:y-

Enfin, cette derniére caractérisation donne
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ou fi, est une mesure stationnaire pour la chaine de Markov {Y,,}, et vérifie donc

ﬂy = Z qzy/:Lz-

=

Il vient que la mesure invariante p vérifie nécessairement les équations de balance globale, ou de
mesure stationnaire. O

Corollaire 7.1. Pour {X,}er, irréductible récurrent, la récurrence positive est vérifiée par tous
les états ou aucun.

Preuve. En effet, I’état = est récurrent positif si et seulement si ZyG 5 My < +00, puisque cette
somme coincide avec E,(R,). La condition de sommabilité est vérifiée par une mesure invariante
si et seulement si elle est vérifiée par toutes. En construisant la mesure invariante a partir d’un
autre état x’ # x, le résultat en découle. O

Définition 7.6. Le processus {X;}icr, est dit ergodique s’il est irréductible, récurrent positif.
On a alors le résultat suivant:

Théoréme 7.4. Le processus {X;}ier, est ergodique si et seulement si il est irréductible, non
explosif, et il existe une loi de probabilité m vérifiant les équations de balance (7.2) ou de maniére
équivalente, 7' Q = 0.

Dans ce cas, m est l'unique loi invariante, et est donnée par

N

T

Preuve. Pour un processus ergodique, le théoréme 7.3 nous donne, pour z € F fixé, une ex-
pression pour une mesure invariante j,, dont la masse totale vaut I, (R, ), qui est finie pour
récurrent positif. L’existence de la loi de probabilité invariante spécifiée par 7, = 1/[¢,Ez(R.)]
en découle. Encore d’aprés le théoréme 7.3, la loi invariante est aussi stationnaire. Le processus
est par ailleurs nécessairement non explosif puisque récurrent.

Inversement, supposant le processus irréductible, non explosif, admettant une loi de probabil-
ité stationnaire 7, on introduit pour tout n € IN la probabilité pg,;) (t) que Xy =zet que T, >t
(i.e. au plus n — 1 sauts on eu lieu dans [0, ¢]) sachant Xy = x. Cet événement peut se produire
soit sans qu'il y ait de saut dans [0,¢] si = z, soit ayant un dernier saut a un instant s € [0, ¢,
au plus n — 1 sauts sur [0, s]. Conditionnant selon la valeur Y = y au dernier saut, on a:

t
P () = Lpmoe ™" + / >l (s)ayzdse 1),
0
y#z

Ceci donne encore:

t
S mapl (1) = me ot 4 / eI N gy Y maplly ) (s)ds.
zeEE 0 y#z z€EE

Pour n = 0,ona ) p mpg? (t) = me~ %t < 7., soit en notation matricielle 7/ P (t) < 7',

L’équation précédente donne alors par récurrence sur n € N:

o PM(t) <7, neN,
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puisqu’en utilisant d’une part I’hypothése de récurrence au rang n — 1 et d’autre part la station-
narité de 7, on obtient:

_ t (i
Y ozcE megrg) (t) < m.e 94 fo e~ t=(t=9) Zy;éz qy=Tyds
=me =t + fot e 9=(t=%)r_q.ds
=T,.

Le processus étant non explosif, lim,, pgfé) (t) = ps.(t). Par convergence dominée, on obtient
ainsi
7' P(t) <7,

801t ) TaPay(t) < my pour tout y. Comme la somme en y de chaque terme vaut 1, on a égalité, et
donc 7 est invariante. Le processus est alors nécessairement récurrent, car sinon lim;_, o, P, (X; =
y) = 0 pour tous z, y, ce qui est impossible lorsqu’une loi invariante existe. Finalement, la mesure
invariante étant unique a un facteur multiplicatif prés dans le cas irréductible récurrent, on déduit
du fait que 7 a une masse totale finie que E,(R;) < oo, i.e. la récurrence positive. O

Théoréme 7.5. (Théoréme ergodique) Pour un processus de sauts {X;}ier, ergodique sur E
de loi stationnaire w, on a pour toute fonction w-intégrable f : E — R et toute loi initiale pour
Xo la limite presque stre

lim 1/0 f(Xy)ds = Zﬂ'xf(l")

t—oo t e
x

Preuve. L’argument est identique au cas des chaines a temps discret, en décomposant la trajec-
toire sur [0,] en chaque temps de retour & un état fixé € F, et en invoquant la loi forte des
grands nombres. O

Théoréme 7.6. Pour un processus de sauts {X;}ier, ergodique sur E de loi stationnaire w, on
a pour toute loi initiale v de X la convergence en loi de X vers w lorsque t — 00, soit

Vo € E, lim P, (X; = z) = 7.
t—o00

Preuve. Fixons 6 > 0. Pour t > 0, soit ny € N tel que t = nyd + 7 avec 0 < r; < 0. La
chaine de Markov a temps discret {X,,s} est irréductible, récurrente positive lorsque le processus
X; Pest, puisque la loi stationnaire de {X;} est aussi stationnaire pour {X,s}. De plus elle est
apériodique. Le théoréme de convergence en loi des chaines ergodiques apériodiques & temps
discret s’applique, donnant, pour tout = € E:

lim P(Xps =y) =my, y € E.

n—oo

On écrit alors
P,(Xi =y, X, =2) <P ( Xy =y) SP(X,, =2, X, =y) + Po(X,, #2).
Le minorant est minoré par e~ %°P,(X,,s = y), et le majorant est majoré par
Po(Xn,s =) + (1 - %)

On en déduit que pour ¢ suffisamment grand, la différence P, (X; = y) — m, est en O(4) et ce
pour tout 6 > 0, et donc que lim; o P, (X; = y) = 7.
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Pour une loi initiale v arbitraire, on a

P,(X;=y) = Z v P (X =y),
zelE

et le théoréme de convergence dominée de Lebesgue garantit alors que le terme de gauche tend
vers m, lorsque ¢ — oo.
O

On a encore une forme de réciproque:

Théoréme 7.7. Pour un processus irréductible transient ou récurrent nul, pour toute loi initiale
v et état x, on a

lim P,(X; ==z)=0.

t—o0
Enfin, de méme que l’existence d’une loi de probabilité stationnaire implique le caractére positif
récurrent, l'existence d’une mesure stationnaire de masse totale infinie implique que le processus
est transient ou récurrent nul.

Preuve. La convergence de P, (X; = z) vers 0 s’établit comme suit. Dans le cas transient, le
processus passe un temps presque strement fini dans I’état x, mettons T, et donc P,(X; =
xz) <P, (T > t), ce dernier terme tendant vers IP, (T = +00) = 0 lorsque ¢ — co. Dans le cas
récurrent nul, le processus admet une mesure invariante de masse totale infinie. Comme dans la
preuve précédente, on considére pour § > 0 arbitraire la chaine {X,s} & temps discret. Celle-
ci ne saurait étre ergodique puisqu’elle admet une mesure invariante de masse totale infinie.
On a donc par le théoréme sur les chaines irréductibles non ergodiques & temps discret que
lim;, oo P, (Xpns = y) = 0 pour tout y € E. On conclut alors que lim; oo P, (X; = y) =0
comme dans la preuve précédente.

La deuxiéme partie s’établit comme suit: si le processus est récurrent, par unicité de la mesure
invariante, il ne saurait étre récurrent positif puisque cette unique mesure invariante a une masse
infinie, et donc E,(R;) = +o0. O

Exemple 7.3. La file M/M/oco. On suppose qu’auzx instants T,, d’un processus de Poisson
d’intensité A > 0 des clients arrivent dans un systéme, le client arrivant a Uinstant T, résidant
alors pour un temps o, dans le systéme avant de le quitter. On suppose de plus la suite {o,}
i.i.d., indépendante de {T,}, et chaque o, admettant une loi exponentielle de paramétre p. En
utilisant la propriété d’absence de mémoire de la loi exponentielle, montrer que le processus X
comptant le nombre de clients dans le systéme est un processus Markovien de sauts sur N de
tauz de transition non nuls ¢; ;41 = A, ¢ii—1 = pi. Déterminer une mesure stationnaire.

Exemple 7.4. La file M/M/1/00. On suppose encore que des clients arrivent auz instants T,
d’un processus de Poisson d’intensité A > 0, et qu’a chacun est associée une variable aléatoire
on distribuée comme précédemment, qu’on interpréte comme le temps de service du client. On
suppose qu’un unique serveur traite les clients, dans l'ordre d’arrivée (discipline FIFO: First
In First Out), chaque client quittant le systéme dés que son service est fini. Montrer que le
processus Xy comptant le nombre de clients dans la file est Markovien, de taux de transition non
nuls ¢; i+1 = A, ¢i,i—1 = pliso-

Quel processus de Markov obtient-on si la politique de service est “Processor Sharing”, i.e. le
serveur partage sa capacité de service équitablement entre les clients présents?
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7.5 Critére d’ergodicité

Pour un processus Markovien de sauts, on a le critére suivant:

Théoréme 7.8. Soit un processus Markovien de sauts {Xi}icr, irréductible, non-explosif sur
Uespace discret E, de générateur infinitésimal Q. Si il existe une fonction V : E — Ry et des
constantes € > 0, b et un ensemble fini K C E tels que pour tout x € E

Saalvin -vel<{ 0, GTER (7.4

y#T

alors le processus est ergodique.

Preuve. La chaine induite {Y,}n,en a pour probabilités de transition 1,4yGry/¢z, =,y € E.
Notant N = inf{n > 0:Y,, € K}, on a d’aprés I’hypothése (7.4) en divisant par ¢,:

E(V(Yns1) = V(Y)|[Yn =y) < _E/Qy + blyEK/QZW

d’ou
N-1, —
E(V(YN)-V(¥)) <E> (g, (—e+ ljvlyfeK))
b -1 _1
< EalYoeK —eE) imo v,

Pour Yy = y € K, notant R(K) l'instant du N-éme saut, i.e. le premier saut aprés 0 auquel le
processus se retrouve dans K, cette derniére expression donne, puisque le temps moyen de séjour
dans l'état Yy est conditionnellement en la valeur de Y, donné par 1/gy,, et en utilisant le fait
que V est non négative:

E(R(K)|Xo=y) < (V(y) + i)

1

e
< Lgup (V(z) + i)
= ¢ zeK q. ]

Considérons maintenant la suite {Z,} extraite de la chaine induite {Y,}, correspondant aux
instants successifs ou Y;, visite K. Le nombre de telles visites de Y,, & K est infini avec probabilité
1 d’aprés 'évaluation précédente. {Z,} est alors une chaine de Markov d’aprés la propriété de
Markov forte de {Y,,}, irréductible d’aprés l'irréductibilité supposée de {Y,,}. Notons p,, les
probabilités de transition correspondantes, x,y € K. Pour tous z,y € K tels que pzy > 0, on a

11 b
E(R(K)[Xo = 2.2 =y) < sup cowp (Vi) + 2.
2,2/€K:p, 1 >0 Pzz’ € 2€K qz

soit une majoration C' < oo uniforme en de tels z,y € K.
Pour un état quelconque x € K, au vu de la structure des processus de saut, on a

ou T}, est le premier instant n > 0 auquel Z,, = x. Or la chaine irréductible Z,, est nécessairement

ergodique car & valeurs dans un ensemble fini K, donc E(T,|Zy = z) < 400, ce qui établit
'ergodicité du processus {X;}ier., - O
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7.6 Reéversibilité

Pour un processus de Markov {X;}, en définissant X, := X_, son renversement en temps, on
vérifie aisément qu’il satisfait encore la propriété de Markov. Supposant de plus que le processus
est stationnaire, de loi invariante m, on a alors dans le cas du temps discret la matrice de
probabilités de transition P pour X donnée par

. ~ - i
V:my € E, Pzy = IP(Xn+1 = y|Xn = LL‘) = ]P(anfl = y‘an = :E) = ;ypym-

T

Dans le cas du temps continu on obtient pareillement pour la matrice de taux de transition Q
du processus {X }:

. . P(X_iph=yXi=2 ™
\méyeE,qu:;Lg%( : h‘ : )=W—”qyz-

Dans le cas particulier ou la loi de {X } est la méme que la loi de {X}, on dit que le processus
est réversible. D’aprés ce qui précéde, le processus est réversible si et seulement si on a en temps
discret 'identité sur la matrice de transition

VZ', AS E, TePry = TyPyx,
et en temps continu l'identité sur le générateur infinitésimal:
Teqey = TyQya-

Un cas particulier intéressant concerne la restriction des taux de transition d’un processus. Pour
un générateur infinitésimal @, et un sous-ensemble F' C E, on peut définir la matrice de taux @
sur F' qui est la restriction de @) & F' prenant soin de modifier la diagonale: ¢, = — Zy 2 yer oy

Alors si ) est réversible pour la loi 7, on vérifie immédiatement que () est encore réversible pour
la restriction de m & F'.



Chapitre 8

Quelques modéles de réseaux

8.1 Le modéle d’Erlang: réseaux & pertes

Ce modéle fut introduit au début du siécle dernier par Agner Krarup Erlang pour modéliser la
performance des réseaux téléphoniques. On considére un ensemble de liens ¢ € L, chaque lien
pouvant supporter Cy communications en paralléle, et un ensemble de routes r € R, chaque
route r empruntant un ensemble de liens £, C L.

Le modéle de trafic est alors le suivant: de nouveaux appels pour la route r se présentent
aux instants d’un processus de Poisson d’intensité A,.. Si au moins un circuit est disponible sur
chaque ¢ € L, lors de larrivée d’un nouvel appel, celui-ci est accepté, et occupera un circuit sur
chaque lien pendant une durée exponentiellement distribuée de paramétre ... Sinon 'appel est
simplement rejeté.

Le processus {X;(r)} comptant le nombre d’appels en cours le long de chaque route r est alors
Markovien de sauts. En 'absence des rejets d’appel (i.e. si les capacités Cy étaient infinies) les
taux non nuls seraient ¢z z+e, = A, Qua—e, = Zrltr; pour un tel processus, qui est simplement
une collection de files M /M /oo n’interagissant pas, on a la loi réversible

pa:,,,
Ty = H e*p"'%, z e N®,
reR e

ol p. = A\./pr. Le processus correspondant aux rejets d’appel dus aux capacités finies est en
fait la restriction de ce processus au sous-ensemble fini

F={zeNF:VleL Y Apz, <Cp}.
TER

Ici on a noté Ay = 1yer,. 1l admet donc, en tant que restriction d’un processus réversible & un
sous-ensemble d’états F', la loi stationnaire

1 o
ﬁ(x)g H eprPL" x € F,
reR r

pour une constante de normalisation Z.

Le probléme de dimensionnement consiste & choisir les capacités Cy de maniére a avoir une
probabilité de rejet acceptable. La formule précédente fournit un angle d’attaque sur ce probléme,
rendu délicat par la présence de la constante de normalisation Z.

69
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8.2 Réseaux de Jackson

On considére un ensemble I de stations de service. On suppose que le taux de départ de la station
i est pu;¢;(n) lorsque n clients sont présents, et qu’un client quittant 7 se dirige vers la station j
avec une probabilité p;;, et quitte définitivement le systéme avec probabilité p; g = 1— jerPij-

On suppose
Zpij <1
jeI

. Exemples:

e ¢;(n) =1,50: file & un serveur, servant a vitesse 1 des clients dont le temps de service est
exponentiellement distribué de paramétre p;.

e ¢;(n) = n: file avec infinité de serveurs de vitesse 1, temps de service Exp(p;).
e ¢;(n) =min(k;, n): file avec k; serveurs.

On suppose par ailleurs que des clients externes arrivent a la station ¢ selon un processus de
Poisson d’intensité \;.
On a alors les taux de transitions non nuls: g, nie; = Ai; Gnn—e; = Gi(0)Picat, Inn—c;+e; =

®i(ni)pij-

Equations du trafic

La loi de conservation naturelle pour les taux d’arrivée totaux \;, dus aux arrivées externes et
aux routages probabilistes depuis des stations, est la suivante:

Viel, \; = /_\z +Z)\jp]‘i.
jel

Si la matrice Id— P est inversible, ce que nous supposerons, ces equations admettent pour unique
solution A = (Id — PT)~1\.
Vérifions maintenant que le processus admet pour mesure stationnaire, ayant posé p; := \;/u;:

P I
Ty = o R n:(nl)l [€N .
l];! Hn],:l ¢Z(m) ©

Le processus n’est en général pas réversible, et on ne peut donc pas espérer vérifier les équations
de balance détaillée. Comme il est cependant fastidieux de vérifier les équations de balance
globale données par:

ﬂ'n(z An.n—e;+e; + Z Qnn—e; + Z %L,n—&-e,-) = Z Tn—e;+ej4n—e;+e;,n + Z Tn—e;Qn—e;,n
1, 4 J i,J i

+§ 7Tn+ej(Jn+ej,n

J

pour tout n € N, nous allons nous simplifier la tiche en établissant des équations de balance
dite partielle, qui impliqueront la balance globale. Ces équations sont les suivantes:

Viel, ﬂn( § An.n—e;+e; + Qn,n—ei) = § Tn—e;+ejdn—e;+e;,n + Tn—e;Qn—cin,

J J
Tn Z Qn,nte; = Z Tn+e;4n+e;,n-
J J
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La premiére équation donne, en simplifiant les facteurs communs dans 7:

m@(nz‘)(z Pij + Piseat) = p; ' $i(n:) Z[Pj/¢j (nj + Dpjipds(ng +1) + A,

J J

qui est bien vérifiée d’aprés les équations de trafic. La seconde équation donne aprés simplification
DN =D Apjent
J J

Cette identité découle & nouveau des équations du trafic.
Cett loi est normalisable si et seulement si

, Py
VZ, 7171 < Q.
nzzo Hm:l ¢1 (m)

En particulier, le processus est récurrent positif dans le cas de files a k; serveurs si et seulement
si:
Vi, pi < k;.

8.3 File a priorités préemptives

On considére un serveur de capacité 1, et des arrivées de clients de R classes r € [R]. Les
clients de classe r arrivent selon un processus de Poisson d’intensité A, et requiérent un service
exponentiel de paramétre p,.. On note p, := \./u, la charge de service de la classe r.

La régle de service est la suivante. Le serveur se consacre toujours au service d’un client
de plus haute priorité (par exemple en ordre FIFO au sein d’une classe), la priorité décroissant
avec le label r. Il y a notamment préemption du service en cours de clients de classe r lors de
I’arrivée d’un client de classe r’ < r. Le travail effectué sur un client avant interruption n’est pas
perdu, et donc le temps résiduel de service est toujours distribué selon la méme loi exponentielle
de parameétre .

L’absence de mémoire des lois exponentielles et I'indépendance des incréments de processus
de Poisson entraine que le processus {X (t) }ter4 ot X,-(t) est le nombre de clients de classe r
présents 4 U'instant ¢t est Markovien de sauts & valeurs dans N7, de taux de transition non nuls

qz,x+e, = )‘Ta qz,x—e, = ,U/rlxr>01x1:‘..:atr,1:0~

Ergodicité et transience

Montrons que le processus est ergodique si p := ZTE[R] pr < 1, et transient si p > 1.
Pour établir I'ergodicité on considére la fonction de Lyapunov V(z) := 3, ¢ g @r/ k-
On a alors pour tout z € N%:

>4V = V)] = 3 pr— Lago,
]

y#£z r€[R

Par ailleurs, le processus { X (t) }ter+ est clairement irréductible (de tout état on peut revenir en
0) et non-explosif (le taux ¢, est majoré uniformément en x par }, oz Ar + fir).

Posant K = {0} C N, e =1 —p, b = 1, la condition de “drift” de la fonction de Lyapunov
V est vérifiée lorsque p < 1, d’out ergodicité.
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Supposons p > 1. Notons N,.(t) le nombre d’arrivées de clients de classe r dans (0,¢] et D,(t)
le nombre de départs correspondants. Supposons X (0) = 0, de sorte que

X,(t) = Ny(t) — Dy (t).

Notons W,.(t) le temps passé par le serveur & travailler au service de la classe r sur (0,] et o,
le temps de service du m-éme client de la classe r. Il vient

D ()
W) > Y orm.
m=1

Un processus de Poisson N, d’intensité A, vérifie la loi forte des grands nombres

lim N-(?)

t—o00 t

= )\, presque slirement.

En effet, on peut écrire

1) RS Nk k1)) Ne(®) [ SfG N (ko k1))
t |t] -t Tt [t]

Les variables N,.((k, k+1]) sont i.i.d., Poisson de paramétre A, et la loi forte des grands nombres
standard implique alors celle pour le processus de Poisson.

On distingue alors deux cas. Si pour un r € [R], D,(t) < A.t/2, alors d’aprés la loi forte des
grands nombres pour N, il vient que X,.(t) > \.t/2 + o(t).

Si par contre pour tout r € [R], D,-(t) > At/2, alors la loi forte des grands nombres appliquée
aux temps de service o, ., et le fait que D, (t) < N,(¢) = O(t) impliquent que

mwzmwi+wmm=mmi+m»

Or 3, (g Wr(t) <t par définition. On a alors

1
VX() = D [IN(8) = Do(t)]— = D prt = Wi(t) +olt) = tlp — 1] + o(t).
re[R] Hr re[R)
Dans un cas comme dans l'autre, on obtient une minoration en €(t) de max,c(z) X,(t). Le
processus est donc nécessairement transient, ne passant qu'un temps fini dans n’importe quel
état de NE.

Nombre moyen de clients par classe a 1’équilibre

On suppose maintenant p < 1 et y3 = ... = ug = pu. Pour chaque r < R fixé, le nombre
X<p(t) ==, Xs(t) constitue alors un processus Markovien de sauts, de taux d’arrivée Poisson
Y o< As €t de taux de départ p sauf lorsque le systéme est vide.

En effet, la politique de priorité préemptive fait que la dynamique du nombre de clients de
classe s < r n’est pas affectée par le nombre de clients de classe > r. De plus, la distinction faite
par le serveur entre clients de classe s < r n’affecte pas les statistiques du processus, d’aprés
notre hypothése us = p.
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Ce sous-systéme est donc une file d’attente M /M /1/co de charge >, ps. Le nombre moyen
de clients a 1’équilibre est donc donné par -

E(Z X.s) = 1_2:§T<psps .

s<r

On en déduit:

E(XT> _ Esgrps _ ZS<TP.<

Tl ps 1= crPs
— Pr

(.o, r)(1-Zcpe)
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CHAPITRE 8. QUELQUES MODELES DE RESEAUX



Chapitre 9

Transferts dans Internet:
dynamiques de flots

9.1 Modéles Markoviens du nombre de transferts en cours

Nous revisitons le probléme d’allocation de bande passante abordé au chapitre 5, en nous intéres-
sant maintenant a la dynamique des nombres de transferts en cours. Dans ce contexte, 7 € R
désigne un type de transfert, N,.(t) le nombre de transferts de type r en cours a l'instant ¢.

On considére un modéle & temps continu, avec arrivées de nouvelles requétes de type r aux
instants d’un processus de Poisson d’intensité v,., et un volume de données pour chaque transfert
de type r distribué selon une loi exponentielle de paramétre ..

On suppose enfin que la vitesse de traitement de chacun des N,.(t) transferts de type r a
Iinstant ¢, dénotée A.(N(t)), est I'allocation équitable des ressources du réseau selon un critére
d’équité (w, o) comme introduite dans le chapitre 5. Etant donnés les liens ¢ € £ du réseau, leur
capacité Cy, et la matrice d’incidence Ay, des types de transferts sur les liens, {\.(N(¢))}rer
est solution du probléme d’optimisation

max ZTGR Nr(t)Ur(/\T)
sur A e RF
telsque V€L, Y A Ne(t)\ < Cy,

ou la fonction d’utilité U, est donnée par

pl-o )
Ve e RY, Up(z) = | Wri=a St 7L
wyln(z) sia=1
Le modéle Markovien pour I’évolution de N est alors spécifié par les taux de transition non nuls
suivants:
Vr € R, qnnte. =Vr
Vr e R, dn,n—e, = nr,ur)\r(n)~

Remarque 9.1. On peut motiver ce modéle en invoquant une séparation d’échelles de temps,
selon laquelle le controle de congestion convergerait en un temps quasi instantané en comparaison
des échelles de temps des arrivées et départs.

75



76 CHAPITRE 9. TRANSFERTS DANS INTERNET: DYNAMIQUES DE FLOTS

9.2 Stabilité optimale des allocations équitables

On note p, := v;-/ 1, la charge, ou volume de travail par unité de temps qu’apportent les transferts
de type 7. On définit la région de stabilité du réseau comme

Ci={zeRF:VleL, Y Apz <Cl
reER

On a alors le résultat suivant:

Théoréme 9.1. Le processus de Markov {N,.(t)} correspondant & une allocation (w, «)-équitable
pour des poids positifs w,, a est ergodique si il existe un € > 0 tel que (1+¢€)p € C. Si par contre
p & C, aucune politique d’allocation de débits \,.(N) respectant les contraintes de capacité Cy des
liens £ € L ne peut rendre le processus ergodique.

Preuve. Ergodicité: On prend comme fonction de Lyapunov

1 [ w, _, nott
L) = 3 [ Ul farde = 3 L B,
rer HrJo rer 1T

en vue d’invoquer le critére de Foster-Lyapunov en temps continu fourni par le théoréme 7.8.
Pour cela il nous faut majorer la quantité A(n) définie comme

A(n) = Z G, [L(n') — L(n)] = Z ve[L(n + er) — L(n)] + prnge Ar(n)[L(n — er) — L(n)].
n'#n reR
La formule de Taylor nous donne l’existence de poids 6,., .. € (0,1) tels que
wy (N +0,\“ wy (g — 0.\
s-Eo 3 (522 s (52
=l N pr tr \ Py

On écrit alors A comme la somme A + B avec, notant A,(n) := n,A.(n),

e

A = Tepunlo = 0] (5:)" o
5 S [(52) = () ) oo [(555) - (2))

Pour majorer le terme A, on introduit la fonction F' : IRZS — R définie par

11—«
x/"
F(z) = Zwrnf‘l —

reR

Cette fonction est concave, et maximisée sur ’ensemble des vecteurs x € C par A(n). Le vecteur
{(1+¢€)p,} appartient aussi par hypotheése a C. Il s’ensuit que la fonction G définie sur [0, 1] par

G(t):=F({tA(n)+ (1 —t)(1+¢€)p)

est concave, et maximale en ¢ = 1. On a donc d’aprés la concavité G'(¢) > 0 pour tout ¢ € [0, 1]
et en particulier G'(0) > 0. En explicitant cette dérivée il vient

S A () — (1 + prJu,n (14 €)pr) ™ = 0.
reR
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Cela implique
A< —¢ Z wypr N,
reER
On majore maintenant B. Argumentant comme dans les preuves d’ergodicité pour les politiques
de poids maximal, on obtient facilement que pour des constantes C;, Cs choisies de maniére
appropriée, on a

B < (0 + Cy(max nr)max(o’afl).
reR

Les conditions du critére de Foster en découlent alors aisément.
Non-ergodicité: On suppose maintenant p ¢ C. Il existe donc un vecteur b, qu'on peut
choisir non négatif de par la propriété de monotonie de C, et une constante § > 0 tels que pour

tout A € C,
S oA +5<) bepy.
reR reR

On considére la variable V; := > _x (b,/pr)Ny(t), et on note A,(t), D,(t) le nombre d’arrivées
et de départs de transferts de type r sur [0,¢]. On suppose par ailleurs N(0) = 0. On a alors
N, (t) = A.(t) — D,(t). Notons W,(t) le travail cumulé consacré a la classe r sur [0,¢], et
L,(t) := W,(t)/t. Par convexité de la région C, le vecteur L(t) appartient a C. Par ailleurs,
notant o,.(n) les volumes de service requis par les arrivées successives de type r, on a

D,.(t)
Z or(n) < W,.(1).
n=1

Si pour un 7 € R, on a D,(t) < v,t/2, alors V; = Q(t), par la loi des grands nombres selon
laquelle A, (t) = v,t(1 + o(1)). Si par contre chaque D,.(t) > v,t/2, on a alors, par la loi des
grands nombres appliquée aux o,.(n):

D..(t)
3" o0(n) = Do(®)[;* + o(1)] < L, (1),

n=1

Ceci entraine

Vi= Y (0o /ur)[Ar(t) = De(8)] 2 D bilpe(t + o(t)) = (¢ + o(t)) i (8)].

reR reR

Ceci entraine V; > dt+o(t). On a donc établi V; = Q(t). Donc presque strement, lim inf;_, o, V3 /t >
0. Ceci implique que le processus est nécessairement transient. O

Remarque 9.2. Pour établir l’ergodicité on a seulement utilisé le fait que le domaine C sur
lequel on optimise l'utilité totale des allocations A(n) par classe est convexe. Le résultat peut donc
s’appliquer au cas ou le controle de congestion optimise l'utilité obtenue en utilisant plusieurs
routes.

Plus précisément, supposons que chaque classe r d’usagers dispose d’un ensemble S, de
chemins possibles le long desquels transférer des données, un chemin s € S, utilisant les liens
{ tels que Ays = 1, pour une matrice d’incidence A. La généralisation naturelle de [’allocation
équitable a ce cadre consiste & allouer auzr m, usagers de classe r un débit \, = ZSES,‘ Yrs
caractérisé comme réalisant

max ZreR nTUT(ZseST Yrs)

sur Yrs >0, 7ER, sES,,
tels que Y g Zsesr Agsnpyyrs < Cp, L€ L.
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On a alors ergodicité si pour un € > 0, (1 + €)p € C, en définissant maintenant C comme
l’ensemble des vecteurs z, € ]RZE tels qu’il existe z,.s > 0, s € S, vérifiant

Vr eR, z, = Zse& Zrs,
VleLl, ) cr Esesr zrs < C.

9.3 Comparaison entre politiques de poids maximal et de
comparaison d’utilité

La politique de poids maximal consiste a allouer les capacités {A,},cc dédiées a chaque classe
r € R qui résolvent le probléme

max > orer Or(N)A,
sur A.->0
tels que {AT}TGCa

ol on a considéré particulierement le cas des fonctions de poids ¢, () = w,z%.
Par contraste, la politique de maximisation d’utilité consiste a allouer les capacités {A, }rec
a chaque classe r € R solutions du probléme alternatif

max > rer NoUr(Ar/N;)
sur A >0
tels que {AT}TEC7

ol on a considéré particuliérement le case de fonctions d’utilité U, (z) = w,z'~*/(1 — «).

Au détail prés qu’'on a étudié la premiére politique dans un modéle & temps discret, et la
seconde dans un modéle & temps continu', on a vu que ces deux politiques sont maximalement
stables pour un ensemble C convexe: dés que le vecteur {p,},cr des volumes de travail arrivant

par unité de temps et par classe r appartient a 'intérieur é de la région C, alors chacun des
processus est ergodique.

Un intérét de l'allocation équitable est qu’elle peut étre réalisée de maniére distribuée par
les mécanismes de controle de congestion qu’on a vus au chapitre 5 qui ne nécessitent pas de
coordination directe entre chaque transfert d'un type donné r. En particulier la valeur N, du
nombre de tels transferts en cours n’est explicitement utilisée ou connue par aucun élément du
systéme.

L’allocation de poids maximal pourrait étre réalisée en utilisant des algorithmes de type
“primal-dual”, cf. chapitre 5:

%Ar = Kr[pr(Ny) — Zéel: Aprpel;
P =1rer Ar — Cl

Cet algorithme s’implémente de maniére distribuée entre une entité ajustant le débit A, pour
chaque r € R, et une entité ajustant le prix p, pour chaque ¢ € L. Dans le contexte du controle
de congestion d’Internet, on n’a pas d’agent régulant le débit agrégé A,., mais plutot N, agents
distincts régulant leur débit individuel.

Une autre différence entre les résultats que nous avons énoncés pour chaque politique est
que pour le poids maximal, nous avons autorisé le vecteur des débits {A,},.cr & appartenir a
un ensemble discret S dépendant éventuellement du temps, et la région de capacité C est alors
Penveloppe convexe de S (convenablement “moyennée” dans le cas ou elle varie de maniére i.i.d.
en temps). Par contraste le résultat pour la politique de maximisation d’utilité présuppose que
I’ensemble des débits réalisables est convexe.

1On pourrait parfaitement considérer un modéle & temps continu de la politique de poids maximal par exemple
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9.4 Un cas particulier réversible

On considére un réseau “linéaire” comme en Figure 9.5.1, consitué de L liens de capacité unitaire,
et de L + 1 classes de transferts. La classe 0 requiert simultanément tous les L liens alors que la
classe £ ne requiert que le lien ¢, £ € [L].

Notant z,. le nombre de transferts en cours de la classe r et y = Ele Z,, on montre aisément
que l’allocation proportionnellement équitable consiste alors a allouer

T
Todg =
040 Zo+y
a la classe 0, et
Y
TpA, = ——1
rAr $0+y x>0

a la classe r pour r € [L].
On vérifie alors que la mesure p définie par

est réversible pour ce processus. En utilisant la formule binomiale négative,

Yy+xo\ o, ey
Z ( )poo(lﬂo) v
To

Z()ZO

valide pour tout y € N et pg € (—1,1), la somme sur zg de p(z) s’écrit, supposant py < 1 (ce
qui est clairement nécessaire pour que 7 soit sommable)

L

(1=p0) " TTlor/(1 = po)) -

r=1

On retrouve bien que 7 est sommable, et donc le processus est ergodique, si et seulement si
po + pr < 1 pour tout r € [L].
Sous cette condition, la loi stationnaire est donnée par

L L
ORI COR (R RS | CEVEV) |
r=1 r=0

Zo
Enfin, on obtient pour 2y ..., zr, € [0, 1] la fonction génératrice
L 1 L
EHZX" _ (1= pozo)~~! H L—po—pr
r=0 " (1 - PO)Lil re—1 1- POZ0 — Prir

On en déduit les fonctions génératrices individuelles, en mettant tous les z & 1 sauf un seul:

1— pn —
Vre (L), BeXr = — P07 Pr

1- PO — Przr
qui est la fonction génératrice d’une variable géométrique de paramétre p, /(1 — pg), et donc de
moyenne

Pr
B(X,)=
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v

Route O n

Route 1 Route 2

Figure 9.1: Réseau & deux liens et trois routes

La fonction génératrice de X est

Xo 1—pozo\“ "t 1—po—pr
E(z°) = ——— Hi

1—po =5 1 =pozo — pr

En prenant sa dérivée logarithmique en 1 on obtient

L
E(Xo) = 1f°p0 [HZPT] .

—1 1—po— pr

9.5 Exemples de région de stabilité sous-optimale

9.5.1 Priorités strictes

On considére le réseau de la figure 9.5.1, & deux liens ¢ = 1,2 de capacité unitaire, acheminant
des transferts de trois types: le type 0 utilisant les deux liens et le type ¢ (¢ = 1,2) utilisant
uniquement le lien 1.

On sait qu’une allocation équitable rend le processus {N;} ergodique dés que pg + p1 < 1 et
po+p2 < 1.

Considérons une allocation alternative qui alloue un débit nul a la classe 0 et un débit de 1
aux classes 1,2 dés que N7 ou Ny > 0, et alloue un débit de 1 a la classe 0 si Ny = Ny = 0. Une
telle allocation pourrait résulter d’une allocation avec priorité stricte aux paquets des transferts
de type 1, 2 sur les paquets de type 0 aux liens, couplé a un algorithme de controéle de congestion
de type TCP au niveau des sources de trafic.

Les processus Ny, No sont alors des processus de files d’attente M /M /1/00, mutuellement
indépendants. Par le théoréme ergodique, on alors la limite presque siire

1T
i T/ L, (0)=Na (=0t = Parar(N1(0) = 0, N2(0) = 0) = (1 = p1)(1 = po).
0

T—o0
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Supposons pg > (1 — p1)(1 — p2). Notons Ag(t) le nombre d’arrivées de type 0 dans [0,¢], et
o; le temps de service de la i-éme requéte de type 0. On peut considérer un service FIFO, cela
ne change pas la loi du processus de Markov. Le nombre maximal de clients de type 0 traité a
I'instant T est alors

T
1N, (8)=No(t)=0dL}.
0

Do(t) = max{n < Ay(T) : Za < /

D’aprés la loi des grands nombres,

1 < 1
Jim =Y oi= o
=1

On en déduit que presque stirement,

, Do(T) 1
lim sup #f < (I=p)d = p2).
T—c0 Ho

En effet, d’apreés la loi des grands nombres pour les o; et celle pour 1y, (1)=n,(#)=0, On &

Do(T) T
Z o = Do(T)[ug ' +0(1)] < /O 1N, ()=nNa(ty=0dt = T[o(1) + (1 — p1)(1 — p2)]

On en déduit, écrivant Ny(t) = Ao(t) — Do(t), que

No(T
liminfL) > Ao — po(1—p1)(1—p2) >0,
T—00 T
et donc presque stirement Ag(7T") — oo lorsque T' — oc.
Par exemple, prenant p; = 2/5, le systéme avec allocation équitable est stable, la charge sur
chaque lien étant de 4/5, alors que pour le systéme avec priorité, le systéme est instable avec

po=2/5> (1= p1)(1 = pa) = 9/25.

9.5.2 Transports multi-chemins non coordonnés

On considére le réseau triangulaire de la figure 9.5.2, avec allocation a-équitable sur chaque
chemin, et deux routes possibles pour chaque transfert: 1'une, directe, en un bond et ’autre en
deux bonds.

On suppose que chacun des trois types de trafic a les mémes paramétres A\, u, p = A/p et que
chaque lien est de capacité unitaire. Dans ce cas, la condition de stabilité est p < 1: les chemins
alternatifs n’augmentent pas la région de stabilité. Tout partage équitable coordonné stabilise le
systéme dés que p < 1.

On va considérer un modéle ou chaque transfert utilise simultanément deux chemins, I’allocation
sur chaque chemin étant a-équitable. Si N,. = n, r = 1,2, 3, alors par symétrie il existe un mul-
tiplicateur p > 0 tel que le débit direct x4, et le débit indirect x;,4 sont donnés par

—a —a __
Lagir = D5 Ting = 2p’

la condition de capacité étant
NTdir + 2NTing = 1.
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Figure 9.2: Réseau triangulaire avec routes alternatives

On en déduit
npfl/a[l 4 2171/0{] — 1’

et le débit total obtenu par chacune des classes est donc:

14271/
) = Y oy T2
n[Zair + Tina] = np (1+2 | = 14 921-1/a
Par exemple pour ’équité proportionnelle a« = 1, ce débit vaut 3/4; pour tout o > 0 il est
strictement plus petit que 1.

Cette analyse suggére de maniére heuristique, que dans le cas de trafic symétrique, la condition

—1/a
142 < 1.

de stabilité avec utilisation de chemins multiples de maniére non coordonnée est p < Tl 17w

Pour des éléments de preuve de ce résultat, voir [11].



Chapitre 10

Epidémies SI (Susceptible - Infecté)

Nous considérons ici un processus de propagation simple, correspondant & une épidémie dans
laquelle les individus une fois infectés restent infectieux, et continuent a tenter de propager
I’épidémie autour d’eux. Nous supposons par ailleurs une topologie uniforme, ou chacun est
connecté a chacun (graphe complet).

10.1 Modéle de propagation

n individus sont connectés entre eux selon un graphe G = (V, E), avec V = [n]. Nous supposons
ce graphe non-orienté, et complet, i.e. ’ensemble des arétes E contient toutes les paires non-
orientées (¢, ) de [n].

Le processus de propagation est alors le suivant. Un individu infecté tente, aux instants
d’un processus de Poisson d’intensité A > 0, d’infecter 'un de ses voisins du graphe, choisi
uniformément au hasard. Si ce choix tombe sur un voisin précédemment non infecté, ce dernier
devient alors infecté, et commence alors a contaminer ses voisins selon le méme processus.

Notons qu’une description équivalente du mode de contamination est la suivante. Un noeud
infecté, ayant d voisins (dans le cas du graphe complet, d = n — 1) cherche a infecter individu-
ellement chacun de ses voisins aux instants d’un processus de Poisson d’intensité \/d.

Notons X; le nombre d’individus infectés a I'instant ¢. Conditionnant par rapport a I’historique
détaillé du processus sur lintervalle [0, t], d’aprés la propriété d’indépendance des incréments du
processus de Poisson, et la symétrie du choix uniforme des cibles potentielles par chacun, on voit
que {X;}iecr, est un processus Markovien de sauts sur R, . Le seul taux de transition non nul
est donné par:

n—z
n—1

Qu,x4+1 = Az

En effet, le prochain instant avant une tentative d’infection est le minimum de x variables aléa-
toires exponentielles de paramétre A, et donc exponentielle de paramétre xA. De plus, cette
tentative d’infection réussit avec probabilité (n — x)/(n — 1), la probabilité qu’une variable aléa-
toire uniforme sur un ensemble de n — 1 voisins sélectionne I'un des n — z voisins non encore
infectés.

Le prochain instant avant infection est donc le premier point d’un processus de Poisson
d’intensité Az dont on ne conserve les points qu’avec probabilité (n — x)/(n — 1). Le taux
annoncé en découle.

83



84 CHAPITRE 10. EPIDEMIES SI (SUSCEPTIBLE - INFECTE)

Supposant X, = 1, nous obtenons ainsi pour tout m € [n — 1] une description explicite du
temps avant infection de m individus, T},, donnée par la formule

(10.1)

ou les F, sont des variables aléatoires i.i.d., exponentielles de paramétre 1.

10.2 Controle du temps avant infection totale

Nous allons établir le controéle suivant sur 7;,, le temps avant infection totale:

Lemme 10.1. Pour A\ > 0 fizé, la variable T, vérifie:

n—1

1
—[21 2 1 10.2
Zmb_x S[21n(n) + 2y + o(1)], (102)
ot v est la constante d’Euler. De plus, pour tout § € [0,1/2], la variable aléatoire S,
MNT,, —E(T,)) est telle que
E(exp(0S,)) < exp(86%72/6) =: Cy < +oo. (10.3)

Preuve. Notant H (k) = 22:1 1/x le k-éme nombre harmonique, la moyenne de T, est clairement
donnée par

=11+ 0(1/n))[2H(n —1)] =11+ 0(1/n))[2In(n) + 2y + o(1)],

d’ot ’équivalent de la moyenne annoncé.
On fixe 6 € [0,1/2]. 11 vient, notant A\, := z(n — x)/(n — 1), et remarquant que 6 < 1/2 <
1 < )\, pour tout z € [n — 1]

E(exp(0S,) H{)\ i@ _‘9/)‘”}-

L’inégalité

et <1 —u+u?
est vraie pour tout u € (0,1/2], comme on le vérifie en étudiant les variations de v — e~ % — 1 +
u — u?. Son corollaire,

efu

<1+ 2u?,

lui aussi vrai pour u € [0,1/2], nous donne, appliqué & u = 8/\,, qui est inférieur ou égal a 1/2
par hypothése:

E(exp(6S,,) H1+20/>\

Utilisant maintenant 'inégalité 1 4+ u < e*, vraie pour tout u € R, il vient

n—1
E(exp(6Sy)) < exp (Z 292)\;2> .
r=1
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Majorant A\, 2 par 2(1/22 + 1/(n — x)?), on obtient

n—1

E(exp(0Sy)) < exp (892 Z ;2) < exp(86*72/6)

=1
comme annonce. O

La conclusion directe de ce lemme est que I’épidémie prend un temps moyen logarithmique
pour se propager & tous. Le second résultat va nous permettre de controler les fluctuations de
ce temps de propagation totale.

On rappelle maintenant 'inégalité de Markov: une variable aléatoire X non négative est telle

que, pour tout a > 0,
E(X
P(X > a) < 2
a

et 'inégalité de Bienaymé-Tchebitchev, son corollaire obtenu en prenant pour une variable aléa-
toire réelle Y de variance 0% finie et b > 0, X = (Y — E(Y))? dans l'inégalité de Markov:

o
Iz
Ces inégalités admettent une variante trés puissante, obtenue en prenant ’exponentielle de la

variable aléatoire dont on veut controler les fluctuations. Il vient, pour tout 8 > 0, toute variable
aléatoire X et tout ¢t € R:

P(Y —E(Y)|>2b) <

P(X >t) = P(efX > ) < e O'E(Y).
Appliquée & la variable S,,, cette inégalité donne avec le Lemme précédent:
Corollaire 10.1. Pour tout 0 € (0,1/2], tout t € R, on a:
P(S, >t) < e Cy. (10.4)

Cette derniére borne montre que S, et donc le temps avant infection compléte T,,, n’a pas
de fluctuations importantes au-dela de sa moyenne.

Voyons maintenant une application de cette inégalité a une variante du probléme de propa-
gation initial.

10.3 Propagation de tous vers tous

On considére désormais qu’initialement chaque individu ¢ € [n] est détenteur d’un virus (ou
message) qui lui est spécifique. De plus, lorsqu’un individu tente d’infecter un autre, il lui
transmet 'intégralité des virus (ou messages) qu’il détient a cet instant, le processus de tentative
d’infection étant par ailleurs identique & celui du scénario précédent.

On s’intéresse alors au temps qu’il faut pour que chacun ait regu tous les messages initialement
présents dans le systéme. Pour cela nous utiliserons le résultat suivant:

Lemme 10.2. Soient n variables aléatoires SV, ..., S™ telles que pour deuz constantes a,b > 0
et tout t > 0 on ait ‘
Vi € [n], P(S® >t) < ae™. (10.5)
Alors: _
vt > 0, P(sup S > t) < nae™ ", (10.6)

i€[n]
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et:
E(sup S < E[(sup SP)*H] < In(an) +1

(10.7)
1€[n] 1€[n] b

Preuve. Par la borne de 'union (la probabilité d’une union d’événements est majorée par la
somme des probabilités de ces événements) on a

P(sup §% > ) < > P(SD > 1) < nae ™,

1€[n] ic[n)

ot on a utilisé ’hypothése (10.5). Comme pour toute variable aléatoire X non négative,
(oo}
E(X) = / P(X > t)dt,
0

il vient oo
E[(sup SW)*] < / P(sup S > t)dt.
0

i€[n] i€[n]

On borne la probabilité dans cette derniére intégrale par 1 ou par nae =" selon que ¢t < In(na)/b
ou non. On obtient alors la borne annoncée. O

Corollaire 10.2. Dans le scénario de propagation de tous vers tous, le temps T avant que chacun
ne regoive tous les messages a son espérance majorée par

1+ IH(CQTL)

E(T) g% 21n(n) + 27+ o(1) + ——

pour tout 0 € (0,1/2], ot Cp = exp(80°72/6).

Preuve. On remarque que la diffusion de chaque message suit un processus identique & la prop-
agation SI précédente. Le temps T de propagation totale s’exprime donc bien comme maximum
de n temps de propagation, T(®), i € [n]. On peut alors appliquer le Lemme précédent. O

En d’autres termes, en considérant la propagation de tous vers tous plutoét que la propagation
d’un vers tous, on obtient une borne sur le temps total d’infection encore d’ordre logarithmique,
soit qualitativement du méme ordre de grandeur que dans le cas SI de base.



Chapitre 11

Processus de branchement de
(zalton-Watson

Le processus de branchement de Galton-Watson représente un arbre généalogique, et se construit
de la maniére suivante.

Chaque individu donne naissance 4 un nombre aléatoire d’enfants, et ce indépendamment du
nombre d’enfants engendrés par tous les autres individus. La loi {py}ren caractérise le nombre
d’enfants par individu. Partant d’un unique ancétre, le processus est ainsi spécifié.

Plus formellement, le nombre d’individus Z a la génération k € N vérifie alors

Zk—1
Z():]., Zk: ZXm,kv kz]—v

m=1

ot les { X, kb k>1 sont i.i.d. et de loi {py}ren-

11.1 Probabilité d’extinction

Notant pe,+ la probabilité d’extinction i.e. la probabilité de ’événement {3k > 1: Z;, = 0}, soit
encore ’événement que I’ancétre a une descendance finie, on a le

Théoréme 11.1. La probabilité d’extinction pe,t est la plus petite racine dans [0,1] de I’équation
x = ¢(x), (11.1)

ot ¢(x) == E(z¥) = Zkzopkxk.
Sip:=E(X) <1 alors pegt = 1. Sipp > 1 alors pegr < 1. Si =1 alors peyt =0 ou 1 selon
que po = 0 ou py > 0.

Preuve. Notant ¢, (z) = E(z%*) on a ¢o(z) = z et
ou(2) = B(g(2)? 1) = pr—1(8()),

soit par récurrence ¢ (x) = ¢°F(z).
Comme P(Z);, = 0) = ¢x(0), il vient
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La fonction ¢ est non-décroissante sur [0,1], et P(Zy = 0) = 0. Donc pour tout point fixe
x* € ]0,1] de l'équation ¢(x) = x, on a par récurrence

La monotonie de ¢ entraine aussi que le terme dans le membre de gauche croit avec k. L’événement
{Z), = 0} croit vers I’événement d’extinction, donc le membre de gauche ci-dessus croit vers peg:.
Par continuité de ¢, nécessairement p..: est point fixe de z = ¢(x), et est inférieur ou égal a tout
autre point fixe x* d’aprés 'inégalité précédente.

Notant u = E(X), il vient ¢'(17) = p. ¢ est convexe sur [0,1], et donc au-dessus de sa
tangente en 1. Si p < 1, le seul point fixe dans [0, 1] est alors 1, d’0u peyt = 1.

Si p > 1, au voisinage de 1 on a ¢(1 — €) =1 — ep + o(e€), strictement inférieur & 1 — e pour €
assez petit!. Par continuité de ¢, puisque ¢(0) > 0, il existe alors un point fixe dans (0,1 — ) et
donc pe,; < 1.

Si pg = 0, de maniére évidente p.,; = 0. Le dernier cas & considérer est celui ou py > 0 et
© = 1. Lorsque py > 0 et u = 1, nécessairement py + p1 < 1, et donc ¢ est strictement convexe.
Elle est alors strictement au-dessus de sa tangente en 1 sur [0,1). Le seul point fixe est donc
xr =1, doll pest = 1. O

11.2 Parcours “un par un” ou par marche aléatoire

Le résultat précédent découle naturellement d’une construction génération par génération du
processus de branchement de Galton-Watson. Une construction alternative, mettant en lumiére
un lien entre ce processus et une marche aléatoire simple, s’avére utile pour contréler la loi du
nombre total d’individus dans le processus, ainsi que pour décrire la loi d’un processus sur-critique
(u > 1) conditionnellement a ’événement d’extinction.

La construction alternative procéde comme suit. A chaque étape t € N de la construction,
A; représente le nombre d’individus déja ajoutés au processus, et pour lesquels on n’a pas encore
ajouté leurs enfants. On dit aussi que A; est le nombre d’individus actifs a ’étape t.

Partant de Ag = 1 & t = 0, ancétre étant I'unique individu actif initial, on passe de I'étape
t — 1 a l'étape t en sélectionnant un individu actif, en le retirant de I’ensemble des individus
actifs, et en y rajoutant les enfants de cet individu ainsi désactivé.

On a donc I’équation d’évolution:

A=A -1+ X,
ou les {X;};>1 sont i.i.d. de loi {px}ren. Il est clair qu'on peut construire 'arbre de Galton-

Watson de la maniére suivante. Au premier instant ¢ pour lequel A; = 0, la construction s’achéve,
I’événement d’extinction ayant lieu si et seulement si A; atteint éventuellement 0.

Inégalité de Chernoff

Cette inégalité est donnée par:

1Ce développement limité présuppose que p < +oo. Dans le cas ol 4 = 400 on considére ¢(z) = E(zX M)
avec M > 0 suffisamment grand pour que i = E(X A M) > 1, et on applique ce raisonnement pour établir que
la probabilité d’extinction Peg¢ pour la loi modifiée du nombre d’enfants X A M est inférieure & 1. On invoque
enfin le fait aisément établi que pest < Pext-
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Théoréme 11.2. Pour une suite de variables aléatoires i.i.d. X1,...,X, et tout a € R, on a
l’inégalité

IP(Z X; > na) < e M@, (11.2)
=1

ot h(a) := supyso {0a — In[Ee’*1]}.

Preuve. Pour tout 8 > 0 on a
]P(Z X; > na) = PeXi=1 0% > enfa) < gmnag (i 0%y
i=1

ol on a utilisé 'inégalité de Markov selon laquelle, pour b > 0 et une variable aléatoire ¥ non
négative, P(Y > b) < E(Y)/b.

Le membre de droite ci-dessus s’écrit encore exp (—n[fa — log(Ee’*)]). En optimisant cette
borne sur 6 > 0 on obtient 'inégalité de Chernoff. O

Remarque 11.1. La borne de Chernoff est non triviale si E(|X1]) < +oo, a > E(Xy) et il
eviste € > 0 tel que EeX* < +oco. En effet, pour t € [0,¢] la formule de Taylor nous donne
Pezistence de s € (0,t) tel que

6tXl -1

= Xlesxl.
t

Pour X1 <0, ce terme est en valeur absolue au plus | X1|. Pour X, > 0, il est majoré par CetX1
pour une constante C suffisamment grande, d’ou la majoration

tX, 1
o

Le terme de droite fournit une majoration d’espérance finie indépendante de t € (0,¢), et le
membre de gauche converge presque stirement vers X; lorsquet — 0. Le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue donne alors

thl%% [E(e"™) — 1] = E(X4).

Cela implique alors que pour 6 > 0 assez petit, log(IEEe®*X1) —0a < 0 si a > E(X1), et donc
Uezposant de Chernoff, h(a) := supy~o[fa — log Ee?X1] est strictement positif.

Exemple: Pour X; variable aléatoire de Poisson de paramétre p, logEe?X1 = p(e? — 1).
Pour a > y, 'optimum de 'exposant de Chernoff est réalisé pour a = pe?, soit = In(a/p), d’ott

h(a) = phi(a/p)

avec hy(x) := zlog(z) — z + 1.

11.3 Taille de la population totale

La borne de Chernoff combinée avec le parcours de 'arbre de branchement “un par un” nous
donne le résultat suivant:
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Proposition 11.1. Le nombre total Z d’indidivus dans un processus de branchement est donné,
dans le parcours un par un de l’arbre de branchement, par

Z =inf{t >0: A4, =0}
Etant donnée {py}ren la loi des nombres d’enfants Xy, la taille totale Z vérifie
Vn e N, P(Z >n) < e 1)
ot h(a) := supy-o[fa — log EeX1].

Preuve. Puisque A; = A;_1 — 1+ Xy et Ag = 1, il vient 4, = 1 —t + Zi:l X,. Donc au
premier instant ¢ o A; = 0, auquel le parcours de 'arbre d’achéve, on a 0 =1 —1¢ + Zizl X,
soit t =1+ 22:1 X,. Le membr de droite est précisément le décompte de I’ancétre et tous ses
descendants, soit la taille totale Z de la population.

On peut alors écrire:

P(Z >n)=P(Ay,..., A, >0) <P(A, >0).

Le membre de droite s’écrit encore P(X; +...+ X,, > n). La borne de Chernoff fournit alors la
majoration annoncée. U

11.4 Loi d’'un branchement sur-critique conditionnellement
a ’extinction

On adopte comme représentation de I’arbre de branchement la séquence {X7,..., X7} des nom-
bres d’enfants successivement ajoutés dans le parcours un par un, T' € NU{+oco} étant la derniére
étape de I'exploration. Nécessairement, A, =1 —t+ 22:1 X, est positif pour s < T et nul pour
s =T. On a alors le résultat suivant:

Théoréme 11.3. Soit un processus de branchement sur-critique, la loi {pg}ren des X étant
telle que E(X;) > 1. On suppose que la probabilité d’extinction pey: est positive (ou de maniére
équivalente que py > 0).

Pour tout x € [0,1] et tout k € N, on pose pi(z) = ppa®/¢(z), ot d(z) = >, ~q2"pr. On a
alors B

i) La loi de la séquence {X1,...,Xz} associée, conditionnellement & ’extinction est la loi
d’une séquence associée au processus de branchement de loi {qy }reN, 00 qx = pr(T) pour & = Peyt,
soit @ = plyy' P

ii) La moyenne de la loi {py(z)}ken est strictement croissante en x € (0, 1].

iii) Le processus de branchement associé a {q }ren est sous-critique, i.e. l’espérance associée
Y k>0 kaw est strictement inférieure a 1.

Preuve. L’identité g, = pif;tlpk découle de la relation de point fixe pert = @(Pest). Ecrivons,
pour un n > 0 et une séquence x1,..., T, satisfaisant les contraintes d’exploration (i.e. pour
m<n,zi1+...+xm+1l—-—m>0,etax1+...+2,+1—n=0):

P((X1,...,Xz) = (x1,...,x,)|Extinction) = pijP((Xl, X)) = (21, 1))
- p%” %l:l Prm 1—2m
~ g L b
= Peat [L=1 9.,
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ce qui établit la partie i).

ii) On pose & = e et g(u) = ¢(e*). L’espérance de X sous la loi {py(2)}ren est donnée par
g'(u)/g(u). Elle sera croissante en x si elle est croissante en u. Il nous faut donc établir que
g"(u)/g(u) — [¢' (u)/g(u)]? est non négatif. Ce dernier terme s’écrit encore E,(X?2) — E,(X)?, la
variance de X sous la loi {pg(x)}ren. Ce terme est donc strictement positif puisque sous la loi
p(z) la variable X n’est pas constante.

iii) La fonction 9(z) = >, 2" 'pi est telle que ¥(pesr) = (1) = 1. 1l existe donc
T € (Pext, 1) tel que ¢/ (z) =0, soit E,(X) = 1. D’apreés ii), il vient que E,__,(X) < 1. O

Exemple 11.1. Dans le cas d’une loi de Poisson de parameétre A > 1 pour les nombres d’enfants,
conditionnellement a ’extinction la loi du processus est celle d’un branchement avec loi de Poisson
de parameétre A\peyt, et ce dernier parameétre est strictement inférieur ¢ 1.
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Chapitre 12

Epidémies SIR et graphes
d’Erdés-Rényi

Dans une épidémie “Susceptible-Infectieux-Retiré” ou SIR (Susceptible-Infective-Removed en
anglais), chaque individu, une fois infecté, tente de propager 'infection pendant une période
limitée, aprés quoi il devient inactif.

L’exemple le plus simple est celui du modéle dit de Reed-Frost de propagation parmi n
individus tous connectés les uns aux autres. Le processus est alors caractérisé, a part n, par un
unique paramétre p € (0,1). Dans ce processus, un individu quelconque, une fois infecté, tente
d’infecter en paralléle et indépendamment chacun de ses voisins; chaque tentative d’infection
réussit avec probabilité p. On suppose par ailleurs une évolution a temps discret, les tentatives
d’infection par un individu survenant l'instant d’aprés son infection.

12.1 Modéle de Reed-Frost et graphe d’Erdés-Rényi

Par définition, le graphe aléatoire G(n, p), ou graphe d’Erdgs-Rényi, est un graphe sur n noeuds
i € [n], non-orienté, ou, dénotant par §;; l'indicatrice de présence de l'aréte (i,7) pour toute
paire non-ordonnée (¢, j) de [n], les {&;; }1<i<j<n sont des variables aléatoires i.i.d., Bernoulli de
parametre p.

Pour un graphe (non-orienté) G et deux de ses sommets i, j, on rappelle que la distance
de(i,7) est par définition le plus petit entier k tel que il existe ig = i,...,4; = j et pour tout
m € [k], les arétes (iy,—1,%mn) sont présentes dans le graphe. En d’autres termes, dg(i,7) est la
longueur mesurée en nombre d’arétes du plus court chemin dans G de i a j.

On peut alors construire le processus de Reed-Frost a partir d’un graphe d’Erdés-Rényi de la
maniére suivante. Partant d’un ensemble X (0) C [n] de sommets initialement infectés a t = 0,
on construit X (1) en posant

X(1) ={i € [n]\ X(0) : 3j € X(0)|&;; = 1}.
On procéde de méme a chaque étape, posant
X(t) = {i €[]\ (X(O0)U---UX(t—1)): 3j € X(¢ - )¢y = 1}.

Dans cette construction, la variable &;; est utilisée pour déterminée si le premier de ¢ ou de j
qui est infecté réussira ou non a propager I’épidémie & I'autre; dans le cas ou ils sont infectés
simultanément, la variable n’est pas utilisée.

93
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La propagation est donc complétement caractérisée par des propriétés topologiques du graphe
aléatoire, puisque de maniére équivalente, on a

X(t)={i€[n]:da(X(0),i) =t}
En particulier I’étendue finale de 1’épidémie est
Ui>0X (t) = {i € [n] : dg(X(0),7) < +o0}.

On peut encore la décrire comme 'union sur les j € X(0) des composantes connexes I'(j)
correspondantes du graphe.

Cela motive une analyse des propriétés de connexité de G(n,p) et des tailles des composantes
connexes I'(j) correspondantes.

12.2 Emergence du composant géant

On note C(i) la taille en nombre de sommets de la i-éme plus grande composante géante du
graphe GG. On a alors le résultat suivant:

Théoréme 12.1. On considere le graphe G = G(n,p) avec p = A/n, X\ > 0 étant un parametre
fixé.

Dans le régime dit sous-critique ou A < 1, il existe une fonction f(\) telle que

lim P(C(1) < f(\)In(n)) = 1.

n—oo

Dans le régime sur-critique ou A > 1, il existe une fonction g(\) telle que pour tout § > 0 on a

Jim P(|C(1)/n = (1 = pear)| < 6,C(2) < g(A) In(n)) = 1,

0l Pext désigne la probabilité d’extinction du processus de branchement associé a une loi de
Poisson de paramétre X, i.e. la plus petite racine sur [0,1] de x = eAMz—1)

Interprétation: Dans le régime sous-critique toute composante connexe est, avec probabilité
tendant vers 1, de taille au plus logarithmique en n. Une épidémie initialisée en un seul site aura
une étendue au plus logarithmique. Notant | X (0)| le nombre de sites initialement infectés on
aura une étendue finale en O(|X(0)|1n(n)). En ce sens I’épidémie est faible.

Si par contre A > 1, avec probabilité approchant 1—p.., la composante connexe d’un sommet
choisi uniformément au hasard est la plus grande, dont la taille renormalisée par 1/n converge
en probabilité vers 1 — pe,;. L’épidémie atteint alors un nombre macroscopique de sommets,
(1 = pest + 0(1)).

On a un phénomeéne de transition de phase réminiscent du comportement de branchements:
un changement continu du parameétre A induit un changement qualitatif dans le comportement
de I’épidémie (et la topologie du graphe).

La preuve du théoréme repose sur une analyse de la taille C' d’'une composante connexe arbi-
traire, par exemple celle du sommet 1, du graphe G. Cette analyse repose sur une construction
de cette composante connexe selon un parcours “un par un” semblable a celui utilisé pour les
processus de branchement.
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Preuve du théoréme: cas sous-critique

Spécifiquement, on maintient a chaque instant ¢ un ensemble A; de sommets actifs, et on note
A = |A¢]. La construction est initialisée avec Ay = {1}, Ag = 1. On note B; 'ensemble des
noeuds identifiés et inactivés a I’étape t. Initialement By = 0.

On construit alors A; en choisissant un noeud arbitraire 7y € A;_1, qu’on “désactive” tout en
activant I’ensemble de ses voisins non encore activés, qu’on note D;. On a alors By = B;—1 U {i;}
et

Ay = A1 \ {Zt} U Dy.

Notant D; = |Dy|, la loi de D; conditionnellement & F;_1 := o(Aq,...,As—1) est binomiale

de paramétres (p,n — A;—1 —t + 1). En effet, le nombre de sommets non encore explorés est

n— A;_1 —t+ 1, et chacun d’entre eux est voisin de i; avec probabilité p, de maniére i.i.d..
Cela nous donne le

Lemme 12.1. La taille C d’une composante conneze s’exprime en fonction du parcours un par
un comme
C=inf{t>0: A, =0}.

Elle vérifie, pour p = \/n,
P(C > k) < e~ k()] (12.1)

ot h(z) = Mhi(x/A), et hi(x) = zln(z) — x + 1, est la fonction dans la borne de Chernoff de
variables de Poisson de paramétre .

Preuve. Le parcours de la composante connexe s’arréte au premier instant 7" ot Ap = 0. Or
Ai=Di+...+D;+1—1t, (12.2)

soit T' =14+ Dy + ...+ Dp. Ce dernier terme est bien la taille C' recherchée, puisque c’est
le décompte du premier sommet 1 dont on considére la composante connexe, et des nouveaux
voisins de noeuds identifiés successivement dans cette composante.

On peut étendre la suite des D; au-dela de l'instant T en prenant D; de loi binomiale de
paramétres (p,n —t + 1 — A;_1) conditionnellement & F;_1, méme si ces nombres n’ont alors
plus d’interprétation en termes de parcours de composante connexe. On étend de méme A; pour
t > T selon I’équation (12.2), et F; selon Fy = o(Ap, ..., Ap).

Il vient alors

P(C>k) =DP(A,...,A;>0)
< IP(Ak > O)
ZIP(Dl—l-...-i-Dka‘).

La méthode de Chernoff s’applique alors comme suit. Pour 6 > 0 fixé, on a

P(Dy+...+ Dy > k) < e ORRE[e/Pit+Dr)]
< e—akE[ee(D1+...+Dk,1)(1 —p _|_pee)n—k—i-l—Ak,l]7

ol dans la derniére étape on a conditionné par rapport & Fi_1. Le dernier terme dans le membre
de droite vérifie:

(1 _p+p60)nfk+1fAk71 <1 _|_p(60 —1))n < M =1)

Cette derniére expression n’est autre que Ee?X pour une variable X de Poisson de paramétre ).
Itérant, on obtient
P(D; + ...+ Dy > k) < e ¥ [Ee/¥TF.

En optimisant par rapport & § > 0 on retrouve Pexposant de Chernoff h(1) annoncé. O
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Le cas sous-critique du théoréme découle directement du lemme.
En effet, d’aprés la borne de 'union, on a

P(C() > k)=1P(Fi e [n]: |T(¢)| > k) <nP(C > k).
En prenant f(A\) =2/h(1), ou h(x) = Ahy(x/X) est Pexposant de Chernoff, il vient
P(C(1) > f(3)In(n)) < nexp(~2In(n)) = 1/n,

d’ou le résultat.

Cas sur-critique

Une analyse plus fine de la taille C' d’'une composante connexe est maintenant requise:

Lemme 12.2. i) Pour t > 1, la variable Ay +t — 1 admet une loi binomiale de paramétres

(1—-(1-p)tn-—1).
i1) La loi de la taille C d’une composante connexe vérifie

Vk € [n], P(C =k) <P(Bin(1— (1 —p)*,n—1) =k —1). (12.3)

iii) Pour tout k > 0 fizé, lim, .. P(C = k) =P(Z = k), o Z est la population totale d’un
branchement de Galton-Watson avec nombre d’enfants: Poisson(\).

Preuve. 1) Chaque sommet ¢ # 1 a a chaque pas de temps s > 1 une probabilité p d’étre
connecté au nouveau sommet désactivé lors de cette phase de I'exploration, et ce de maniére
i.i.d. relativement aux sommets ¢ et aux instants s. Bien que cette construction ne s’interpréte
en termes de composantes connexes que tant que A > 0, comme on ’a indiqué précédemment
on la poursuit au-dela de ce temps d’épuisement de la composante connexe.

Le nombre de noeuds non encore identifiés & 1’étape ¢ admet donc une loi binomiale de
parameétres ((1—p)?, n—1). Le nombre de sommets rajoutés au sommet initial lors de 'exploration
, soit A; +t — 1, admet donc la loi Bin(1 — (1 —p)t,n — 1).

ii) On a

P(C=k)=P(Ay,...,Ap—1 > 0,4, =0) <P(A; =0).
D’aprés i), cette derniére quantité vaut exactement P(Bin(1 — (1 — p)*,n —1) =k — 1).

iii) Pour toute séquence di,...,d; fixée de nombres de nouveaux voisins potentiels, qui
correspondent & une exploration compléte de la composante connexe, i.e. pour tout t < k,
di+...4+di—t+1>0etdy+...+dy, =k —1, on a la convergence

P(DF = d¥F) = 1‘[1}::1 I(P(Blincgp,n —d1 —)'d1 e —dyy) = dy)
n—l—dy—-—--—dy_1)! " n—1—dy—---—ds
= Ht:l (n_l_ddl_"'—di)ldt!pd (1 —p) 1= d
k _ t
=l e )\%!'

En sommant sur les séquences potentielles d’f le résultat en découle, puisque le membre de droite
ci-dessus est la probabilité que le parcours d’un branchement de loi Poisson(\) donne d¥. O

On a alors le

Corollaire 12.1. Pour tout § > 0 et tout € > 0, il existe A > 0 tel que pour n assez grand:

P(C < A) = pewt] <€, P(C>A&|C/n— (1 = pegt)| > 0) <e. (12.4)
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Preuve. Le résultat iii) précédent implique directement, puisque limy oo P(Z < A) = peat,
qu’on peut choisir A suffisamment grand tel que lim, oo P(C < A) € [Pext — €, Pext]-
Considérons maintenant la deuxiéme condition. D’aprés ii), on a

P(C > A&|C/n — (1 = peat)| > 0) < > P(Bin(1 — (1 —p)k,n—1) =k —1).
k>Ak/n—(1—pext)| >0

Pour k < n(1 — pegt — §), remarquant que 1 — (1 — p)¥ > 1 — e7*? on majore le terme dans la
somme par P(Bin(1 —e % n —1) <k —1) < P(Bin(1 — e~ %7 n) < k).

Notons que la moyenne de la loi Binomiale ci-dessus, soit n[1 —e~*P], est minorée par ak pour
un a > 1 sur k < nf[l — pege — 6] en effet, notant » = k/n on a n[l — e *P]/k = (1 — e ") /r,
fonction décroissante en r sur [0,1] et égale & 1 en r =1 — peyy.

La méthode de Chernoff donne alors pour tout 6 < 0:

P(Bin(ak/n,n) < k) < e % (1 — ak/n + (ak/n)e’)"* < exp(—0k + ak(e’ — 1)),
d’oti Pexistence d’un exposant r > 0 indépendant de n tel que pour k < n(1 — pezt — 9):
PBin(l—-(1-p)Fn-1)=k—-1)<e "™

Il vient

3 P(Bin(1-(1-p)*n-1)=k—-1)<
k>Ak<n(1—peqt—3)

(12.5)

Pour k& > n(1 — pest + 0), notons

1= (1—p)
N (T 0Y
k€n(1—peat+9),n] k—1

La fonction » — [I — e~*"]/r est majorée par une constante b < 1 sur r € [I — pest + 6, 1], et
donc pour n assez grand, s < b < 1. Par ailleurs, la borne de Chernoff d’une variable aléatoire
binomiale est majorée par la borne de Chernoff de la variable aléatoire de Poisson de méme
moyenne. Cela entraine

PBin(l—(1-p)¥,n—-1)=k—1) <PBin((k—1)b/(n—1),n—1)>k—1)
< exp(—(k —1)bh1(1/0)).

On obtient ainsi, pour n assez grand,

PBin(1—(1—-p)fn—-1)=k—-1)<e "
k€[n(1—peat+6),n]

pour une constante a > 0 indépendante de n. Le résultat annoncé découle de cette derniére
inégalité et de (12.5). O

La preuve du cas sur-critique dans le théoréme s’obtient alors ainsi.

Ayant fixé €, 6 > 0 arbitraires, on extrait successivement des composantes connexes I'y, ..., 'y
du graphe G, distinguant trois cas. Si la taille C correspondante est telle que C < A, oul A est
choisi comme dans le corollaire, la composante est dite petite, et on continue. Si |Cy/n — (1 —
Pext| < 0, la composante est dite géante, et on arréte ’extraction. Si on retire une composante
ni petite ni géante, la procédure a échoué.
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La probabilité de succés de la procédure en au plus M étapes est d’aprés le lemme minorée
par

M
_ 1— P —GM

Z[pewt - E]m 1[1 — Pext — 26] = [1 — Pext — 26]1(690—1&).

m=1 — Peat T €

Cette derniére quantité vaut 1 — O(e) pour M = Q(log(1/e)).

Supposant que la procédure ait réussi en au plus M étapes, le graphe comprend au plus
M — 1 composantes petites, une composante géante, et le reste est un graphe d’Erd&s-Rényi
de paramétres p = A/net n’ € [n — (1 — pegt + O)n — (M — 1)A,n — (1 — peyr — 6)n]. Or le
produit des deux paramétres p et n’ est au plus A[pes+ + 6]. Il découle du théoréme 11.3 (voir
aussi ’exemple 11.1) que le produit Apes: est strictement inférieur a 1. Donc d’aprés la premiére
partie du théoréme (cas sous-critique) dans ce graphe résiduel avec probabilité tendant vers 1 la
plus grande composante connexe est de taille au plus logarithmique.

€ et § étant arbitraires, ceci achéve la preuve du théoréme dans le cas sur-critique.



Chapitre 13

Connectivité dans G(n,p) et
approximation Poissonnienne

L’émergence du composant géant caractérisée au chapitre précédent nous révéle que le graphe
G(n, p) est, avec probabilité tendant vers 1 lorsque n — oo, déconnecté si le produit np est borné.

En effet, soit A un majorant du produit np. Construisons simultanément, ou de maniére
couplée, les graphes G(n,p) et G(n,A/n) au moyen de variables aléatoires U;; indépendantes
uniformément distribuées sur [0, 1] pour chaque paire (i,5) € [n] de la fagon suivante. On pose
alors &i; = 1u,,<p, & = 1y,;<a/n comme indicatrices de l'existence de I'arc (i, j) dans G(n,p)
et dans G(n, A/n) respectivement.

Tl est alors clair que la taille C'(1) de la plus grande composante dans la réalisation de G(n, A/n)
majore la taille C’(1) de la plus grande composante de la réalisation de G(n,p) (en rajoutant
des arétes on ne fait qu’augmenter cette taille). Or pour tout § > 0, avec forte probabilité,
C'(1) < (1 = pexst(A) + 0)n < n d’aprés le chapitre précédent, ol pey(A) est la probabilité
d’extinction d’un processus de branchement associé a la distribution Poisson(A). Donc avec
forte probabilité, G(n,p) est déconnecté, ayant sa plus grande composante connexe de taille
strictement inférieure a n.

Notre objectif dans ce chapitre est de caractériser 'ordre de grandeur du produit np pour
lequel la probabilité que G(n,p) soit connecté devient non négligeable. Plus précisément nous
allons prouver le

Théoréme 13.1. Soit ¢ € R une constante fizée. On suppose que lim, _,[np — In(n)] = c.
Alors -
lim P(G(n,p) connecté) =e™ ¢ . (13.1)
n—roo

Ce résultat a le corollaire suivant:

Corollaire 13.1. Le graphe G(n,p) est connecté (respectivement, déconnecté) avec forte proba-
bilité si lim,_,oo[np — In(n)] = +oo (respectivement, —oo).

Preuve. Nous utilisons & nouveau le couplage décrit précédemment entre deux graphes d’Erdds-
Rényi. Lorsque lim,_,o[np — In(n)] = 400, pour tout ¢ € R fixé, pour n assez grand, np >
In(n) + c¢. G(n,p) et G(n,(In(n) + ¢)/n) peuvent donc étre couplés de sorte que les arétes du
second sont toutes présentes dans le premier. Ainsi

—c

lim inf IP(G(n, p) connecté) > lim P(G(n, (In(n) 4+ ¢)/n) connecté) = e~ ¢

n—roo n—oo

99
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Le membre de droite tend vers 1 lorsque ¢ — 400, ce qui permet de conclure.
Lorsque lim,,_, o0 [np — In(n)] = —o0, on obtient pareillement pour tout ¢ € R:

limsup P(G(n,p) connecté) < lim P(G(n, (In(n) + ¢)/n) connecté) = e~ ¢ |

n—00 n—00

et on conclut en remarquant que le membre de droite tend vers 0 lorsque ¢ — —oo. O

Le reste du chapitre est organisé de la maniére suivante. On montre tout d’abord comment
la preuve se réduit a ’analyse du nombre de sommets isolés. On introduit ensuite les méthodes
du premier et du second moment, outils simples mais qui ne sont pas suffissamment fins pour
conclure. On introduit enfin la méthode d’approximation Poissonnienne qui fournit le résultat.

13.1 Réduction a I’étude du nombre de sommets isolés

Un graphe sur n sommets est connecté si et seulement si il ne contient aucune composante connexe
de taille strictement inférieure & n. On peut raffiner cette condition nécessaire et suffisante: un
tel graphe est connecté si et seulement si il ne contient aucune composante connexe de taille
inférieure ou égale a n/2. En effet, dans un partitionnement non trivial des n sommets en
composantes connexes distinctes, 'une au moins doit avoir une taille inférieure ou égale a n/2.

Notons A; I’événement que le graphe G(n,p) contient au moins un composant connecté de
taille . On a alors:

P(G(n,p) déconnecté) = IP(UZLZ{QJ Ay).

La borne de I'union donne la majoration dans

Ln/2]
P(A;) < P(G(n,p) déconnecté) < » P(A;)

i=1
Nous allons montrer que sous les hypothéses du théoréme 13.1, i.e. lim,,_, o np —In(n) = ¢, on a

[n/2]
lim > P(A;) =0. (13.2)
=2
Il s’ensuivra que la probabilité que G(n,p) est connecté a méme limite que la probabilité que le
graphe ne contient pas de sommets isolés.
Considérons séparément le terme pour ¢ = 2 dans la somme dans I’équation (13.2). On a par
la borne de 'union, remarquant que pour n assez grand, np — In(n) —c € [—1,1]:

P(As) < (3)P((1,2) composante connexe)

= (3)p(L —p)*=2
< ng In(n)+c+1 e_Qp(n_Q)

< n[In(n) + ¢ + 1]e=20n()+e=1)+4p
= O(In(n)/n).

Ce terme tend donc bien vers 0. Pour controler la somme des autres termes dans (13.2), nous
utiliserons le résultat suivant de combinatoire:

Théoréme 13.2. (Théoréme de Cayley). Le nombre d’arbres sur l'ensemble [i| de i sommets
est "2,
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Majorons maintenant, pour i € {3,...,|n/2]}, la probabilité P(A;):

P(A;) < (7)P([i] composante connexe)
(")(1 = p)i"=IP(G(i,p) connecte)

%ie’pi("/z)]l)(ﬂ arbre A dans G(i,p))

%e—m(n/m > arbres @ sur ] P(a € G(i,p))
%;’e—pi(n/2)2-i—2pi—1)

ININ A

ol & la derniére ligne on a utilisé le théoréme de Cayley et le fait qu'un arbre sur ¢ sommets
contient ¢ — 1 arétes.

Une version grossiére de la formule de Stirling nous donne ! > /i(i/e)*. Il vient alors, pour
un € > 0 fixé arbitrairement, et pour n assez grand:

n' —pi(n/2);i—2,i—1
= Viti/er ¢ vor
ei(ln(n)+lfpn/2+ln(p))

e1'(ln(n)—&—l—(ln(n)+c— 1)/2+In(In(n)+c+1)—In(n))

P(A;)

N

1
pi5/2

i5/2(ln(2)+c—1
2n —i(1/2—€)In
e 12 (),

IN A

On en déduit:

Z}zéﬂ IP(.AZ) < Zi>3 2,,1677;(1/276) In(n)

> 73(1/276)17717(11/276) = O(n~1/2+3¢),

=2n-n
Nous avons donc établi que la probabilité que G(n, p) est connecté a méme limite que la probabilité
que G(n,p) n’admet pas de sommets isolés.

Preuve. (théoréme de Cayley). Nous établissons une bijection entre les arbres sur [i] et les suites
{v1,...,v;_2} & valeurs dans [i]. Etant donné un arbre a, on distingue le sommet 1 comme racine
de cet arbre. On considére les feuilles de I’arbre enraciné en 1, i.e. les noeuds distincts de 1 et de
degré 1 dans a. On définit alors v; comme 'indice de I'unique voisin de la feuille de plus petit
indice, soit u; 'indice de cette feuille. On considére ensuite 'arbre a; obtenu en supprimant la
feuille u; de a, et on poursuit la méme procédure: vo est alors 'indice de I'unique voisin dans aq
de la feuille de plus petit indice (soit ug) dans a;. On s’arréte au bout de i — 2 étapes avec un
arbre constitué d’uniquement deux sommets, dont le sommet racine, 1. On note ¢(a) la séquence
résultante {v1,...,v;_2}.

Montrons que cette application ¢ de ’ensemble des arbres vers I’ensemble des suites vy, ..., v;_o
a valeurs dans [i] est une bijection.

Partant de vy, ...,v;_q, Parbre a est reconstruit comme suit. Soit u; le plus petit élément de
{2,...,41} n’apparaissant pas dans {vy,...,v;_2}. Nécessairement l’aréte (u1,v1) est dans a. Soit
alors usy le plus petit élément de {2,...,i}\ {u1} n’apparaissant pas dans {vs,...,v;_2}. L’aréte
(ug,vz) est aussi nécessairement dans a. On poursuit ainsi, définissant u, comme le plus petit
élement de {2,...,4} \ {u1,...,u¢—1} n’apparaissant pas dans {vy,...,v;_2} et incluant l'aréte
(ug,vg), jusqu’a l'étape ¢ = i — 2. On termine la construction en constatant que la (i — 1)-éme
aréte (u;—1,1), ot u;_1 est 'unique élément de {2,...,i}\{u1,...,u;—2} est nécessairement dans
a. Ceci établit que 'arbre a est uniquement déterminé par sa suite associée {vq,...,v;—2}. La
fonction ¢ est donc injective.

Pour conclure, il suffit de montrer que partant d’une séquence {vy,...,v;_2}, la construc-
tion précédente fournit un arbre. Cela vient du fait que par construction, chaque sommet
u € {2,...,i} est connecté au sommet 1 dans la construction précédente. Un graphe connexe
sur ¢ sommets ayant ¢ — 1 arétes est un arbre, d’ou le résultat. O
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13.2 Meéthodes du premier et du second moment

Etant donné un ensemble dénombrable V', et pour tout u € V', une variable aléatoire Z,, € {0,1},
interprétée comme l'indicatrice d’un événement 2, indicé par u, on s’intéresse a la probabilité
de T'union U,y (2, dont l'indicatrice est donnée par sup,cy Z,. Notant X = ZuEV Zu, la
méthode du premier moment consiste simplement & majorer la probabilité de I'union des €,, par
I’espérance de X:

P(UuevQy) = E(Sug Zy) < E(Z Z,) =E(X) = Z E(Zy).
ue uev ueV

Ce n’est autre que la majoration de la probabilité de I'union d’événements par la somme de
leurs probabilités. Malgré sa simplicité, cette méthode est remarquablement utile pour prouver
que la probabilité d’'une union d’événements tend vers 0. Elle ne nécessite aucune hypothése,
notamment d’indépendance, entre les événements 2,: la probabilité considérée tend vers 0 dés
que le premier moment de X tend vers 0.
Appliquons-la pour majorer la probabilité qu’il existe un sommet isolé dans G(n, p), prenant
V=[n]let Z, =1, jgo)e- 1l vient
IP(3u sommet isolé) < n(1 — p)" L.

Sous I’hypotheése lim,,_, o np—In(n) = +o0, il vient immédiatement que la probabilité de présence
d’un sommet isolé dans G(n,p) tend vers 0.

La méthode du second moment permet de minorer, dans le méme contexte, la probabilité que
I'un au moins des événements €2, se produise. Elle consiste & écrire:

P(sup Z, =1) =P(X > 0),
ueV

et & utiliser alors I'inégalité de Bienaymé-Tchebitchev de la maniére suivante:

< Var(X)

P(X <0)=P(X ~E(X) < ~E(X)) < P(IX ~BWX)| > E(X)) < rrma

On en déduit alors que P(X > 0) tend vers 1 dés que d’une part E(X) tend vers Uinfini, et
d’autre part Var(X) est négligeable devant (IE(X))2.

Appliquons-la au nombre de sommets isolés dans G(n,p). Dans ce cas, pour deux sommets
distincts u,v € V = [n], on a

E(Z.Z,) = (1 _p)n71(1 _p)n—2’
et donc
E(X?) = E(X) +n(n —1)(1 —p)*~3.
Il vient:
Var(X) = E(X)—n(1-p)** 2 +n(n—1)[(1-p)*" "> =(1-p)*"7?] < B(X)+n*[(1-p)*" >~ (1-p)*" 7.
On en déduit
Var(X) < 1 D

BX): S EBX) 1-p

La méthode du second moment nous donne alors que si lim,, ;o [np—In(n)] = —oo, alors E(X) —
oo et p — 0, et donc P(Ju isolé) — 1.
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13.3 Distance en variation

Définition 13.1. La distance en variation entre deux mesures de probabilité uy, pe définies sur
le méme espace mesurable (U, F), ot F est une tribu de parties de ), est définie comme

d'uar(,ula /JQ) =2 sup |,u1(A) - /LQ(A)|
AEeF

Afin d’en fournir une caractérisation alternative, on rappelle la définition et le théoréme
suivants:

Définition 13.2. Pour deux mesures u, v sur l’espace mesurable (2, F), v est absolument
continue par rapport ¢ p si et seulement si pour tout A € F, u(A) = 0 = v(A) = 0. On note
cette propriété v << L.
Théoréme 13.3. (Radon-Nikodym). Pour deux mesures j, v sur l’espace mesurable (Q F),
avec v absolument continue par rapport o p, il exviste une fonction mesurable dénotée —” et
appelée densité, ou dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport a i, telle que pour toute fonctzon
v-intégrable f, on ait
fw)r(dw) = f( ) (@) pa(dw).

Q dp

En particulier, pour tout A € F on a

u(AJ::LA;1A<w>§§<w>u<dw>

On a alors la

Proposition 13.1. Soit une mesure u telle que 1 et s soient absolument continues par rapport
a . On a alors l'expression:

dvar(ﬁ'la /”‘2) =

du du
Jw—ﬁwwm

ot dp;/du est la densité, ou dérivée de Radon-Nikodym de u; par rapport & .
Pour Q =N on a en particulier, en prenant pour p la mesure de comptage sur IN:

dvar va N2 Z |u1 )|
neN

Preuve. Pour tout A € F, et p une mesure telle que pp et py sont absolument continues par
rapport & p (une telle mesure existe toujours: on peut par exemple choisir p = (1/2)(u1 + p2)).
On a alors

2\p1(A) = p2(A)| = |p1(A) — po(A)| + |p1 (A

"Rl - g
< A di,j - % p(dw).
Réciproquement, posons A = {w P (w) — G (w) > O} On a alors:
e A e g A
- /;[;E/? ; i () J)r],(l = p2(A)) — (1 = pa(4))

ce qui conclut la preuve. O
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Définition 13.3. La suite de lois {pin }n>0 sur un méme espace mesurable (Q, F) est dite con-
verger en variation vers la loi limite pioo $i My o0 dyar (fin, froo) = 0.

Remarque 13.1. La convergence en variation entraine la convergence en distribution. En effet,
la convergence en distribution des i, vers p est équivalente a la convergence, pour toute fonction
[ = R continue bornée, de [ fdu, vers [ fdpes. Or on a, choisissant une mesure p devant
laquelle les piy,, oo sont absolument continues:

_ it dpios
‘/fdﬂn _/fdﬂoo‘ = ‘/f |:d,u d,U, :|/~L(dw)‘ S Hf“oodvar(ﬂnnuoo)a

o on a utilisé la notation ||f||sc = sup,eq |f(w)|, et le résultat précédent. La conclusion en
découle.

Nous établissons maintenant un lien entre la notion de couplage et la distance en variation.
Pour cela, nous introduisons la

Définition 13.4. Pour deux lois de probabilité iy, ps sur le méme espace mesurable (Q, F), un
couplage de py et po est un couple (X1, X2) de variables aléatoires de lois respectives p1, pio.

On a alors le

Théoréme 13.4. Etant donné un couplage (X1, Xs) de deux lois py, po sur l’espace mesurable
(Q,F), on a linégalité de couplage

duar(lfflalJQ) S ZIP(Xl 7é XQ)

Réciproqguement, il existe toujours un couplage (X1, X2) de (1, pe) tel qu’on ait égalité dans
l’inégalité ci-dessus.

Preuve. Soit A€ F. On a:

1 (A) — p2(A)| = [E[lx,ca — 1x,eall
= |E[1x,£x,(1x,ea — 1x,e4)]|
S Elx,£x,1x,e4 — 1x,ea)|]
<P(X; # X)

Réciproquement, soit p une mesure telle que pu; << p, ¢ = 1,2. Notons f; = dy;/du, f(w) =

filw) A fa(w), et A={w: f1(w) > fg(w)}.i
Notant que f = fo sur A et f = f; sur A, on a les identités:

duar (11, 112) = / i — faluldw) = 2 /A (i — Puldw) = 2 /Z (fo — f)pu(deo).
On en déduit: )
/[f? - f]M(dUJ) = §dvar(,u17,u2);
Q

soit

/ f/.L(dOJ) =1- %dvar(ﬂlaMQ)'
Q

Soit Z une variable de Bernoulli de paramétre 1 — %dwr(yl, t2), X une variable aléatoire sur 2
de densité f(w)/[1— 2 dyar(pt1, u2)] par rapport a 1, et Y; des variables aléatoires sur €2 de densité
[fi = f1/1(1/2)dyar (11, p2)] par rapport a p (les calculs précédents garantissent qu’il s’agit bien
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de densités de probabilité, i.e. non négatives et d’intégrale 1 par rapport a ). On suppose par
ailleurs que Z est indépendante de (X, Y7, Ys).
Le couplage annoncé consiste alors & poser, si Z =1, X3 = Xo = X, et si Z =0, X; =Y,
1 = 1,2. Montrons qu’il s’agit bien d’un couplage de p; et ps. On a en effet, pour tout B € F,
eti=1,2:
P(X;eB) =P(Z=1)P(XeB)+P(Z=0)P(Y; € B)

_ / Fuldw) + / [fi — flu(dw)

B
= [ fipldw) = pi(B).
B

Enfin ce couplage de py et pg vérifie que P(X; # Xo) <IP(Z = 0) = (1/2)dyar(pt1, p12), d’ott le
résultat annoncé. O

Corollaire 13.2. Notant Poiy la loi de Poisson de paramétre X, on a pour tous A\, X' > 0:
dvaT(POi)\, POZ')\/) S 2‘)\ — )\/|

Preuve. Supposons sans perte de généralité A < N. Soient X;, A deux variables aléatoires
indépendantes de lois respectives Poiy, Poiy/_», de sorte que X := X7 + A a pour loi Poiy..
L’inégalité de couplage donne

dvm«(POi)\,POi)\/) < 2]P(X1 75 XQ) < Q]P(A > 0) < 2E(A)

Le membre de droite s’écrit bien 2|\ — Al. O

13.4 Approximation Poissonnienne: méthode de Stein-Chen

La méthode de Stein-Chen fournit des bornes explicites sur la distance en variation entre la
loi d’'une somme de variables valant chacune 0 ou 1 et une loi de Poisson. Nous établissons
maintenant le résultat suivant.

Théoréme 13.5. (Stein-Chen). Soit V un ensemble dénombrable et soit pour tout uw € V une
variable Z, € {0,1} associce. On note m, = B(Zy), X = D, cv Zu, A = B(X) = > oy Tu-
Supposons qu’il existe des variables aléatoires {Zyy buvev,vtu telles que pour tout u € V, la loi
de {Zyv }ozu coincide avec la loi des {Zy }yz conditionnellement & Z,, = 1. Alors:

dyar (X, Poir) < 2min(1L, A1) Y " 7y |70+ > Bl Zuy — Zul| - (13.3)
ueV vFEU

Preuve. Soit A C N. On définit la fonction f: N — R (qui dépend de X et de A) en posant

f(0) =0,
Af(i+1) —if(i) =14(i) — Poix(A), i € N.

Notons x une constante de Lipschitz pour la fonction f, i.e.
Par définition de f, on a

ENf(X +1) — Xf(X)] = P(X € A) — Poiy(A).



106CHAPITRE 13. CONNECTIVITE DANS G(N, P) ET APPROXIMATION POISSONNIENNE

Le théoréme sera établi en montrant que le membre de gauche de cette derniére expression est
en valeur absolue au plus la moiti¢ du membre de droite de (13.3).
Or, notant que E[X f(X)] =3, cy mE[f(1 + 3, Zuv)], on obtient
EA(X+1) = X0 =[Sy mB O+ oer Z) = 0+ o Zun)
S ZuEV T‘—U‘KIE ‘ZvEV ZU - Zv;ﬁu ZUU
<KD ey Tu {ﬂu + Zv;éu E|Z, — Zm,q .

Le résultat vient alors en établissant que la fonction f admet pour constante de Lipschitz x =
min(1, A\71), ce qui découle du lemme qui suit. O

Lemme 13.1. La fonction f définie ci-dessus admet pour constante de Lipschitz [1 — e ]/,
qui est magorée par min(1,A\71).

Preuve. Indiquons la dépendance de f par rapport & A en la notant f4. On établit aisément par
récurrence que la fonction f4 satisfait

Poi(AN{0,...,i}) — Poin(A)Poin({0,...,i})
APoiy ({i})

Notons pour tout j € N f; la fonction correspondant au choix particulier A = {j}. On a d’aprés
(13.4) lidentité fa = .. 4 f;- Soit i € N. On a alors:

Fa(i+1) = fai) < Y [fi(+1) = f56)] < fili +1) = fili)-

JEA

fali+1)=

(13.4)

En effet, tous les termes dans la somme précédente sur j € A sont négatifs ou nuls, sauf le terme
pour j = i, et ceci d’aprés les propriétés suivantes de monotonie des f;.
D’apreés (13.4), pour j >4 on a

fj(i + 1) _ _POIA({Ji%}:))l\/EEE% ce ,Z}) — —POi)\({j}) Z (;) %7

k=0

qui est clairement non positif et décroissant en ¢. De méme, d’aprés (13.4), pour j < i on a

, Poix ({7 })[1 — Poir({0,...,i})] PR | AP
fii+1) = — = Poix({j}) : ;
J APoiy ({i}) — (k::l‘l) (k+1)!
qui est clairement positif et décroissant en i.
On a donc:

FaG+1) = f4G) < fili+1) = fi0) , ,
_ Poiy({iph[1-Poi,({0,...,i})] n Poi, ({i})Poi, ({o,...,i—1})

. APoiy({ip) o APoi, ({i-1})
=3 11— Po'l,\({(), .. ,z}) + ?l?ou({o, i = 1})]
< 5 [1 = Poix({0,...,i}) + Poir({1,...,4})]

1-Poiy({o}) _ 1-e>
A - A

En remplacant A par A et en notant que f4 = — fz, le méme argument donne

1—e*
T

fa(i+1) = fa(i) = —=[fz(i + 1) — fz(5)] >
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Approximation Poissonnienne du nombre de sommets isolés

Nous appliquons maintenant le théoréme de Stein-Chen pour montrer que lorsque lim,, o [np —
In(n)] = ¢, la loi du nombre X de noeuds isolés dans G(n,p) converge en variation vers Poi,-c,
ce qui permettra de conclure la preuve du théoréme 13.1 au vu des arguments de la section 13.1.

Notant pour w,v € [n], u # v, &, Uindicatrice de la présence de laréte (u,v) dans G(n, p),
et Z, l'indicatrice du fait que le sommet u est isolé, on a

Zu = H (]- - guw)

we[n],w#u

Posant alors

Zuw = [[w € nlw ¢ {u.0}(1 ~ &),

on vérifie aisément que la loi des {Zy, }v£y coincide avec celle des {Z,},-, conditionnellement
a Z, = 1. En effet, {Z, = 1} est équivalent & &, = 0,w # u. L’indépendance des variables &
permet de conclure a cette identité de distributions.

Notant A = E(X) = n(1 — p)"~!, la méthode de Stein-Chen nous donne alors:

dyar(X,Poiy) < 2min(1, )‘71) Zue[n] % [% + Zw&u E| Hu;¢v(1 —&ow) — Hw;éu,y(l —&ow)|
= 2min(\, 1) [3 +(n—1)p(l- p)"‘ﬂ
A
<2 [; + At

D’apreés 'hypotheése lim,, oo [np — In(n)] = ¢, on a lim, 00 A = e7¢, et p/(1 — p) ~ In(n)/n. Le
membre de droite de cette derniére expression vaut alors O(In(n)/n) et tend donc vers 0. Pour
conclure, on utilise 'inégalité triangulaire:

dyar (X, Poig—c) < dyar (X, Poiy) + dyar (Poiy, Poig-c).

Le premier terme tend vers 0 car en O(In(n)/n) comme on vient de le voir. Le second terme est
majoré par 2|\ — e~ ¢| d’aprés le Corollaire 13.2, et tend donc lui aussi vers 0.
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Chapitre 14

Impact de la topologie sur les
épidémies

Dans ce chapitre nous considérons un graphe G = (V,E) non nécessairement complet, et
analysons 'impact de la topologie du graphe sur le comportement d’épidémies s’y propageant.
Nous nous intéressons en particulier au processus SIS (Susceptible - Infecté - Susceptible).

Nous énongons tout d’abord une condition suffisante pour l'extinction rapide de 1’épidémie
exprimée en fonction du rayon spectral de la matrice d’adjacence du graphe, ainsi qu’une
condition suffisante pour la survie longue de I'épidémie, exprimée en fonction de constantes
isopérimétriques du graphe.

Ces conditions sont alors appliquées au cas des graphes complets, des hypercubes, et enfin
des graphes d’Erdgs-Rényi.

Nous introduisons ensuite des outils de couplage de processus de Markov, basés sur des critéres
pour que I'image d’un processus de Markov par une application soit & son tour un processus de
Markov. Ces outils sont enfin mis en oeuvre pour prouver les résultats annoncés en début de
chapitre.

14.1 Temps de survie des épidémies SIS

L’épidémie SIS sur le graphe G = (V, E) est définie dans ce chapitre comme suit. C’est un
processus Markovien de sauts {X (t)};er, & valeurs dans {0,1}", out X;(t) = 1 (respectivement,
X;(t) = 0) si au temps ¢ le sommet 7 € V est infectieux (respectivement, susceptible). Ses taux
de transition non nuls sont donnés par

Qu,x4e; = /Blwi:O § Aij$j7 Que,x—e; = 61’1"
jev

oz € {0,1}V, i € V, A;; est 'indicatrice que l'aréte (i,;) est présente dans G, 3 est le taux
d’infection le long de chaque aréte et ¢ est le taux de rémission de chaque site. On suppose
0,8 > 0. A est aussi appelée la matrice d’adjacence du graphe.

Un tel processus peut étre pertinent pour modéliser la propagation dans une population d’un
virus mutant rapidement, de sorte qu’aprés une rémission, un individu est & nouveau susceptible
d’étre infecté par le virus qui, ayant muté, n’est pas reconnu par le systéme immunitaire de
I'individu.

109
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Le modeéle SIS est aussi pertinent pour décrire un scénario dans lequel des machines (des
capteurs par exemple) stockent une information dans une mémoire volatile, et se transmettent
cette information de proche en proche. L’infection correspond alors a la réplication d’information
d’une machine vers une machine voisine, tandis que la rémission correspond & ’effacement de la
mémoire volatile.

L’état 0V, ol chaque sommet est susceptible, est absorbant pour ce processus. Le régime
stationnaire est donc trivial. Par contraste, le temps d’atteinte de cet état absorbant est non
trivial, et capture un aspect intéressant du comportement du processus. Ainsi dans le scénario
de machines & mémoire volatile, il représente le temps de survie de I'information dans le systéme.

Définition 14.1. Le rayon spectral p(A) d’une matrice symétrique A est défini comme le maz-
imum des valeurs absolues de ses valeurs propres.

On a alors le

Théoréme 14.1. Pour un graphe fini G = (V,E), 5,0 > 0, notant p le rayon spectral de la
matrice d’adjacence A de G, et T le temps d’absorption du processus dans Uétat 0V, on a pour
tout t et toute configuration initiale (0) € {0,1}V:

VtERy, P(T>1) < [0 2;(0)e!Pr=0) < petPr=0), (14.1)
i€V

Nous prouverons ce résultat en fin de chapitre. Il permet d’obtenir une condition simple sous
laquelle le temps moyen d’infection est logarithmique en n:

ot n = |V|.

Corollaire 14.1. Si Bp < n, alors

E(T) < (14.2)

Preuwve. Ecrivant E(T) = 0+OOIP(T > t)dt, on majore l'intégrand IP(T > t) par 1 pour ¢t <

In(n)/(6 — Bp), et par net®?=9 pour t > In(n)/(6 — Bp), en utilisant le théoréme. Il vient

In(n)
d—Bp

etwpa)]*"o ~In(n) +1
B =0 Jiumyso-pe) 0= PP

comme annonce. O

E(T) <

]

Introduisons maintenant un second descripteur topologique:
Définition 14.2. Ftant donné un graphe G = (V, E), pour tout entier m < n, ot n = |V|, on

définit la constante isopérimétrique associée N, (G) comme:

m(@) = e 55

) 14.3
scv,|S|l<m |9 ( )

ot S est le complémentaire de S dans V, E(S,S) est l’ensemble des arétes avec une extrémité
dans S et lautre dans S, et |E(S,S)| est le nombre de telles arétes.

On a alors le
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Théoréme 14.2. Soit un graphe G = (V, E). Supposons que pour une constante r €]0,1[, et
pour un entier m < n on ait By, > 0/, ot N, est la constante isopérimétrique de G. Notant T
le temps d’extinction du processus SIS de parameétres 3,9 sur G, on a alors pour tout k > 1:

P(T > )y > (1—r)1—rmHk1 - (k) (14.4)

— 2dm
pour une fonction f: N — [0,1] telle que limy_,» f(k) = 0.

On verra dans la preuve, donnée en fin de chapitre, qu'un choix explicite pour f(k) consiste
en f(k) = P(E1 + ...+ Ex < k/2) pour des variables aléatoires F; i.i.d., exponentielles de
parameétre 1. La convergence de f vers 0 découle donc de la loi des grands nombres; l'inégalité
de Chernoff permet de plus d’établir que cette décroissance est exponentiellement rapide.

Corollaire 14.2. Sous les hypothéses du théoréme, pour k = [r~™%2], on a

Pz S o2 )
= 26m - ’
et donc
Lr—m 2] 8201
E(0T) > (1=7)"(1 = f(k)).

Si pour une séquence de graphes G, une suite m,, tendant vers linfini, et une constante fize
r € [0,1] on a Bunm, (Gn) > 6n/r, alors le temps d’extinction T,, de l’épidémie sur G, de
paramétres (B, 0n) vérifie

[

E(5,T,) > (1—7)%(1 —o(1)) = ?0mn), (14.5)

2m.,

Ce dernier résultat s’interpréte comme suit: sous la condition 87, > §/r, le temps d’extinction
est exponentiellement long en m. Cette condition est a rapprocher de la condition suffisante pour
Pextinction rapide, qui s’exprimait comme Sp < §: ici, on a renversé le signe de 'inégalité, et
remplacé p par ny,.

Preuve. En appliquant le théoréme 14.2 avec k = [r~™%2 ], le membre de droite de (14.4) vérifie
(1 =r)@ =™ = f(k) > (1= r)[L = kr™ (1 = £(k)),

ou on a utilisé I'inégalité [[,(1—b;) > 1 — 3", b;, valide pour toute suite de valeurs b; € [0,1]. La
premiére inégalité du corollaire en découle puisque kr™ 1 < p=m+2pm—1 <,
La minoration de IE(6T") s’en déduit alors en écrivant
k k

> — > —).
E(67) > 5—P(67 > 5-)

14.2 Transition de phase pour des graphes particuliers

Appliquons maintenant ces conditions & des graphes particuliers.

On remarque tout d’abord que le rayon spectral de la matrice d’adjacence d’un graphe d-
régulier vaut d. En effet, le rayon spectral p(M) d’une matrice M est toujours majoré par
max; ) ; [ M;;| (exercice). Pour un graphe d-régulier de matrice d’adjacence A, on amax; »; |A4;;| =
max; d; = d, ol on a noté d; le degré du sommet i, et donc p(A4) < max; d; = d. Inversement, le
vecteur e constitué uniquement de 1 est vecteur propre pour la valeur propre d.
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Graphe complet

Le graphe complet sur n sommets est n — 1-régulier, donc de rayon spectral n — 1. Par ailleurs,
pour tout m < n, sa constante isopérimétrique 7, vaut n — m. On obtient ainsi le résultat
suivant:

Proposition 14.1. Soit G = (V, E) le graphe complet sur n sommets. Soit € €]0,1[ fizé. On
note T le temps d’extinction d’une épidémie SIS sur ce graphe, de paramétres 3,6 > 0.
Si B(n—1) <§(1 —e€), alors

In(n) + 1
€

E(6T) < = O(In(n)).
SiB(n—1) > (1 +¢€), alors
E(0T) > %™,

En effet, la majoration de IE(6T") est immédiate au vu de (14.2), puisque § — Sp > Je par
hypothése.

Pour la minoration , on prend m,, = ne/2. On a alors fn, = (1 —¢€/2)n > (1 —¢€/2)(1+¢€)o
par hypothése, soit 81, > 6/r avec r=! = (1 — ¢/2)(1 + €) > 1 pour € €]0,1[. La minoration en
M) de TB(6T) découle alors de (14.5).

On a donc une transition de comportement de I’épidémie lorsque le produit S(n—1)/d franchit
la valeur critique 1.

Hypercube

On prend ici pour G = (V, E) I'hypercube & d dimensions, i.e. n = 2% V = {0,1}4, et deux
sommets u, v sont adjacents si et seulement si leur distance de Hamming est égale a 1. Le graphe
est d-régulier. Par ailleurs, un résultat de Harper [8] établit que pour m = 2*, k < d, la constante
isopérimétrique vérifie 7, > d — k. Ceci nous permet d’établir la

Proposition 14.2. Soit € €]0,1[. Si 8d < (1 — €)d, alors

E((ST) < M

= O(In(n)).
Si fd > (1+¢€)d, alors
E(0T) > exp(Q(n/?)).

En effet, la majoration est obtenue de maniére identique au cas du graphe complet (et vaut
en fait pour n’importe quel graphe d-régulier, pas uniquement ’hypercube). Pour la minoration,
on prend m = 2°//2. On a alors Bn,, > B(1 —€/2)d > §(1 — €/2)(1 + €) = §/r par hypothése,
avec r < 1. On obtient alors de (14.5) la minoration en e®(™) = exp(Q(n/?)) de E(5T).

On a ici aussi une transition de comportement de 1’épidémie lorsque Sd/§ franchit la valeur
critique 1.

Graphe d’Erdés-Rényi

Le lemme suivant va nous permettre d’appliquer les bornes générales aux graphes d’Erd&s-Rényi
de degré suffisamment grand:
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Lemme 14.1. Soit d une fonction de n telle que d > In(n). Pour le graphe G,, = G(n,d/n)
on a alors les convergences en probabilité, pour tout « €]0,1[, notant p, le rayon spectral de la
matrice d’adjacence de Gy, :

lim Pa _ 1 lim 7770‘”(6;”) =

n—oo d 7 nSeo (1 — a)d - (146)

Preuve. Soit € €]0, 1] fixé. Notant d; le degré du sommet ¢ € [n] dans G,,, celui-ci admet une loi
Binomiale Bin(n — 1,d/n). Soit d’ = (n — 1)d/n sa moyenne. D’aprés la borne de 1'union, et le
fait que les bornes de Chernoff pour une variable binomiale sont plus resserrées que les bornes
correspondantes pour des variables de Poisson de méme moyenne, on a

P(sup;ep di > (1 +€)d) < nP(Bin(n —1,d/n) > (1 +€)d)
<nexp(=d'h(d(1 +¢)/d)),

ot h(z) = xIn(x) —x + 1, et le dernier terme correspond a la borne de Chernoff de la probabilité
P(Poi(d") > (14€)d). L’argument de h tend vers 14 ¢ lorsque n — oo, et comme d’ ~ d > In(n),
I’exponentielle tend vers 0 plus vite que n’importe quelle puissance négative de n, donc le membre
de droite ci-dessus tend vers 0. Pareillement,

P(infiem di < (1 —€)d) < nP(Bin(n —1,d/n) < (1 —€)d)
< nexp(=d'h(d(1—-¢€)/d)),

et ce dernier membre tend vers 0, d’aprés le méme argument.

Lorsque sup, d; < d(1 + €), la matrice d’adjacence A,, des G,, a toutes ses valeurs propres de
module inférieur ou égal & d(1 + €), soit p, < d(1 + €) d’aprés la majoration du rayon spectral
par le maximum sur chaque ligne de la somme des valeurs absolues des entrées correspondantes.

Pour une matrice M et un scalaire a > 0, on aa > p(M) si et seulement si limy oo (a2 M)F =
0: cela est immédiat pour une matrice diagonalisable, mais s’applique aussi au cas non diagonal-
isable en considérant la forme normale de Jordan de la matrice.

Lorsque infe, d; > d(1 — €), en choisissant a = (1 — €)d, le vecteur e = (1,...,1)T € R"
vérifie

(atA,)e > e.
Donc nécessairement a = d(1 — €) < p(A,) = p,. Cela établit la convergence en probabilité

lim,, o0 pr/d = 1.
Pour la constante isopérimétrique 1 := 14, (G, ), écrivons

P(n< (1+6)(1-a)d) >P (el < (14 ¢)(1 - a)a)
= P(Bin(na(n(l — a)),d/n) < na(l +€)(1 — a)d).

Cette derniére probabilité tend vers 1 lorsque n — oo, par exemple d’aprés I'inégalité de Chernoff.

Inversement,
P(p<(l—e)(1—a)d) <37 (MP Cﬂ B < (1- )1 - a)a)
= ZZO‘ ( ) (Bin(k(n — k),d/n) < k(1 —€)(1 — a)d)
S Z —bkh(ak/bk)

a nouveau d’apreés la borne de I'union et I'inégalité de Chernoff, ot on a noté ay, = k(1—¢)(1—a)d,
et by = k(n — k)d/n. Le ratio ay /by est majoré par 1 — €, et by est minoré par kd(1 — «), pour
k < an. 1l vient donc:

Pn<(l-e(l-a)d) <3p2 nkehdl-e)hll-9
— 1.

< T_ne—di—a)h(i—e)
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Ce dernier terme tend vers 0 lorsque n — oo, d’aprés ’hypothése d > In(n) et le fait que
(1—a)h(l—¢€) >0. O

On obtient en corollaire la proposition suivante:

Proposition 14.3. Soit d une fonction de n telle que d > In(n) et soit G, = G(n,d/n). Pour
un € > 0 firé, si Bd < (1 — €)d, avec probabilité tendant vers 1 lorsque n — oo, le graphe
G, est tel que le temps d’extinction T, de l’épidémie SIS sur G, de paramétres B, § vérifie
E(6T,,) = O(In(n)).

Inversement, si Bd > (14 €)d, avec probabilité tendant vers 1 lorsque n — oo, le graphe G,
est tel que TB(0T;,) > (™),

14.3 Images Markoviennes de processus de Markov

Nous traitons d’abord le cas des chaines de Markov pour motiver le résultat sur les processus
Markoviens de saut.

Chaines de Markov

Théoréme 14.3. Soit { X, }nen une chaine de Markov sur lespace dénombrable E, de matrice
de transition P = (p;j)i jer. Soit f : E — F une fonction de E dans un autre espace dénombrable
F. On suppose qu’il existe une matrice de transition P sur F telle que, pour tout i € E, et tout
yeF, on ait

Z Pij = Df i)y (14.7)

JEE:f(J)=y

Alors le processus a temps discret sur F défini par Y, = f(X,), n € N, est une chaine de Markov
de matrice de transition P.

Preuve. Soit n € N, n>1etyy € F*™. Ona

PYG' =40) = Xaneprtivi flen—y, P (X0 = 75)
= ngeEnH:w,f(zi):yi P(Xo = o) H;:ol Pziwipa
- ng“eEn:w,f(x,i)=m IP(Xo = o) H?:_()Q Dy ais1Df(2n—1)yn
= ]P(Yon_l = yg_l)ﬁyn_hyna

d’aprés 'hypothése. Le résultat annoncé en découle. O

Remarque 14.1. En général, limage d’une chaine de Markov n’est pas Markovienne. Pour
s’en convaincre on peut considérer la chaine de Markov déterministe sur {0,1,2} donnée par
Xn+1=Xn+1 (mod 3) et la fonction f(r) = 1y—2. Pour X7 ={0,1,2,0,1,2,...}, le processus
image est Yg* = {0,0,1,0,0,1,...} qui n’est pas Markovien.

Processus de saut

Théoréme 14.4. Soit {X(t)}ier, un processus Markovien de sauts non explosif sur l’espace
dénombrable E, de générateur infinitésimal Q = (qij)i jep. Soit f : E — F une fonction de E
dans un autre espace dénombrable F'. On suppose qu’il existe un générateur infinitésimal Q sSur
F tel que, pour tout i € E, et tout y € F tel que f(i) # y, on ait

Z Gij = Q1(i).y- (14.8)
JEB:j#i, f(§)=y



14.3. IMAGES MARKOVIENNES DE PROCESSUS DE MARKOV 115

Alors le processus a temps continu sur F' défini par Y (t) = f(X(t)), t € Ry, est un processus
Markovien de sauts de générateur infinitésimal Q.

Preuve. On note {X,, T, nen (respectivement, {Y,,,7,}nen) la suite des états visités et des
temps de séjour correspondants par le processus { X (t)}.er, (respectivement, {Y (t)};er, ). On
fixe a > 0, yo,y1 € F tels que yo # yi. On définit alors la fonction g sur f~1(yo) en posant pour
tout xg € E tel que f(xo) = yo:

g(z0) = E [e 1y, _y, | Xo =] .

Dans un premier temps nous prouvons que

Voo € £ (). a(a0) = (a0 = 8 (149)

olt on a n0té §(yo) = —dyo,yo = D_ytye dyo.y-

Pour évaluer g on conditionne par rapport au nombre n > 1 de sauts du processus X (¢) jusqu’a
I'instant 7 inclus, et par rapport a la séquence a7 d’états visités lors de ces sauts. Nécessairement,
la séquence z7 ~1 est a valeurs dans f ~L(yo), et telle que deux valeurs consécutives de :Eg_l sont

toutes distinctes. Notons E,,_1(zg) I’ensemble de telles séquences. On a donc

glzo) = 2"21 ZI?_lEEnfl(Io),InEf’l(yl) E [Hll:l lyx,=g,e” 71 Xo = z0]

n dz;_q,2;

= 2n21 Ly emsoenes 1o izt G 7a
= h(l‘o) + Zzleffl(yo),mlgézo mg(JHL

ol on a utilisé les notations q(zo) = —guy,00 = Zx?ﬁxo Gz, €t on a introduit la fonction
R on,zl
z1€f~1(y1) 0

On note ’équation précédente

g=h+Lyg, (14.10)
ou L est 'opération linéaire spécifiée par
qxq,x1 —1
L = — )
(Lg)(zo) Z a(x0) +ag(5€1)7 zo € f7 (v0)

z1€f~ (yo),x17#%0

Montrons que 'équation (14.10) admet pour solution la fonction constante g° définie en (14.9).
En introduisant la notation ¢'(xg) := Zm;ézO,wef—l(yo) o,» ON & pour tout zg € £~ (yo):

q(z0) = ¢'(20) + G(vo0),

d’aprés 'hypothése du théoréme. Ceci entraine

hao) +Lg°(@0) = 63 ¥ qnfiagenlta

— _Gwo.m d(yo)+a+q’ (o)
q(wo)+or G(yo)+o
0

=9,

comine annonce.
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Montrons maintenant que g° est 'unique solution bornée de (14.10). Pour cela, nous utilisons
I'identité suivante, aisément établie par récurrence sur n > 1:

Lg(wo) = Ele™ 0t Fm0 TT 15 (x,)2y,9(Xn) | Xo = o).
i=1

Alors, pour deux solutions bornées g, g° de (14.10), il vient pour tout n > 1 et tout z € f~*(yp):

9(@) = g°(x) = L g(w) — L"¢" (@) = Ele=*TF 70 TT 1 5(x,)2y [9(Xn) — ¢° (X)) X0 = o).
i=1

Le terme e~ @(To++7-1) tend vers 0 presque strement lorsque n tend vers +oco d’aprés la carac-
tere non-explosif du processus {X (t)}1cr, . La variable aléatoire e @0+ +m-0 T 14y, [9(Xn)—
g°(X,,)] est bornée en valeur absolue d’aprés I’hypothése g, g° bornées. Le théoréme de conver-
gence dominée implique alors que g = ¢°.
Soit maintenant n > 1, agp,...,an—1 > 0, y§' € F" tels que pour tout ¢ = 0,...,n — 1,
Yi # Yi+1. La propriété de Markov forte du processus {X(t)};er, appliquée au temps d’arrét
Ty_1:=7%0+ -+ 7_o combinée avec (14.9) donne
n—1 __ ;% _ — 17— n—2 _ _o;%
E[]'Yn:yn HZ:O € & 1)/;,:1/1] - Ea:ef—l(yn,l)E[]'Yn:yan(’fn,l):we ot ! H’L:p e “ 1YL:yz]
n—=2 _o;% Qyn_1.yn
= ZIEfil(yn—l) E[]'X(Tn—l):w Hi:O € Aa " 1Yi:yi] @(yn71)1+0¢n71
—2 o r Gyp_1.um
=E[ly, =y, _, H?:o e ly, —y, | s

G(Yn—1)+an_1"

En itérant cette formule, on obtient

n—1 n—1 4
l l — T | I Qyi,yita
E[]'}/n:yn € i 1K:yz] = ]:P(YO = yo) ~ '
=0 i A1) + o

Le processus {Y'(t)}+cr, est non-explosif car I'ensemble de ses sauts est un sous-ensemble de
ceux de {X(t)}ser, , lui-méme non-explosif. Il admet donc la loi annoncée. O

14.4 Couplage de processus Markoviens de saut

Nous donnons tout d’abord un résultat général dont nous déduirons le résultat du théoréme 14.1.
Nous établissons ensuite le théoréme 14.2.

Définition 14.3. Un processus de vie et mort généralisé est un processus Markovien de sauts
sur N*, pour un k € N, dont les seuls taux de transition non nuls consistent en un changement
de +1 ou -1 sur une seule coordonnée. On les note, pour x € N¥ i € [k], quure, = Bi(z) (le
tauz de naissance au site i dans U'état x), et ¢y u—e;, = 0;(x) (le taur de mort au site i dans l’état

On a alors le

Théoréme 14.5. Soient X, X' deux processus de vie et mort généralisés sur N¥, supposés non-
explosifs, de fonctions tauzr de naissance et mort respectives (8,9) et (£,8"). On suppose que
pour tous z,x’ € NF tels que < z’, on a

Vi € k], z; = 2} = Bi(z) < Bi(x), 6;(x) > 6;(x).
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Alors pour deuz conditions initiales £(0), 2'(0) si 2(0) < 2'(0), il existe une construction couplée
des processus X, X' issus de ces conditions initiales telle que avec probabilité 1,

vVt € Ry, X(t) < X'(t).

Preuve. Considérons un processus de Markov sur l'espace F := {(z,2') € N¥ x N¥: 2 <2’} de
condition initiale (z(0),2’(0)), et de taux de transition non nuls donnés, pour tout (z,z') € E et
tout ¢ € [k] par

A(z,z"),(x—e;,x') = 51 (x)a

T <Tp = Q) (etena) = BiT)
/
(a7, (w2 —ei) = (),

A(z,z"),(z,x' +e;) = 6;(56
T =T S Q) (et te) = Bi
A(z,a"),(z,2' +e;) = Bz(x
A(z,x"),(x—e; 2" —e;) —

!
i
A(z,z"),(x—e;,x') = 51(1‘) - 6;(1‘/)

— 3
=)

(14.11)

D’apreés les hypotheéses sur les fonctions («, 8), (¢/, '), les taux ainsi définis sont bien non-
négatifs. Supposons d’abord que le processus correspondant est non-explosif. Prenant pour tout
(x,2') € E, f(x,2') = z, vérifions que le théoréme 14.4 s’applique.

Ce sera le cas si pour tout (z,2') € N* z < 2/, tout i € [k], on a

Doyiates e B Q) (oteny) = Bi(2),
y':(z—eiy)€E Aza’) (w—eiy’) = 51(55)

Chacune de ces identités est trivialement vérifiée si z} > x;, la somme se réduisant a I'unique
terme pour y' = z/. Dans le cas x; = z}, la premiére identité se vérifie aussi directement, la
somme se réduisant a l'unique terme 3y’ = 2’ + ¢;. La seconde identité implique la somme des
deux termes y' = 2’ et y' = 2’ — e;, et donne:

0i(2") + di(x) — 0;(a) = 0:(2),

qui est bien vérifiée. La premiére composante sur N¥ du processus (X (t), X'(t)) est donc bien un
processus de vie et mort généralisé de fonctions associées (5, d). On vérifie de maniére semblable
que la deuxiéme composante X’ est un processus de vie et mort généralisé de fonctions associées
(8, 8).

Pour établir que le processus ci-dessus est non-explosif, on peut procéder comme suit. Soit
N € N une borne sur le nombre de sauts de chaque composante =, ’. On étend l’espace d’états
a (z,n,2’,n’), n (resp. n') comptant le nombre de sauts de la composante = (resp. x’).

On considére le processus Markovien de sauts sur (N* x {0,..., N})? dont les taux de transi-
tion sont spécifiés comme suit. Si z < 2’ et n,n’ < N, alors le taux de transition de (x,n,z’,n’)
vers (y,m,y’,m') est égal & q(g 20y, (y,y) Si M = N+ Lyzy et m' = n' 4 12, ot ¢ est défini
en (14.11), et a zéro sinon. Dans tous les autres cas, les seuls taux de transition non nuls sont
donnés par

(LU, mx’,n’) — (yu n + 171./7”/) : 1n<N{Bi(m)1y:z+ei + 675(',17)1?/:51?*61}7
(z,n,2",n") = (z,n,y",n" + 1) : Ly < N{BH(2") Ly =ar e, + 07(2" ) Lyr=ur e, }-

Le processus est alors clairement non-explosif: partant de la condition initiale (x(0),0,'(0),0),
on aura au plus 2N sauts avant arrét des transitions en un état absorbant (z, N,z’,N). Le
théoréme 14.4 s’applique alors. Il implique que la composante (z,n) est un processus Markovien
de sauts avec pour x un processus de vie et mort généralisé (5, ), et n comptant ses transitions,
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jusqu’a arrét au bout de N transitions, et pareillement pour la composante (2/,n’). Par ailleurs
I'hypothése de non-explosivité de X et X’ entraine que presque strement, imy_,oo T, T =
+o00, ot Ty (resp., Tyy) désigne le temps d’atteinte de N par la composante n (resp. n').

Enfin, on voit aisément, d’aprés la structure des processus Markoviens de saut, que cette
construction jointe au rang N coincide en loi, sur 'intervalle Ty AT}, premier instant de N-éme
saut d’une des deux composantes x,z’, avec le processus de taux (14.11). Ce dernier est donc
non-explosif. O

Preuve du théoréme 14.1

Considérons {X(t)}¢cwr, , le processus SIS de paramétres 5,0 > 0 sur un graphe G = (V, E),
comme un processus de vie et mort généralisé sur N avec n = |V|. On prend comme fonctions
de taux de naissance associées B;(z) = 1z,=0 ) ;; Tj out i ~ j indique que I'arc (i, j) est présent
dans G, et comme fonction de taux de mort §;(z) = dz;. On introduit maintenant le processus
{X'(t) }eer, dit de marche aléatoire branchante qui est par deéfinition un processus de vie et mort
généralisé sur N” de fonctions de taux Si(x’) = ZJM x; et 8i(2') = ox).

Le processus X est clairement non-explosif puisque, partant d’une condition initiale z(0), il ne
quitte pas l'ensemble fini {0,...,sup, z;(0)}". Admettons pour I'instant que le processus X’ est
lui aussi non-explosif. La condition de comparaison des taux du théoréme 14.5 est bien vérifiée:
pour z < ', et i tel que x; = 27, on a §;(z) = 0;(2') = dz;, et Bi(x) < B, @) = Bi(a').

Il existe alors un couplage (X, X’) pour lequel les deux composantes ont méme condition
initiale x(0) € {0,1}™ et avec probabilité 1, X (¢t) < X'(¢) pour tout ¢ € Ry. Cela implique la
majoration suivante, notant 7' le temps d’absorption en 0 du processus X:

P(T>t)<EY Xi(t)<EY X/(t)
eV eV

En effet, la premiére inégalité vient de la borne de 'union, et de ce que P(X;(t) > 0) < E(X;(?)),
et la deuxiéme inégalité se déduit du résultat de couplage: si X;(t) < X/(t) presque srement,
alors les espérances sont ordonnées pareillement.

Nous établissons maintenant le résultat suivant:

Lemme 14.2. Le processus X' de marche aléatoire branchante défini ci-dessus est non-explosif,
et tel que pour tout t € Ry,
E(X'(t)) = P4~ 2(0), (14.12)

ot A désigne la matrice d’adjacence de G, I la matrice identité de taille n, et ©(0) € N™ la
condition initiale du processus.

Avant de prouver le lemme, montrons qu’il permet de conclure la preuve du théoréme 14.1.
En effet, soit {u;};cv une base orthonormée de vecteurs propres de la matrice symétrique A, et
soient \; les valeurs propres réelles associées. De (14.12) il vient, notant e = (1,...,1)T:

EY ey Xi(t) = (e,e!P4- 5%(0)
= Yiev(e e P Dugulz(0))
=Z- ve t(’” ‘”<€»uz><uu (0))
< et O3 ev e, ui)] [(ui, 2(0))]
< e e]| IIz(O)H

ot on a majoré chacune des valeurs propres et(*=9) de la matrice e!(PA=%1) par e!(Br=9) et utilisé
I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la derniére ligne. Le résultat du théoréme 14.1 en découle, le
produit des normes étant \/n >, 2;(0) pour z(0) € {0,1}".
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Preuve. (du lemme 14.2). Pour une condition initiale X'(0) = ', notant |2'|; = >,y |z}|, au
bout de k sauts, la somme des composantes de 1'état y ainsi atteint est au plus |2'|; + k. La
somme des taux de transition est donc majorée par (§ + ng)[|z'|1 + k] = ¢(|2’|1 + k) pour une
constante ¢ = § + nB > 0. Le temps T} de k-éme saut est donc minoré par

k
1
Z @E@
=z’
ou les Ey sont des variables aléatoires i.i.d. exponentielles de paramétre 1.

Pour un ¢ > 0 fixé, soit Ny = |z'|; + sup{k > O : lezlx/ll LFE, < t}. Nous montrons
maintenant que pour tout ¢t > 0, [EN; < +00. Ceci entrainera a fortiori le caractére non-explosif
du processus. En effet, le nombre de sauts du processus sur [0,¢] est majoré par N;; notant
Too = limy— 00 Tk, sur Pévénement {T, <t} on a Ny = 400, et donc

P(Tw <t) >0=EN, = +cc.

Ainsi, la finitude de EN; pour tout t entraine P(T,, < t) = 0 pour tout ¢, i.e. le processus est
non-explosif.

Pour un n € N > 0 fixé, le processus {N; An}icr, est par construction Markovien de sauts,
a valeurs dans [n], de taux non nuls de transition gy ;41 = cx1l,<p, et de condition initiale |x|;.
On a donc pour tout k € [n]:

1—P(Negn An=N:An|NeAn=k) =P(Nyyp An=NAn+1N:An=k)+o(h)
= hckli<p + o(h).

L’équation de Kolmogorov nous donne ainsi (le fait que l’espace d’états est fini nous permet
d’intervertir somme et dérivation):
d

%E(Nt An) = cE[N1n,<pn] < cE(N An).
Le lemme de Gronwall 17.4 et la condition initiale Ny = |2’|; nous donnent alors E(N; A n) <
|2/|1ect. Cette majoration étant valide pour tout n € N, on en déduit par convergence monotone
que E(N;) < |2'|1e¢* pour tout ¢t € R, .

Pour établir (14.12), on écrit pour tout 2’ € NV, i € V:

X{(t+h) = X[(t) = (X;(T1) — X{() 1, <evn + (X[(t + h) = X{(T1) 17 <t4n,

ou T désigne le premier saut du processus aprés t. On majore la valeur absolue | X/(t + h) —
X/(Ty)| par la valeur N'(h) du processus Markovien de sauts précédemment considéré, de con-
dition initiale N'(0) = |X’(¢)|1 + 1. On obtient ainsi:

E[X](t+h) - X;(t)|X'(t)] = h[z BXG(t) = 6 X{(1)] + O(h?| X' (t)]1) + O(A(| X' ()] +1)(e" ~ 1)),

les constantes implicites dans les O(-) étant uniformes en ¢, 2.
Ceci entraine, d’apres les bornes précédentes en |2/|1e sur E|X'(t)|;:

E(X/(t + ) = E(X[(t) = h[_ BX}(t) = 5X[(1)] + O(h?).

Il en découle: J
aIEX'(t) = [BA — SIJEX(1).

L’unique solution de cette équation différentielle est donnée par (14.12), d’ou le résultat. O
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Preuve du théoréme 14.2

On suppose l'existence de m < n et r €]0,1[ tels que Bn,, > d§/r. Soit Z le processus de sauts
sur {0,...,m} de taux de transition non nuls:

0z
Vze{0,...,m}, s .41 = 712<m, Gz,2—1 = 02.

Considérons alors le processus Markovien de sauts (X, Z) sur l'espace E := {(z,2) € {0,1}V x
{0,...,m},> ey ¥ > 2z} défini par les taux de transition non nuls, pour (x,z) € E et tout
1eV:

Zjev Ty >z = (z,2),(z+e;,z) = ﬁ(l - 131) iji Tjy (z,2),(z—ei,z) — 6xia
= 929 =4
q(x,2),(z,24+1) r Lz<my 4(z,2),(z,2—1) 2,
ZjeV Tj =2 = ((z2),(z+ei,z4+1) = a(:c)ﬂ(l - xi) ij’ Lj,
q(x,2),(z+e;,2) = [1 - a(x)]ﬁ(l - .7;1) EjNi Lj,
q(z,2),(z—ei,2—1) = x;9,
. . . o 6 jev =)

ot on a introduit a(x) := 1y, <m ST, B(ffgi)]z:j,\,iwj.

Vérifions qu’il s’agit d’un couplage du processus SIS et du processus Z précédemment in-
troduit. Tout d’abord, les taux ainsi définis sont non négatifs: en effet, notant pour un z fixé

S ={i:z; =1}, a(x) s’écrit

s
T‘Ziev ﬂ|E(S,§)|’

et est par définition de 7,,,, puisque |S| < m sous I'hypothése z = > ., ;, majoré par 0/(rnm).
Donc a(z) < 1, et la non-négativité des taux ci-dessus en découle.

Le processus ainsi construit a un espace d’état fini, et est donc non-explosif. Vérifions main-
tenant la derniére condition du théoréme 14.4. Pour tout (z,z) € E tel que z < ),y 4, la
vérification est triviale. Lorsque z =}, 2;, on vérifie directement les identités

a(x)

ZiGV q(x,2),(z+e;,z+1) = 52/71’

iev 4(z,2),(x—e;,2—1) = 627
A(z,2),(x+e;,2) + Ad(z,2),(x+e;,z4+1) = 6(1 - xl) EjNi Ly,
d(z,2),(x—e;,z—1) = dz;,

établissant ainsi qu’il s’agit bien d’un couplage des deux processus considérés.

On borne alors la probabilité de survie du processus SIS au-dela d’un instant ¢ en écrivant
P(T >t) > P(Z(t) > 0). L’analyse de Z(t) procéde alors comme suit. La chaine a temps discret
Z, des états successifs visités par Z(t) a pour probabilités de transition non nulles p, .41 =
l.cml/(147), psze1 =7/(1+7), et est absorbée en 0.

Notant 7(z) la probabilité que la chaine {Z,} visite I’état m avant d’étre absorbée, condi-
tionnellement & son état initial Zy = z, on peut établir (exercice) que

1—7r*
w(z) = T

La probabilité qu’il y ait au moins k visites distinctes a I’état m par Z(t) avant absorption en 0,
conditionnellement en Z(0) > 0, est alors minorée par

L—r [1—pm-1\*!
e oy
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En effet, aprés chaque visite & m le prochain état visité est m — 1, d’ou ’expression ci-dessus.
Puisque chaque temps de séjour en m a une durée exponentielle de paramétre 6 /m, on obtient
la minoration

k 1—7r (1—7“7”_1

) >
1—rm 1—rm

k—1
) P(E1+...+Ek2k/2),
ou les E; sont i.i.d. de loi Exponentielle de paramétre 1. La minoration

P(T > 5o ) > (1= )1 =™ (1 - f(R)),

ou f(k) :=P(F1+...+ E; < k/2) en découle. La propriété limy_,~ f(k) = 0 se déduit de la loi
des grands nombres.
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Chapitre 15

Graphes en loi de puissance

De nombreux exemples de grands graphes étudiés dans des domaines trés divers sont tels que le
nombre X; de leurs sommets de degré i € N varie en loi de puissance, i.e. X; ~ C x i~? pour
un exposant 5 > 0, pour une large plage de valeurs de i. Citons comme exemples: le graphe
repésentant les routeurs de I'Internet et les liens de communication les reliant, le graphe du Web,
le graphe d’amitié¢ de FaceBook, le graphe des protéines de la biochimie cellulaire, connectées
entre elles si impliquées dans une méme réaction chimique, le graphe de Hollywood reliant entre
eux les acteurs ayant joué dans un méme film...

De tels graphes sont dits en loi de puissance, ou encore sans échelle, car il n'y a pas un
ordre de grandeur bien défini représentatif de la majorité des degrés des noeuds, ceux-ci variant
largement dans une grande plage de valeurs ¢ € IN.

Cette propriété n’est pas présente dans les graphes d’Erdés-Rényi: en effet dans G(n,d/n)
pour n >> In(n), comme vu au chapitre précédent avec forte probabilité le degré d,, de chaque
sommet u est proche de d.

Dans ce chapitre nous présentons un modéle alternatif de graphe aléatoire, dii & Barabasi et
Albert, et prouvons que ce graphe, dit de Barabasi-Albert, est en loi de puissance. Sa construction
proceéde de maniére séquentielle, selon un principe dit d’attachement préférentiel (un nouveau
sommet est plus susceptible de se connecter a des sommets de degré déja élevé, augmentant ainsi
leur degré).

L’analyse correspondante nous conduit & introduire l'inégalité d’Azuma-Hoeffding. Celle-ci
est un exemple d’inégalité de concentration, fournissant des bornes sur la probabilité de déviation
d’une variable par rapport a sa moyenne. Cette inégalité d’Azuma-Hoeffding est similaire &
I'inégalité de Chernoff, mais s’applique au-dela du cadre de sommes de variables i.i.d..

15.1 Le modéle de Barabasi-Albert

Partant d’un graphe initial Gy = (Vy, &), on construit une suite de graphes Gy = (V¢, &) pour
t € N comme suit. A I'étape ¢ > 1, un nouveau sommet, noté ¢, est ajouté a ’ensemble V;_;.
Le sommet ¢ est connecté par 'unique aréte (¢, V), ou Vi € V;_1 est appelé point d’ancrage de
t, & V;—1. Le graphe G; est alors défini par V; =V, U{t} = Vo U[t], et & = E—1 U{(t, Vi) }.

On note de plus ny = |Vi| = nog + ¢, ex = |&| = eg + t. Le modéle est alors spécifié par le
choix probabiliste de chaque V;. Soit « € [0, 1]. On pose alors, notant F;_1 = U(Vltfl):

Dt_l(’U)
+(1—a)==—, 15.1
sy Tma) 5 (15.1)

Yo € Vi1, P(V; =v|Fi1) =«

123
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ott D;_1(v) est défini comme le degré du sommet v dans le graphe G;_;. Vérifions qu’on a bien
une loi de probabilité sur V;_1: sommant sur v € V;_1, on obtient

> vev,, Di-1(v)

a+(1-a) Ser .

La somme des degrés des sommets d’un graphe vaut deux fois le nombre d’arétes. L’expression
précédente vaut donc bien 1. On notera m;(v|V/™!) le membre de droite de (15.1). Ainsi pour
tout le EVy X+ X Vi_g, et tout v € V;_1, on a:

P(V; = v|V1t71 = viil) = Wt(v\vfl). (15.2)

En mots, avec probabilité a le sommet d’ancrage V; est choisi uniformément dans V;_1, et avec
probabilité 1 — « choisi selon une distribution proportionnelle au degré D;_;(v). C’est ce biais
vers les sommets de plus fort degré qui fournit I’attachement préférentiel. On a alors le

Théoréme 15.1. Soit o € [0,1[. Soit Xi(t) = >, cy, 1p,(v)=i le nombre de sommets de degré
i € N dans Gy. Soient les constantes {c;};>1 définies par

2 Ci 33—«
=— Vi>2 =1- - 15.3
“ 34+ = Ci_1 2420+ (1 —a)i ( )
On a alors pour tout i > 1, lim;_ o Xit(t) = ¢; presque stirement.

Voyons en quoi cela implique que le graphe de Barabéasi-Albert est en loi de puissance.
On a pour i > 1 ’évaluation

e =l (1 sty
= ¢1 exp Z;ZQ In(1 — mﬁﬁ))
= cj exp 22:2[_%% + %‘D )
ot v; = O(j2), et est donc sommable. On a donc I’équivalent pour i — oc:
ci~Cxi™P,

ouf = ?:—z C’est en ce sens que le graphe de Barabasi-Albert est en loi de puissance d’exposant
B. En faisant varier o dans [0, 1], 8 décrit 'intervalle [3, +oo].

La preuve procéde en deux étapes. On analyse d’abord le comportement des moyennes
x;(t) := EX;(t). On controle ensuite les probabilité de fluctuation de X;(¢) autour de sa moyenne.
Les résultats intermédiaires correspondants constituent les deux lemmes qui suivent.

Lemme 15.1. (Controle de la moyenne x;(t)). Pouri > 1 et e > 0 fixés, la quantité §;(t) :=
x;(t) — ¢;t vérifie 6;(t) = O(t°) en t — oco.

Preuve. On considére d’abord le cas i = 1. La dynamique (15.1) donne la relation suivante:

P(Xi(t+1)— X1(t) =0|F) =P(Dy(Vig1) = 1|F)
= a%m +(1- a)%e:(t),

P(X (t+1)— X1 (t) =1|F) =1-P(Xi(t+1) - X1(t) = 0|F).

On en déduit
L1\ (1 i a)xl(t)

t+1)—a(t)=1- ANy
zat+1) = 21(t = 3
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d’ou
Si(t+1) =61(t) — e +1— a1 (B[ + L2
= ()1 — 2 — L) 41— g1 + 2L 4 oty

L’expression de n; et e; implique que lorsque ¢ — oo, le coefficient de ¢; sécrit 1 + a + (1 —
a)/2+ O(1/t), soit encore 1/c; + O(1/t). On obtient ainsi:

01t + 1) < 61(t) + O(1/1),

d’on 01(t) = O(In(¢)). L’évaluation 01(t) = O(t¢) est a fortiori vérifiée.
Pour ¢ > 2, on écrit

:aX —1(t) +(1 )(1 1);21 1(15)’
P(X;(t+1) — X;(t) = —1|F) IP(D (Vi) = il 7))

0l (] ) OX0)

P(X;(t+1) = X;(t) =0[F) =1-P(Xi(t+1)—Xi(t) € {-1,1}F).
Ceci entraine

@ (i—1)(1—-a) N (01—«

I’l(t + 1) = zz(t) + xl_l(t)[;t 2, } - l(t)[’l’Tt + 2, ]7
d’ou )
G+ D) = 60) el S @l + g
—eda+ 53] — (o) + L) 4 O
(0] (R TS S AT

FO(1) o1 + e 52l
ou on a utilisé 'hypothése de récurrence sur i: §;_1(¢t) = O(t¢). Dans cette derniére relation, les
termes constants s’annulent pour
(1-—a)(i—1)
2

1—
ci—1la+ |=cll+a+

soit
ci 3—«

=1-— -
Ci—1 24+2a+ (1 —a)i

vérifiée par définition de ¢;. Il vient donc
16:(t + 1) < [8:(1)] + O ).
Sommant sur ¢, on obtient comme annonceé d;(t) = O(t°). O

Lemme 15.2. (Contréle des fluctuations X;(t) — x;(t)). Pour tous t,i > 1, et tout a >0, on a

(L2
P(X:(0) - (0] 2 @) < 208 (- ). (154

Nous prouverons ce lemme dans la section suivante, aprés avoir vu l'inégalité d’Azuma-
Hoefdding.
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Preuve. (du théoréme 15.1). On pose, pour tout ¢ > 1, a; := 44/t1n(t). D’aprés le lemme 15.2,
on a
16tn(t)) 2
8t 2

Ce membre de droite étant sommable en ¢, le lemme de Borel-Cantelli donne l'existence d’un
rang T aléatoire presque stirement fini tel que:

P(Xi(t) — 2(t)] > ar) < 2exp (

t>T = |X;(t) — 2 ()] < ay.
Ainsi avec probabilité 1, pour t assez grand, on a:

‘ Xift)
4

Ci

D’aprés lexpression de ay, le premier terme est en O(1/In(¢)/t), et tend donc vers 0 en ¢t — co.
Le second terme est, d’aprés le lemme 15.1 en O(t*~!) pour tout € > 0, et tend lui aussi vers 0.
Le résultat du théoréme en découle. O

15.2 Inégalité d’Azuma-Hoeffding

Définition 15.1. Etant donnée une filtration {F;}i>0, i.e. une suite de tribus ordonnée pour
Vinclusion (i.e. Vt > 0, F; C Fiq1), une suite de variables aléatoires {M;}i>o est une martingale
pour {Fy }i>0 si et seulement si pour tout t > 0, i) My est Fy-mesurable, et ii) E(My1|F) = M;.

L’inégalité d’Azuma-Hoeffding est le théoréme suivant:

Théoréme 15.2. Soient une filtration {F; }1>0, et une martingale associée { M }i>0. On suppose
que pour tout s = 1,...,t il existe des constantes cs telles qu’on a presque strement la propriété
d’incréments bornés:

|Mg — Ms_1| < cs. (15.5)

Alors, pour tout a > 0, on a l’inégalité

CL2

Preuve. On écrit
Mt — Mt—l = ZCt —|— (1 — Z)(—Ct)7

ou la variable aléatoire Z = [My — M1 + ¢]/(2¢;) appartient & [0,1] d’aprés 'hypothése
d’accroissements bornés, et vérifie IE(Z|F;—1) = 1/2 d’aprés 'hypothése de martingale. Soit
6 > 0. La convexité de la fonction z — €% entraine 'inégalité

69(Mt7Mt,1) < Zeect + (1 . Z)efect'

II vient alors: ; ;
E |:60(Mt7Mt71)|.Ft711| < et L e t.
- 2

En développant les exponentielles dans le membre de droite de cette derniére expression, on voit
que celui s’écrit
EZ 2(0c)* _ > (0%¢2/2)" _ o220
2 (2p)! — p!
p>0
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On obtient alors par conditionnements successifs

Eee(M‘_MO) =E []E {eG(ILIt—Mt,1+Mt,1—MO)|]:t71}]
—E [eG(Mt,—l—Mo)]E {69(Mt—M1,71)|].'t_1}]
< D [ee(M,,_l—Mo)]
< 692/2 >y cg.

L’inégalité de Markov donne alors pour a > 0:

t 2

I[)(Mt _ MO Z CL) S Ee@(MthO)efea S 67[9a702/225:1 el

Pour la valeur de # > 0 qui minimise cette borne, soit § = a/(zzzl c?), on obtient alors la
majoration annoncée, en PRACI IR D) O
Corollaire 15.1. Sous les mémes hypothéses, on a pour tout a > 0:

P(|M, — M| > a) < 2~ /CZim D), (15.7)

Preuve. Le membre de gauche de (15.7) s’écrit
P(M; — My 2 a) + P((=M,) — (=Mo) = a).

Remarquant que {—Mj,}s>¢ est encore une martingale, & incréments bornés par les c,, on obtient
le résultat en appliquant 'inégalité d’Azuma-Hoeffding & chacun des deux termes. O

Corollaire 15.2. Soientt > 1 et des ensembles mesurables 1, ..., et soit f une fonction de
Q=0 x - xQ dans R. On suppose Uezistence de constantes cs,s = 1,...,t telles que pour
tout zt € Q, tout s € [t] et tout ys € Qs, on ait

|f(21) = flai ™ yszlp)| < e

Alors étant données des variables aléatoires indépendantes X a valeurs dans Qs, s € [t], la
variable aléatoire Y := f(X1) vérifie

2

Ya >0, P(Y —EY >a) <e *Ti=1°%,

Prewve. On définit Fy = o(X7), et My = E[Y|Fs], s = 0,...,t, de sorte que Fy est la tribu
triviale, et donc My = E(Y), et F; contient toute I'information X}, et donc M; = Y. Par
ailleurs, les propriétés élémentaires de ’espérance conditionnelle garantissent la propriété de
martingale pour {M,}s=o,... . On écrit alors

t
M, = / fxsat,) I POXs € das).
Qg1 XXy

1=s+1
Il vient alors pour s € {0,...,t —1}:
t
M=M= [ (k) = SOGa)| [[ PG € da).
e XXy i—s

Par hypothése sur f, 'intégrand est majoré par c,, et donc son espérance est elle aussi majorée
par ¢;. La borne d’Azuma-Hoeffding s’applique donc, donnant le résultat. O
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15.3 Accroissements bornés et couplage

Pour prouver le lemme 15.2, il nous suffit de montrer que la différence X;(t) — x;(t) s’écrit
M, — My pour une martingale {M;}s—o, . ¢ dont les accroissements sont bornés par 2: en effet
le résultat du lemme est alors une simple application de la borne d’Azuma-Hoeffding. Le but de
cette section est d’établir le

Lemme 15.3. Soient i,t > 1 fixzés. Pour tout s = 0,...,t, on pose My := E(X;(t)|Fs), ot
X;(t) est le nombre de sommets de degré i dans le graphe de Barabdsi-Albert Gy, et Fs = o(V{)
représente l'information dans la construction séquentielle jusqu’a ’étape s du graphe en question.

Alors X;(t) —E(X;(t)) = My — My, et {Ms} est une martingale & incréments majorés par 2.

La définition de M, est semblable a celle dans la preuve du corollaire 15.2. On ne peut
cependant pas appliquer ce dernier: ici les variables V; sont dépendantes. Afin de prouver le
lemme. nous allons utiliser la construction de couplage suivante.

Preuve. Soit s € [t], et soit v§ € Vg x --- x Vs_1. Soit V! € V,_1, distribué selon 7 (-[vi~"). On
construit alors itérativement (V,,, V,)) pour u = s+ 1,...,t en posant, pour tous v,v’ € V,_1:

vi{vnVid = P(V=Vi= ol VIRL VY = m eV, -
’ / _ i ontru—1 11y Tu@oi VIS m (o o T VT
(o) €{vs, Vit = P(Va =0, Vy =V, Vi) = 0 Vit e vy
(15.8)
Notons G, et G/, les graphes construits correspondants respectivement aux points d’ancrage V,
u
V. On a alors les propriétés suivantes, par récurrence sur v = s,...,t. Les degrés D,_1(v) et
u
D!,_;(v) coincident pour v ¢ {vs, V/}. Cela implique que

v € Vyi\{vs, VY = P(Vy = Vy = o|VGH V) = mu (0o VL) = (vl TV 7). (15.9)
vEV, -1 Dufl(t) = Zvevu_l D;—l(t) = 2671*1:

Du—1(vs) + Du-1(V) = Dyy1(vs) + Dy 1 (V7).

Cela implique aussi, d’aprés U'identité >

On en déduit:

Wu(vb'lva.;f&-_ll) + WU(Vsllva;f&-_ll) = Wu(vswi_lvs/u_l) + 7ru(Vs/|'Uf_1Vs/u_1)- (15.10)
Les propriétés (15.9), (15.10) garantissent que ’équation (15.8) définit bien une loi de probabilité
pour (V,,, V.)) sur V,,—1 X V,,_1, et que par ailleurs pour tout v € V,,_1,
P(V, = o[V V) = mu(uloi Vi),

S

P(Vy = o[ViR Vi) = (oo =V,
Cela entraine, en prenant des espérances conditionnelles, que la loi de V,, conditionnellement &
VAt est donnée par m, (v[v; V7", et la loi de V, conditionnellement & V/*~! est donnée par
ﬁu(v|va:f;11). En d’autres termes, la séquence vV} | a la loi du processus de construction de
Barabasi-Albert conditionnellement a Vi = v, et la séquence v{~'V/* a la loi du processus de
construction de Barabasi-Albert conditionnellement a V{*~1 = v~

On rappelle que la fonction f est définie telle que le nombre X;(¢) de sommets de degré ¢ dans

Gy vaut f(V}). Les propriétés précédentes impliquent alors que, conditionnellement a Vi = vg,
on a

M, = Ef(UsttJrl), Ms = Ef(vfilvs/—lt)-
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Or, d’aprés la construction couplée des deux suites (V,,, V., les degrés des sommets v € V; dans
Gt coincident avec ceux dans G} pour tout u ¢ {vs, V/}. Il en ressort que avec probabilité 1,

[foiVip) = foi Vi <2

Par conséquent,
| My — M| = [E[f(v;Viy) — floi 7 VIO €2,

comme annonce. O



130 CHAPITRE 15. GRAPHES EN LOI DE PUISSANCE



Chapitre 16

Détection de communautés par
méthodes spectrales

Le “clustering” est un probléme générique d’apprentissage non supervisé aux applications nom-
breuses. Il consiste & partitionner un ensemble d’objets en groupes, chaque objet au sein d’un
groupe ayant idéalement des propriétés similaires. La détection de communautés consiste a
réaliser un tel partitionnement, lorsque les données de départ sont des observations des interac-
tions entre les objets. On peut commodément représenter de telles observations sous la forme
d’un graphe: les sommets sont les objets, et une aréte (4, j) représente une interaction observée
entre deux objets ¢,j. La détection de communautés revient alors & partitionner les sommets
d’un graphe en groupes aux propriétés similaires. Dans la version la plus simple du probléme, la
donnée consiste en un tel graphe non orienté. Dans de nombreuses situations, on dispose aussi
d’informations sur les types d’interaction entre objets, auquel cas la donnée peut étre représentée
par un graphe dont les arétes sont munies d’un label qui représente le type d’interaction observé.

Voici quelques scénarios ou la détection de communautés peut s’appliquer. Les usagers d’un
réseau social en ligne sont naturellement connectés par des relations d*amitié”. Dans ce con-
texte, un partitionnement des usagers sur la base de ce graphe d’amitié peut révéler des groupes
d’individus dont les intéréts sont proches. On peut alors utiliser ce partitionnement pour recom-
mander & un usager des nouveaux contacts possibles parmi sa communauté ainsi détectée. Un
autre exemple consiste en un graphe bipartite entre clients et articles d’une boutique en ligne, un
arc indiquant qu’un client a acheté un article. La détection de communautés, fournissant ici des
groupes de clients et des groupes d’articles est alors utile pour la recommandation. On pourra
recommander & un client des articles dans le méme groupe que d’autres articles qu’il a achetés,
ou des articles achetés par des clients dans le groupe auquel appartient ce client.

Dans un contexte trés différent, les biologistes disposent de données en biologie cellulaire
sous la forme de listes de réactions chimiques, et des principales protéines impliquées dans ces
réactions. Ces données étant trop massives pour un traitement manuel, la détection de com-
munautés sur le graphe bipartite (réaction, protéine) peut révéler des groupes de protéines aux
fonctions interchangeables. La recherche de tels groupes fonctionnels permet de progresser dans
la compréhension de la biologie cellulaire.

Ce chapitre introduit des méthodes spectrales de détection de communautés, une analyse
de leur performance sur des graphes aléatoires particuliers, dits modéles stochastiques de blocs
(“Stochastic Block Model”, ou SBM). Il couvre aussi les outils mathématiques nécessaires, a
savoir le controle des perturbations de vecteurs et valeurs propres de matrices symétriques, et le
controle du rayon spectral de matrices aléatoires.

131



132 CHAPITRE 16. DETECTION DE COMMUNAUTES PAR METHODES SPECTRALES

16.1 Meéthodes spectrales pour la détection de communautés

Etant donné un graphe non orienté G = (V, E) sur I'ensemble de sommets V' = [n], on note A
sa matrice d’adjacence. Celle-ci étant symétrique réelle, d’aprés le théoréme spectral ses valeurs
propres sont toutes réelles, et elle admet une base orthonormée de vecteurs propres réels. Soient
Ai, @ € [n] ses valeurs propres triées selon leur module: [Ai[ > [A2]..., et {z;}ic[n) une base
orthonormeée de vecteurs propres associés'. La matrice A s’écrit encore

1€[n]

On peut alors obtenir une représentation de dimension réduite k& < n des données d’origine,
soit la matrice A, en associant & chaque indice i € [n] un vecteur z; de R* donné par z; =
Vn(x1(i),...,zx(i))T. Ce plongement des données pour chaque 4, initialement de taille n, en
dimension k£ < n, est a la base de ’analyse en composantes principales, introduite par le célébre
statisticien Karl Pearson en 1901 [13].

Munis des vecteurs z; € R¥, on peut donner a titre d’exemple I’algorithme dit des K-moyennes
comme méthode populaire pour partitionner [n] en K groupes (K non nécessairement égal a k).
Cet algorithme est initialisé par K vecteurs y1,...,yx € RF et procéde itérativement, créant
a chaque étape les groupes C; = {i € [n] : ||z — y;|| € argmin(]|z; — y¢||,¢ € [K]} pour tout
J € [K], puis la mise a jour

1
SARTer 2

i€Cy

Les propriétés de convergence de cet algorithme ne sont pas complétement élucidées, et sont
sensibles aux choix initiaux y;, j € [K].

Notre objectif sera principalement de caractériser le comportement des valeurs propres A;, et
des représentants z; issus de la méthode spectrale lorsque le graphe de départ provient du modéle
stochastique de blocs. Nous verrons que dans ce contexte un choix naturel de la dimension k
de plongement s’impose, et que les représentants z; résultants se concentrent fortement selon
les “blocs” sous-jacents dans le modéle. Il s’ensuivra que sous ces conditions, le probléme de
partitionnement des z; dans R* devient particuliérement simple.

16.2 Le modéle stochastique de blocs

Ce modele de graphe aléatoire est spécifié par les paramétres suivants: le nombre de sommets n,
le nombre K fixé de blocs, des poids ay € [0, 1],£ € [K] sommant & 1, i.e. Zee[K] ay =1, le bloc
¢ contenant ayn sommets, une matrice symétrique B € ]Rf *E ot un parameétre d > 0 pouvant
varier avec n.

Pour tout sommet ¢ € [n], on note o(i) € [K] le bloc auquel il appartient. Le graphe aléatoire
est alors défini comme suit: pour chaque paire de sommets (i, j), 'aréte (i,7) est présente avec
probabilité Bg(i)va(j)%, et ce indépendemment des autres arétes.

On voit ainsi qu’il s’agit d’une généralisation du modéle d’Erdgs-Rényi au cas de plusieurs
types de sommets, les types o(i) et o(j) venant moduler la probabilité de présence de 'aréte
(7,7). Le paramétre d fournit 'ordre de grandeur du degré moyen des sommets dans le graphe,

IDes algorithmes efficaces pour le calcul approché de ces éléments propres sont implémentés dans tout bon
environnement de calcul numérique.
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puisqu’un sommet de type £ € [K] aura comme nombre moyen de voisins:

> a;Bjd — (d/n)Byy,
JE(L]

qui est bien d’ordre d.

Ce modeéle est adapté a I’analyse de détection de communautés: en effet, on peut comparer le
partitionnement des n sommets que donne une méthode particuliére sur un tel graphe aléatoire
au partitionnement en blocs selon les valeurs o(¢) qui définissent le modéle.

16.3 Propriétés spectrales du modéle stochastique de blocs

Nous énongons maintenant le résultat principal du chapitre:

Théoréme 16.1. Soit un graphe SBM sur n sommets, tel que ses K blocs sont distingables, i.e.
pour tous k # £ € K], il existe m € [K| avec Bim # Bem. On suppose que le parameétre d vérifie
d ~ n? pour un exposant & €]0,1[ fivre. Soit R < K le rang de la matrice B. Alors avec forte
probabilité:

i) Le spectre de la matrice d’adjacence A contient R valeurs propres d’ordre d, et n— R valeurs
propres d’ordre o(d).

ii) Le plongement spectral de dimension k = R reflete les blocs du modele de la maniére
suivante: pour tous sommets i,j € [n] \ B, ou |B|] = o(n), on a ||z — z;|| = o(1) si o(i) = o(j)
et ]2 — 2] = Q1) si o(i) # a(j)-

Ce résultat suggére des algorithmes pour le choix de la dimension de plongement spectral
k, et pour le partitionnement des sommets selon leurs représentants spectraux z; € RF, pour
lesquels on a des garanties de performance.

Tout d’abord, le point i) sur la taille des valeurs propres garantit que pour un seuil 7' suff-
isamment grand, en choisissant comme dimension k£ du plongement spectral

k= Hlf{l Z 1: |A1‘ Z T|)‘i+1|}7

alors avec forte probabilité on aura k = R, le rang de la matrice B.
Ensuite, considérons la stratégie suivante de groupement des sommets ¢ € [n]. Ayant déja
formé ¢ groupes C1,...,Cy, tant qu’il reste au moins €;n sommets non groupés, i.e. tant que

P4
S 1Cul < (1—en,
m=1

on choisit 'un d’eux uniformément au hasard, soit isy1, et on constitue le groupe Cyiq avec
les sommets j non encore groupés tels que [|z;,,, — 2;|| < €2. Alors le résultat ii) du théoréme
garantit que, pour €1,€e2 > 0 suffisamment petits, avec forte probabilité cette procédure crée
précisément K groupes, et il existe une permutation s de [K] telle que pour tout ¢ € [K]:

|Ce \ Dygoy| + |Dgey \ Ce| = o(n), (16.1)

ou Dy :={i € [n] : 0(i) = ¢}. En d’autres termes, cette procédure reconstitue les K blocs de
sommets sous-jacents au modéle, sauf éventuellement pour une fraction négligeable de sommets
qui peuvent étre assignés & un mauvais bloc.

En effet, supposant la propriété (16.1) vérifice a 1'étape ¢ < K de la construction, si ¢; <
min,, c(g] m, la procédure ne s’arréte pas, et un choix uniforme du sommet i,y tombe avec
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probabilité 1 —o(1) dans I'un des D,,, m € [K]\ {s(1),...,s({)}, et n’appartient pas a I’ensemble
B des “mauvais sommets”. Pour €3 > 0 assez petit le résultat ii) garantit que 'ensemble Cy vérifie

D, \BC CyC D, UB.

On peut donc poser s(£+1) = m et la propriété annoncée (16.1) est vérifiée au rang £+ 1. Enfin,
a la fin de la K-éme étape le nombre de sommets résiduels est en o(n) et la procédure s’arréte
donc.

L’algorithme qu’on vient de décrire met en oeuvre trois paramétres 7!, €, € et argument
ci-dessus n’est valable que pour des valeurs suffisamment petites de ces paramétres. Un choix
adapté de leurs valeurs ne peut étre fait indépendamment des parameétres du modéle stochastique
de blocs dont proviennent les observations. Il est cependant possible de choisir ces paramétres en
fonction uniquement du graphe observé de fagon que ’algorithme décrit ait encore les propriétés
annoncées avec probabilité 1 — o(1) (on pourra consulter [16] pour les détails).

Stratégie de preuve La preuve du théoréme 16.1 procéde de la maniére suivante. Ayant
décomposé la matrice A en A+ W, ot A = (d/n)B,(),0(;), on établit que la matrice moyenne
A satisfait les propriétés du théoréme. On établit ensuite des bornes générales sur la perturbation
des éléments propres d’'une matrice symétrique A lorsqu’on lui ajoute une matrice symétrique
W, exprimées en fonction du rayon spectral de la matrice de perturbation W. Enfin, on établit
une borne sur ce rayon spectral dans le contexte particulier du modéle stochastique de blocs.

16.4 Spectre de la matrice d’adjacence moyenne

On va établir le

Lemme 16.1. Pour tout vecteur t € R¥ on définit ¢(t) € R™ par ¢(t); = to;). La matrice
symétrique A € R"*" définie par A;; = (d/n)Bsiy,0(;) vérifie

Ap(t) = dp(Mt), teRK, (16.2)

ott M = BDiag({c;}je(x) € RF*E.

Soit R le rang de la matrice symétrique B € REXE et soient (Mustu)uelr) des paires de
valeurs propres et vecteurs propres associés de M. Le spectre de A comprend alors R valeurs
propres non nulles A, = dp,, u € [R] de vecteurs propres associés ¢(t,,), et la valeur propre 0
avec multiplicité n — R.

Preuve. L’identité (16.2) découle immédiatement de la structure par blocs de A et du fait que
la taille du bloc {i € [n] : 0(i) = m} vaut a,,n pour tout m € [K]. L’image de tout vecteur
par A étant constante par blocs, tout vecteur propre de A associé & une valeur propre non nulle
est constant par blocs, et s’écrit donc ¢(¢) pour un t € R¥X. Le résultat annoncé en découle
aisément. O

Corollaire 16.1. L’hypothése de distingabilité des blocs (pour tous k # £ € [K]|, il existe m € [K]
avec By # Bem), garantit Uezistence d’un ¢ > 0 fonction de B et {amtme(k) tel que pour tout
choiz de vecteurs propres orthonormés T1,...,Tr de A associés a ses valeurs propres non nulles
A\, u € [R], les vecteurs z; = /n(z1(i),...,zr(1))T € RE vérifient

Vi, j € [n], { o(i) =0o(j) = |l (16.3)
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Preuve. Soit t, € R¥ tel que /nZ, = ¢(t,). Alors, notant \/a = Diag({\/a }ic[k]), les vecteurs
{Vaty}uer) sont orthonormaux d’aprés 'orthonormalité des Z,,. ¢, étant un vecteur propre de
M, \/at,, est donc un vecteur propre de la matrice symétrique /aB+/a, de valeur propre associée

ty. On a donc
VaBVa =Y puat, v,
u€[R]
soit
B= )" pututy. (16.4)
u€|[R]

Il est clair que pour deux sommets ¢,j € [n], si 0(i) = 0(j) alors Z; = Z;. Dans le cas ou o(i) =
u # o(j) = v, comme z; = (t,(u),...,tp(u))? et z; = (t1(v),...,tg(v))T, on en conclut de (16.4)
que si z; = Zj, alors B a deux lignes identiques, ce qui est exclu par ’hypothése de distingabilité.
L’ensemble de vecteurs {t, },c[r] possibles est compact, et la distance correspondante

120 = 21l = [ D (fulu) = tw(v))?

wE[R]

pour u # v en dépend contintiment, et ne peut atteindre zéro. Elle est donc minorée par un
e > 0. O

16.5 Perturbations des vecteurs et valeurs propres de ma-
trices symétriques

Nous commencons par donner un cas particulier des inégalités de Weyl, qui controlent la per-
turbation des valeurs propres . Ces controles sont donnés en fonction du rayon spectral d’une
matrice de perturbation W, qui est défini comme:

Définition 16.1. Le rayon spectral d’une matrice W, qu’on note p(W), est par définition le plus
grand module de toutes ses valeurs propres.

On a alors:

Lemme 16.2. Soient A, W deuz matrices symétriques, et A = A+W. On note \; (respective-
ment, ;) les valeurs propres de A (respectivement, A) triées par ordre décroissant. Alors, pour
tout n € [n] on a

Ai = il < p(W).

Preuve. Le théoréme de Courant-Fisher donne la caractérisation variationnelle suivante de la
i-éme valeur propre \; d’une matrice symétrique A comme:

T

A = sup x* Az

inf
Edim(E)=i *€EllzlI=1

ou E est un sous-espace vectoriel. Soit {Z1,...,Z,} une base orthonormale de vecteurs propres

de A associés avec les valeurs propres Aj,. .., A,. En appliquant le théoréme de Courant-Fisher,
pour le choix E = Vect(z1,...,Z;), il vient

A 2 infoVeCt(:fl ..... ) ol (A= W)
: T(F T
2 mfa:eVect(m,...,;zi) z' (A)z — SUP,eVect(z1,...,z:) T (W)z.

Le premier terme vaut précisément )\; alors que le second est minoré par —p(W), soit \; >

i — p(W). Le méme argument appliqué a \; donne \; > \; — p(W), d’ott le résultat. O
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On a de plus le controle suivant sur la perturbation de vecteurs propres:

Lemme 16.3. Soient A, W deux matrices symétriques, et A = A+W. Soit A := nf; ;.5 2%, |Ai—
Aj|. On suppose de plus que p(W) < A/2. Alors pour tout vecteur propre normé x; de A associé
a N;, il existe un vecteur propre normé T; de A associé a \; tel que

Preuve. On décompose z; selon la base des Z;, soit z; = Zj 0;x;, ce qui donne en appliquant A:

)\il‘i = Z ;\j.fj + W,Ii,
J

soit B
WSL’i = ZHJ()\] - )\2)‘%]
J
D’aprés l'inégalité de Weyl, si S\j #£ )\, alors:
Ai = Ajl > A= p(W).
Il vient donc
p(W) = [[Wz|| > (A = p(W))

ce qui donne

k:/\k:)\i

Z, ‘9k|2 >1- (A—p(VV

On pose alors

S]]
I

Z ‘9k|2 Z 0rZ5.

kAn=\; kAe=N\;

Il s’agit clairement d’un vecteur propre normé de A associé a la valeur propre ;. Par ailleurs,

on a:
@z = | S l6P.

La minoration annoncée en découle. O

Corollaire 16.2. Soit une matrice symétrique A de rang R fize, de valeurs propres non nulles
dui, 1 € [R] ot les p; sont fizes, et ou d >> 1. Soit une matrice symétrique de perturbation W de
rayon spectral p = o(d). Alors le spectre de la matrice A = A+ W consiste en R valeurs propres
{dp:i(1+0(p/d))}icir), et n— R valeurs propres en O(p) = o(d). A tout systéme (z1,...,2R) de
R vecteurs propres orthonormés de A associés a ses R valeurs propres d’ordre d on peut associer
un systéme (Z1,...,Zg) de R vecteurs propres orthonormés de A associés aux valeurs propres
dpi, i € [R] de A et tels que pour tout i € [R]:

(21,7:) = 1 - O(p/d)*) = 1 - o(L).
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Preuve. Les deux lemmes précédents nous fournissent presque tout, en particulier le spectre de
A admet une séparation A d’ordre d. Le lemme précedent donne donc existence, pour tout
systéme orthonormé (z1,...,xgr) de vecteurs propres pour A, d’'un systéme normé (mais pas
nécessairement orthogonal) (Z1,...,Zx) de vecteurs propres pour A tel que

Vi€ [R), (z:,3:) = 1 — O((p/d)?) = 1 — o(1).

Il nous reste donc a vérifier qu'on peut choisir les vecteurs propres {Z;};c(r orthonormés. Sup-
posant que les r < R premiéres valeurs propres {ui}ie[r] coincident, on procéde comme suit.
On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt & (%4, ..., Z,) pour construire un
systéme orthonormé de vecteurs propres (1, ..., %, ) associés a la méme valeur propre du; de A.
Montrons par récurrence que le résultat est bien tel que

(i, @) = 1= O0((p/d)*) = 1 - o(1).

C’est immeédiat pour i = 1 puisque Z; = T;. Par ailleurs on a

I P =
e Zl<$i>$j>wj]7
iz

ot t = ||z; — Y0 (&, @5)%;]|. En écrivant pour j < i:
(@i, T5) = (T0, @ — &) + (%6, Tj — @)
+<§71 — .’Ei,wj> + <£L'Z‘,$j>,

le premier terme du membre de droite est d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz en O(p/d)) =
o(1) par ’hypothése de récurrence, le second et le troisiéme aussi d’aprés (zx, 7)) = 1-0((p/d)?),
et finalement le dernier est nul car les xj sont orthonormés. On a donc (Z;,Z;) = O(p/d). Cela
entraine que t = 1 — O((p/d)?). En écrivant

(w @) = t(wi, &) — 25 (@, &) (w0, 35)
(s, Bi) — S50y (@i ) (T,

on utilise t = 1 — O((p/d)?), (z;,z;) = 1 — O((p/d)?) et le fait que tous les autres produits
scalaires intervenant dans cette derniére expression sont en O(p/d) pour conclure que (x;, T;) =
1-0((p/d)?).

Le résultat du corollaire s’obtient alors en appliquant la méme construction de Gram-Schmidt
pour chaque espace propre correspondant aux valeurs propres distinctes du; de A. O

16.6 Controle du rayon spectral de matrices aléatoires

Nous fournissons maintenant des bornes sur le rayon spectral de matrices aléatoires. Le premier
résultat ci-dessous suffira pour établir le théoréme 16.1:

Proposition 16.1. Soit W une matrice symétrique de taille nxn dont les entrées {W;; h1<i<j<n
sont aléatoires, indépendantes, vérifient |W;;| < 1, E(W;;) =0 et IEWfJ < d/n pour un paramétre
d dépendant éventuellement de n. Soit € > 0 fixé. Alors, avec forte probabilité lorsque n — oo,

on a
p(W) < Vdne.
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Preuve. Soit k € N fixé. On a

W) < Z AP = Trace(W?F),

ot les \; sont les valeurs propres de W. On utilise alors la représentation suivante pour la trace
de W2F:

2k
Trace(WQk) = Z H Wi, 14,

iZke[n]2kt+1g=ig, J=1

Comme les W;; sont de moyenne nulle et indépendants, les seuls termes non nuls dans I’espérance
de Trace W%) correspondent aux choix i2¥ € [n]?**1 tels que chaque arc (u,v) parcouru par la
suite (Zj_1,%;), j € [2k] apparait au moins deux fois dans cette suite. Pour une telle suite, si
on note e le nombre d’arcs distincts qu’elle parcourt, ce nombre est nécessairement au plus k.
Notant v le nombre de sommets découverts par cette suite, on a v < e + 1, puisque en plus du
sommet ig on découvre au plus e sommets supplémentaires, un par arc utilisé.

Soit C(e,v) le nombre de suites i2* qui contiennent e arcs distincts visités chacun au moins
deux fois, v sommets distincts, et tels que ces sommets sont précisément 1,...,v. Le nombre
de suites aux mémes propriétés sauf la derniére contrainte, les v sommets choisis pouvant étre
n’importe lesquels dans [n], est au plus n?C(e,v). Puisque |W;;| < 1, on a pour tout £ > 0 la
borne

d
E(|W;;]“?) < E[W;;|* < o

11 vient donc

k e+1 d e
ETrace( W2k SZZ <n> )

ETrace W% S

HM»

+
Z (e,v)nd® = O(nd").

On a alors d’aprés 'inégalité de Markov:

P(p(W) > Vdn) < E(p(W)2*)d—Fn=2ke
< E(ETrace W2k)d—kp—2ke = O(pl-2ke),

En choisissant k > 1/(2€), on conclut que P(p(W) > v/dn) = o(1), comme annoncé. O

Nous citons maintenant sans preuve un résultat plus fin, qui peut étre utilisé a la place
de la proposition 16.1 afin d’obtenir une version plus forte du théoréme 16.1. Celle-ci est une
conséquence des résultats de Feige et Ofek [6]. On pourra consulter [16] pour le détail des
arguments.

Proposition 16.2. Soit une matrice symétrique A, dont les entrées (A;j)1<i<j<n sont indépen-

dantes, appartiennent a [0,1] et telles que A;; = 0, E(A;; < d/n, ot d < nt/5. Alors pour une
constante universelle k > 0 on a avec forte probabilité lorsque n — oo:

p(A—TE(A)) < ky/max(log(n),d).
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16.7 Preuve du théoréme 16.1

La matrice d’adjacence A du modéle stochastique de blocs s’écrit
A=A+ Wi + W,

ot la matrice A est définie par parA;; = (d/n)By(i)o(j), la matrice W est définie par Wy =
A —E(A), et finalement Wy = Diag({—(d/n)Bs(i)o(i)})-

La proposition 16.1 appliquée & W7 donne que pour tout € > 0 fixe, avec forte probabilité,
p(W1) < nVd. Par ailleurs on a clairement p(Ws) = O(d/n). Pour deux matrices symétriques
W1, Wa, le rayon spectral de W = Wi + W est majoré par p(W1)+p(Wz). Onadonc A = A+W,
avec p(W) < O(d/n) + nVd.

Sous I'hypothése d ~ n® pour un exposant § fixe, § €]0,1[, en choisissant ¢ < §/2, il vient
p(W) = o(d). Le corollaire 16.2 s’applique et donne la conclusion du théoréme sur les valeurs

propres de A. Il donne aussi qu’a tout systéme orthonormal (z1,...,2g) de vecteurs propres de
A associés aux R valeurs propres d’ordre d, on peut associer un systeme orthonormé de vecteurs
propres (Z1,...,Zgr) de A associés aux R valeurs propres non nulles de A, vérifiant
(5, 7;) = 1= O((p/d)?),

soit encore ||z; — 7;||? = O((p/d)?) = o(1). Pour i € [n], le vecteur R-dimensionnel z; est donné
par v/n(x1(i),...,zr())T, et de méme 2 (i) = /n(z1(i),...,Zr(4))T. On a donc

dollzi— P =n )l — a1 = nb(n),

1€[n] JE[R]

ot 8(n) = o(1). L’inégalité de Bienaymé-Tchebitchev donne alors:
i € [0 |z — zll > 6(n)"/*}] < nf(n)!/* = o(n).

Le corollaire 16.1 précise que les z; sont les mémes au sein d’un bloc, et & distance minorée par
un € fixe entre deux blocs distincts. La conclusion du théoréme en découle.

Remarque 16.1. La conclusion du théoréme 16.1 reste vraie si on suppose d < n'/%, et
d >> \/log(n). En effet, En utilisant la proposition 16.2 plutdt que la proposition 16.1 dans
la preuve, on voit que sous ces hypothéses le rayon spectral de W est en O(y/max(log(n), d)) soit
en O(y/(d)) = o(d). Le reste de la preuve s’applique encore sans autre modification.
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Chapitre 17

Annexe: preuves

17.1 Mesures stationnaires et ergodicité des chaines de Markov

Théoréme 2.2 Une chaine de Markov ayant un état = récurrent admet une mesure (pas néces-
sairement de masse totale finie) invariante v, donnée par la formule

Ty
vy =, E 1x,—y.
n=1

Si la chaine est irréductible, cette mesure invariante est unique & une constante multiplicative
prés parmi les mesures non négatives invariantes, et met une masse strictement positive sur
chaque état y € E.

Preuve. Ecrivons pour un z € F fixé, d’aprés le théoréme de Fubini:

§ VyPyz = § EmlngTlen:ypyv
yeE n>1ycE

La propriété de Markov peut étre utilisée, puisque {T,, > n} est F,-mesurable, pour obtenir
E, 1n§Tx 1Xn=ypyz =E, 1n§T1 1Xn=y1Xn+1=z7

ce qui donne
To+1

Z VyPyz = ZEwlnng 1Xn,+1:z = E.L Z 1Xn:z-
n=2

yelE n>1

La propriété de Markov forte implique que E;1x, . ,=. = E;1x,-., et donc
Z VyDyz = V.
yeE

Montrons maintenant que pour tout z € F, v, est fini. Soit donc z tel que v, > 0, et donc tel
qu’il existe n pour lequel pZ, > 0. Puisque = est récurrent, il existe nécessairement m > 0 tel
que p7t > 0 car sinon on aurait P, (7, = +o00) > pZ, > 0, une contradiction. On obtient alors,
en itérant m fois la relation de stationnarité:

V:c:]-:ZVypym:"':ZVyPZ;ZVsz'

yeE yeE

141
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Nécessairement, v, < +00. On a donc bien une mesure, et celle-ci est invariante.

On suppose maintenant la chaine irréductible et récurrente. La mesure invariante qu’on vient
de construire est dénotée v(*). Soit une autre mesure invariante non négative u. Soit z € E tel
que pi; > 0 (si la mesure est nulle on n’a rien & montrer). On peut renormaliser p pour avoir
e = 1. Pour tout y € E, on a

My = Z HzPzy = 6;96) + Z Mzﬁzm
zeE zeFE

ol on a introduit la mesure 6(*) valant 1 en z et zéro ailleurs, et la matrice Dzy = DPaylysa,
correspondant & la matrice de transitions dans laquelle on met & zéro la colonne x. La derniére
équation implique alors:

> 6 + P

En itérant, ceci donne pour tout n € IN:

> Zé(:c)pn.
k=0

Le membre de droite de cette expression s’écrit sous forme probabiliste, pour tout y € E:

n
Py = Z Erlx,=ylr,>n.
k=0

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient:

Wy > z/g(f).

Montrons maintenant qu’il y a égalité entre les deux mesures p et (%), Puisqu’elles sont toutes
deux invariantes pour P, notant 7 := pu — v*), 7 est non-négative d’aprés ce qui précéde, et est
aussi invariante. Par ailleurs, m, = 0 par construction. Or par invariance, pour tout n € N:

n
Ty 2 TyPyzs

et par irréductibilité, il existe pour tout y un n tel que py, > 0. Il en résulte que 7, = 0, donc
7 = 0, i.e. les mesures p et v(*) sont bien égales. Le méme argument indique que la mesure

invariante m ne peut mettre une masse nulle sur aucun état y car sinon elle serait identiquement
nulle. O

Renouvellement & temps discret Etant donnée une loi de probabilité { f; }x>1 sur {1,...,n,..

et une suite de variables aléatoires i.i.d. 17,75, ... distribuées selon cette loi, la séquence de renou-
vellement correspondante est définie par la suite de variables aléatoires S = 0,5, = 11,...S; =
Sk—1+ Tk - - .

On associe & ce processus de renouvellement la mesure de renouvellement {uy}nen sur N
correspondante, définie par

Up = Z]P(Sk =n).
k>0

On vérifie aisément, en conditionnant par la valeur m que prend T3, que la mesure de renouvelle-
ment {u, }nen vérifie equation de renouvellement:

k—1
uo =1, up = Y frnlthom, k> 1. (17.1)

m=1

s
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Ces relations caractérisent uniquement, par récurrence, la mesure de renouvellement associée a la
distribution {fx}. Définissant la période d’une mesure {uy} sur N comme le PGCD des entiers
n tels que u,, > 0, on a alors le

Lemme 17.1. La mesure de renouvellement {u,} admet la méme période d que la loi de prob-
abilité {fn}n>1 & partir de laquelle elle est construite.

Preuve. Comme uy, > fi pour tout k > 0, la période d,, de {uy} divise nécessairement la période
dy de {fx}. Par ailleurs, pour tout k& > 1, IP(S; = n) ne peut étre non nul que si n est un
multiple de d¢, d’ou le résultat. O

Théoréme 17.1. (Théoréeme du renouvellement o temps discret). Soit {u,} une mesure de
renouvellement associée a une distribution {f.} apériodique. Notant p =ETy =3, kfi, on
a

1
lim wu,—, (17.2)

n—oo 'U,

le membre de droite valant zéro si p = 400.
Avant de donner la preuve, énoncons le lemme suivant:
Lemme 17.2. Pour une mesure {f,} sur {1,2,...}, on note S := {k > 1: fi, > 0} son support,
St={n>1:3zy,...,2,. €S,n1,...,np EN:n=nyzy + -+ ngay}
le support du semi-groupe additif engendré par les éléments de S, et
St ={n>1:321,...,2, €S,n1,...,nx EL:n=n121 + -+ NkTp}

le support du groupe additif engendré par les éléments de S.
Si {fr} est apériodique, alors il existe a € N tel que tout n > a appartient & ST.

Preuve. Soit m le plus petit élément positif de S*. Nécessairement, m = 1: en effet, si m > 1,

d’aprés 'hypothése d’apériodicité, il existe x € S qui n’est pas multiple de m, i.e. pour lequel il
existe k € N tel que km < x < (k + 1)m. L’élément x — km appartient & S* et vérifie

0<zxz—km<m,

une contradiction. Donc m = 1. Ceci établit l'existence de z1,...,xx € S, ny,...,n, € Z tels
que

l=xzin1+...+ a0k
Posons ng := x1|n1| + ... + xk|ngl. Soit n > n3 quelconque. On peut écrire n = ang + b avec
a>nget0<b<ng. On a donc:

k k
n=ang+b= Z(a|ni|xi + bnx;) = Zazi[ami\ + bpil-
i=1

i=1
Cei établit que tout n > ng appartient & S*, puisque a|n;| +bn; > 0 d’aprés a > ng > b > 0. O

Preuve. (théoréme de renouvellement a temps discret).

Soit r,, = P(T1 > n) =, fr, et L la plus grande valeur Sy avec Sy <n. On a L =/ si et
seulement si un renouvellement se produit en #, et 'intervalle suivant est de longueur strictement
supérieure & n — £. Ceci donne la relation

n
1=P(L<n)= Zuw‘n_g. (17.3)
=0
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Soit A = limsup,, ,, un, et n(k) une sous-suite telle que limy_,oo upx) = A. Soit i € S, i.e. tel
que f; > 0. Fixant N > 0 arbitraire, d’aprés (17.1) et up < 1 on a

N
Un(e) € Y Fm+ D Un(ky—m -

m>N m=1
Faisant tendre k vers l'infini, on en déduit que
liminfuy—ifi A= D fud= D fi
m#i,m<N m>N

Faisant tendre N vers I'infini, ceci implique que lim infg_, o0 %y (x)— > A, et donc que limy o0 U (k) —; =
A

En reproduisant cet argument, on établit de méme que pour tout ¢ € ST, de la forme
1= Z§:1 zjn; avec z; € S et n; > 0, on a encore limy o0 Up(k)—e = A. Or d’aprés le lemme
précédent, il existe un entier a > 0 tel que tout 7 > a appartient & ST.

Appliquons la relation (17.3) & n = n(k) — a pour obtenir, ayant fixé arbitrairement N > 0:

N

1> Zun(k)faférﬁ
=0

Faisant tendre k vers I'infini dans cette expression, d’aprés ce qui précéde chaque terme u,, (x)—q—¢

converge vers A, d’oll
N
1> Z Tp.
£=0

Faisant maintenant tendre N vers I'infini, puisque p = > ,~,7¢, on a
pA < 1.

Dans le cas ou 4 = oo, cela donne A = limsup,,_,. un, = 0, et donc lim,_,oc un, = 0. Pour
i < 00, on procéde comme suit. Posant v := liminf,,_, o u,, on choisit une suite n(k) telle que
limg— 00 Up(x) = v. Comme précédemment on obtient pour tout i € S:

N
Un(k) = Z Un(k)—m fm;
m=1

et donc limsupy,_, . Up)—; < v. Itérant, on en déduit de méme que pour tout i € ST, et donc
tout i > a pour un a suffisamment grand, ™—ec Unt)—i=v_ Choisissant n = n(k) — a dans (17.3)
cela donne pour N > 0 fixé arbitraire:

N
1< (Z un(k)—a—frf) + Z Tk,
=0

{>N

puis aprés passage a la limite &k — oo:

Comme on a supposé p < oo, on peut faire tendre N ver U'infini, ce qui donne: 1 < pv, soit
liminf, oo un > 1/p. Ceci, combiné avec limsup,,_, . u, < 1/p, établit le résultat. O
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Théoréme 2.3 (Théoréme ergodique). Une chaine de Markov irréductible de matrice de
transition P admet une loi invariante 7 si et seulement si elle est récurrente positive. On dit
alors que la chaine est ergodique. La loi invariante est unique, donnée par

1 — E, 27?21 1Xn:x.

\v E r,=
YR TS BT E,T,

(17.4)

et pour toute fonction f telle que ZmeE 7| f(x)] < 400, on a la convergence presque sire, ou
théoréme ergodique (les moyennes en temps sont égales aux moyennes en espace):

lim © S F(Xm) =) maf(x). (17.5)

n—o00 N, =y
xr

Preuve. D’aprés le théoréme 2.2, une chaine de Markov irréductible récurrente admet une mesure
stationnaire, unique & une constante multiplicative prés. Soit »(*) la mesure stationnaire qui y
est construite. Sa masse totale est donnée par

T
D v =B, Y 1 =Ey(Ty).
n=1

yeE

Cette masse totale est donc finie (ou de maniére équivalente, la chaine admet une loi invariante,
obtenue par normalisation de cette mesure) si et seulement si la chaine est récurrente positive.
La premiére partie du théoréme sera établie en montrant qu’une chaine irréductible transiente
ne peut admettre de loi invariante.

Supposant donc qu’il existe une loi invariante 7 pour la chaine, montrons qu’elle ne peut étre
transiente. Par invariance, pour une loi initiale de Xy donnée par w, X,, ~ 7 pour tout n € N.
Soit un x € E tel que m, > 0. Alors, notant comme dans la proposition 2.1 par N, le nombre
total de visites & z par Xq,...,X,,...,on a

E.N, = +oo.
Or d’aprés la propriété de Markov forte appliquée a T, on a:
EpNg =P (T, > 00)(1+E;Ny).

Donc si une loi stationnaire 7 existe, nécessairement E, N, = 4+o00. L’état x est donc récurrent.

Supposant la chaine ergodique, et notant encore 7 sa loi invariante, soit maintenant une
fonction f: E — R telle que > p my|f(y)| < co. En décomposant la fonction f entre sa partie
positive et sa partie négative, on peut se ramener au cas ou f > 0, ce que nous faisons. Fixons
un état © € E, et notons T) le nombre d’étapes entre la (k — 1)—eéme et la k—éme visite de la
chaine a V'état o, Ty = 0, Ny = Tt + ...+ T, Zy = Yoot g1 f(Xim).

Pour n € N, soit N(n) le nombre de visites de la chaine & z par Xi,...,X,. On a alors:
1+ ...+ Znn m (X, i+ ...+ Znn
1 N Xme=t f(Xm) 2 N(n)+1 (17.6)
T1+-~-+TN(n)+1 n T1+-~-+TN(n)

Or d’aprés la propriété de Markov forte, les T sont indépendants, et pour k > 1, T}, a la loi de
T, sous IP,. De méme, les Z; sont indépendants, et pour k > 1, Z; a la loi de

Ty

> F(Xm)

m=1
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sous IP,. La loi forte des grands nombres nous donne alors I'existence des limites presque stres:

T
SN Zi+ ...+ 2y =
lim — =E,(T;), im —— =FE X
Jim =% =E(Ty), Jim = lef( )
n—
La premiére limite garantit que le rapport Sy /N est majoré avec probabilité 1, mettons VN €
N, Sy < NX pour une variable aléatoire X presque stirement finie. Ceci implique que N(n) >
n/X, et donc que presque strement lim,,_, o N(n) = +oco. En réécrivant les majorants et mino-

rants dans (17.6) comme

Zi+...+ZNm)y N(n)+1 N(n) Z1+ .o+ ZNmy+1 N(n) N(n)+1
N(n) Snmy+1 N(n)+1 N(n)+1 Tv+...+Tnw N(n) '’
on déduit de ces convergences presque stres le résultat annoncé. O

On a enfin: Théoréme 2.4 Pour une chaine de Markov X§° ergodique (i.e., irréductible,
récurrente positive), supposée de plus apériodique, on a alors la convergence en loi suivante pour
toute loi initiale v:

lim P, (X, =x) = m,.

n— oo

Preuve. On fixe un état arbitraire x € E, et on note f; = P, (T, = 4). On introduit la mesure
de renouvellement associée {u,} qui s’interpréte comme u,, = P,(X,, = z). On a alors, d’aprés
la propriété de Markov forte:

P, (Xp=1) =Y Py(Ts = k)un_s.

k=1

Par convergence dominée, on obtient du théoréme de renouvellement & temps discret que

Jim Py (X = ) = E, (T,)

= Tg,

comme annonce. O

On a une forme de réciproque de ce dernier théoréme et du théoréme ergodique avec le résultat
suivant: Théoréme 2.5 Une chaine de Markov irréductible non ergodique (i.e. transiente ou
récurrente nulle) est telle que pour tout x € E:

lim P(X,, =z)=0.

n—oo
Preuve. Dans le cas transient, ce résultat est une conséquence directe de la proposition 2.1. En
effet, pour z transient, la somme ), ., p?, est finie, et donc a fortiori lim,,_,~ pl, = 0. On peut
alors écrire, d’aprés la propriété de Markov forte,

Z P(T, = k)py, "

La conclusion s’obtient alors en invoquant le théoréme de convergence dominée.

Dans le cas récurrent nul, on utilise le théoréme du renouvellement & temps discret, avec
comme dans la preuve précédente, pour un état x récurrent nul, f; = P, (T, = i), {u,} la
mesure de renouvellement associée, et I'identité

n
IP n—l‘ Z]PVT—kun k>
k=1
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mais la récurrence nulle entraine maintenant que E,(7T,) = 400, et donc lim, o u,, = 0. Par
convergence dominée on en déduit que lim, . P, (X, = z) = 0.
O

17.2 Dynamiques de gradient: preuve du théoréme 5.3

Théoréme 5.3 Soit une fonction F : R — R U {+oo} convexe, continument différentiable
sur chaque ensemble {x : F(z) < A} pour tout A € R. On suppose chacun de ces ensembles
compact. Soient des fonctions k; : ]Ri — (0, 00), supposées minorées au-dessus de 0, continument
dérivables de dérivées uniformément bornées.
Alors I'équation (5.19) admet une unique solution pour chaque condition initiale z(0) € R%.
De plus la valeur F(z(t)) décroit avec ¢ vers F*, la valeur minimale de F sur R%. Sila
fonction F' admet un unique minimiseur x* sur IR‘L alors lim;_, o z(t) = z*.

Preuve. Théoréme 5.3, existence: On fixe un pas de temps € > 0. On construit par récurrence
x(n), n € N, démarrant avec la condition initiale £(0) et posant

| [ @n) si n # i(mod d),
zZ(n * 1) B { HlaX(O,argminzeli(n)(F(x_i(n)a Z)) sin = Z(mOd d)’

ot et (z7%(n),2) désigne le vecteur de j-éme coordonnée z pour j = i et de j-éme coordonnée
xj(n) pour j # i, et ou on a défini I;(n), posant b;(n) = x;(n) — dex,;(x(n))0; F(x(n)), par

I;(n) := [max(0, min(z;(n), b;(n))), max(z;(n), b;(n))].

En d’autres termes on met a jour de maniére cyclique chacune des d coordonnées, en adaptant une
coordonnée ¢ par une modification de taille au plus |dex;(x(n))0; F(z(n)))], de fagon a minimiser
F, tout en maintenant cette coordonnée dans R .

Par construction, F(z(n)) est décroissante. La suite des xz(n) reste donc dans I’ensemble
supposé compact {z € RY : F(z) < F(2(0))}. On a aussi supposé F continument dérivable
sur un tel ensemble. Le gradient de F' évalué en z(n) reste donc borné uniformément en n. Les
différences z(n) — z(n — 1) ont donc une norme majorée par e¢C' pour une constante C, et ce
uniformément en n et en €. Le lemme 17.3 ci-dessous implique donc que la suite de fonctions

29 (t) = z(n), t € [ne, (n+ 1)e),

admet une sous-suite convergeant uniformément sur tout intervalle compact [0, 7] lorsque € — 0
vers une limite Lipschitzienne.

Soit z une telle fonction limite d’une sous-suite des fonctions (). On veut établir que x
satisfait la représentation intégrale (5.20). Pour ce faire on fixe ¢ € [d]. Pour tout s € (0,¢), on
écrit

xi(s+h) —xz;(s) = lim ed Z argminzeli(n)(F(x_i(n)7 Z>)1n:d(m0d e

e—0
n:s<en<s+h

On distingue selon plusieurs cas.

Cas 1: z;(s) > 0. Par continuité de 9;F, et continuité de la trajectoire limite x, la limite
vaut, pour h > 0 assez petit, —hd;F(z(s)) + o(h). La dérivée en s de x; existe donc et vaut
—0; F(x(s)).

Cas 2: x;(s) = 0 et 0;F(x(s)) > 0. La limite vaut alors, encore par continuité de J;F et
continuité de la trajectoire limite x, o(h). La dérivée a droite en s de x; existe donc et vaut
0 = max(0, —0; F(x(s))).
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Cas 3: z;(s) = 0 et 0;F(x(s)) < 0. La limite vaut alors —h9;F(z(s)) + o(h). La dérivée a
droite existe alors, et est strictement positive car égale & —9;F (z(s)). Mais dans ce cas la dérivée
a gauche de x; en s ne saurait étre strictement positive, car cela impliquerait z;(s — h) < 0 pour
h > 0 assez petit. On est donc en un point de non dérivabilité de la trajectoire.

Pour conclure que la représentation intégrale est satisfaite on invoque le théoréme de Rademacher,
selon lequel toute fonction Lipschitzienne est presque partout dérivable, et égale a 'intégrale de
sa dérivée. O

Nous citons sans preuve le Lemme suivant. Il s’agit d’une variante du théoréme d’Arzela-
Ascoli. Ce dernier caractérise les suites de fonctions continues f,, sur [0, 7] qui sont compactes
pour la topologie de la convergence uniforme. Pour une preuve on pourra consulter [17].

Lemme 17.3. Soit une suite de fonctions f, : (0,T) — R telle que, pour une constante M > 0
et une suite {op}n>0 tendant vers 0 dans R, on a les propriétés suivantes:

(i) {fn(0)}n>0 est bornée;
(i) Vst €[0,T][falt) = fs(t)] < Mt — s + 0.

Alors la suite f, admet une sous-suite qui converge uniformément sur [0,T] vers une fonction
limite, qui est M-Lipschitzienne sur [0,T)].

Preuve. Théoréme 5.3, unicité: Soient x, T deux solutions issues de la méme condition initiale

x(0).
On définit la fonction

d
ft) = Zgi(ﬂf(t))(ﬂ%(t) - &:(1))%,

o on a posé g; = 1/k;. Cette fonction est alors absolument continue, presque partout dérivable
de dérivée

Py = 250 (@(t) — 50)-0F @)}, o) — LeD -0 F@E®)L,,
+ 3 (a(t) — ()2 Di(t),

ou D;(t) est la dérivée en temps de g;(x(t)). D’aprés hypothéses de régularité (continument
dérivables) et de minoration au-dessus de 0 sur les &; , le deuxiéme terme est majoré par bf(t)
pour une constante b > 0. On décompose le premier terme comme somme de

d
A(t) =2 (@i(t) = Z@){[~0F (@), ) — [FOF @)L o )
=1

et
d

N S0

A nouveau des hypothéses de régularité sur les k; et donc les g; nous permettent de majorer B(t)
par bf(t) pour une constante b > 0. Considérons enfin A(t). Le vecteur —{—@F(x(t))];(t)} est

un sous-gradient (cf. [15]) en z(¢) de la fonction convexe valant F sur R% et +oo ailleurs. De
méme, le vecteur {—[—&-F(i:(t))];(t)} est un sous-gradient de cette fonction en Z. La propriété

][_aiF(i‘(t))];-(t)'

de monotonie du sous-gradient des fonctions convexes (cf. [15]) garantit donc que A(¢) < 0. 11
s’en suit que

f'(t) <of(t),
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H<b /0 F(s)ds

Le lemme de Gronwall (cf. ci-dessous) entraine alors que f(¢) < 0. Ceci implique l'unicité
annoncée. O

et donc puisque f(0) =0,

Lemme 17.4. (Gronwall). Soit une fonction f : [0,T] — R telle que pour deux constantes
a,b>0, on a

Vi e [0,7], f <a+b/f
Alors:
f(t) < ae’.
Preuve. Posant g(t) = e~ f f(s)ds, on a par hypothése

g (t) <ae b

En intégrant (on peut supposer b > 0 car pour b = 0 le résultat est trivial), ceci donne
,b a’ —b
K / f g —e€ t)v

t
a+b/ f(s)ds < €.
0

Le résultat en découle aprés une nouvelle utilisation de 'hypothése. O

qui entraine

Preuve. Théoréme 5.3, convergence vers un minimiseur: La valeur F(z(t)) décroit avec
t, puisqu’elle décroit sur la construction discréte utilisée pour prouver ’existence de la solution
z(t). Soit z* un minimiseur de F sur R%. Soit z(t) € R tel que F(z(t)) < oo un point de la
trajectoire. Puisque la fonction convexe s — F((1 — s)z(t) + sx*) est au-dessus de sa tangente,
on a:

F(z™) > Fx(t) + Z(xi‘ — 2:) 0 F(x(t)) = F(x(t)) — Z(JSZ‘ —zi(0))[~0F (@)}, (- (A7.7)
Ici on a utilisé le fait que pour x;(t) = 0, alors
(xf = 2i(1)0: F(x(t)) = —a} (—0;F(x(t))) > —a} max(0, —0; F (x(t))).

Ce méme argument établit que {f[faiF(z));}i:L,_?d est un sous-gradient de F' en .
On a par ailleurs pour presque tout ¢ > 0:

+ + )’
= Za" F(a(t) k(@) [=0:F (@) 1) < —Fmin Z ([—&-F(w(t))}zi(t)) :
D’apreés (17.7) et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
F(x(t)) = F(a*) < ||l2* = 2] - [=0:F (x(t))]], (1 |I-

Pour un € > 0 tel que F(z(t)) > F(z*) + €, cela donne donc, notant C ’ensemble compact des
x tels que F(z) < F(x(0)):

d . *||—2 *\\2 : *||—2) .2

) _ _ < e _ .

(@) < —#min min(|lz — 2™ 72(F(2(2)) = F(27)) < —fmin min(jz - 2*]|7%)e

On conclut donc que pour tout €, au bout d’un temps fini, F'(z(t)) < F(z*) + €. O
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