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Licence Physique, Dominante Physique, L1 Année 2008-2009, 1er semestre

Feuille de TD n◦5

Calcul matriciel

Exercice 1 Effectuer tous les produits possibles de deux matrices choisies parmi les quatre suivantes :

A =

 0 1 3 0
8 5 0 6
0 0 1 1

, B =


0 1
0 0
3 3
9 5

, C =

 0 1 3
8 5 0
0 0 1

, D =
(

1 3
5 0

)
.

Exercice 2 Parmi les matrices suivantes, lesquelles sont inversibles ? Pour celles qui sont inversibles, calculer
l’inverse.

A =

 −3 0 −2
9 1 6
2 0 1

, B =
(

2 7
1 3

)
, C =

 1 7 3
1 7 3
−2 −7 1

, D =
(

1 7 2
−1 0 0

)
, E =

(
i 1
1 −i

)
,

F =

 1 0 0
0 0 1
1 0 0

, G =

 1 0 0
0 0 1
0 1 0

, H =

 2 1 2
6 3 3
4 2 8

, I =

 0 −1 2
1 0 3
−2 −3 0

.

Exercice 3 Soient deux matrices carrées A et B qui commutent c’est-à-dire telles que AB = BA. Montrer que

(A+B)2 = A2 + 2AB +B2 (1)
A2 −B2 = (A+B)(A−B) (2)

(A+B)n = An + C1
nA

n−1B + C2
nA

n−2B2 + · · ·+Bn (3)

Montrer que les deux premières propriétés sont fausses chaque fois que AB 6= BA.

Exercice 4 Soient A,B ∈Mn (C).
1) Montrer que si AB = A et BA = B alors A2 = A et B2 = B.
2) Si B est inversible, à quelle condition A divise-t-il B à gauche (au sens : ∃M ∈M2(R), B = AM) ?
3) Si AB = 0, a-t-on A = 0 ou B = 0 ?
4) Si AB = 0, a-t-on BA = 0 ?

Exercice 5 Trouver toutes les matrices X qui commutent avec la matrice B =
(

1 2
0 3

)
.

Exercice 6 Refaire la première question de l’exercice 5 de la feuille précédente en utilisant le déterminant. La
question était : trouver les valeurs de m pour lesquelles le système ci-dessous admet des solutions non nulles.
On ne demande pas de calculer les solutions. 1 +m 1 1

1 1 +m 1
1 1 1 +m

 x
y
z

 =

 0
0
0


Exercice 7 Donner le rang des matrices suivantes en fonction de a (utiliser le déterminant).

A =

 1 a 1
a 1 1
1 a 1

, B =

 1 1 a
1 a 1
a 1 1

.
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Exercice 8 Inverser les matrices suivantes.

A =


1 1 · · · 1
0 1 · · · 1
...

. . . . . .
...

0 · · · 0 1

, B =


1 2 3 · · · n
0 1 2 · · · n− 1
...

. . .
...

1 2
0 · · · 0 1

.

Exercice 9 Pour tout θ ∈ R, on pose R(θ) =
(

cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

(i) En posant un vecteur u =
(
a
b

)
de R2, calculer R(θ)u. Calculer d’autre part eiθ(a+ib) sous forme x+iy.

En comparant les résultats des deux calculs précédents, donner un sens géométrique à R(θ).

(ii) Calculer det(R(θ)), (R(θ))−1, et montrer (R (θ))n = R(nθ) pour n ∈ Z.

(iii) Soient a et b des nombres réels. On suppose b 6= 0 et l’on considère la matrice A =
(
a −b
b a

)
. Montrer

qu’il existe un unique nombre λ > 0 et un unique nombre θ ∈]0, 2π[ tels que A = λR(θ).

(iv) Calculer
(
−1 −

√
3√

3 −1

)n
pour tout n ∈ N

Exercices de recherche.

Exercice 10

(i) Soit J =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

 . Calculer Jk pour k = 0, 1, 2, 3, ...

(ii) Soit P =

 0 1 0
0 0 1
1 0 0

 . Calculer P k pour k = 0, 1, 2, 3, ...

(iii) Soit Q =

 1 1 1
1 1 1
1 1 1

 . Calculer Qk pour k = 0, 1, 2, 3, ...

(iv) Soit A =

 0 1 1
1 0 1
1 1 0

 = Q− I3. Montrer que Ak = (−1)k I3 +
2k + (−1)k+1

3
Q pour tout k ∈ N.

(v) Soit la matrice : A =


0 1 · · · 1

1
. . . . . .

...
...

. . . . . . 1
1 · · · 1 0

.

Calculer Ap, pour tout entier p. Montrer que A est inversible et trouver A−1.

(vi) Soit la matrice carrée A = (ai,j)1≤i,j≤n définie par : ai,j =
{
Cj−1
i−1 si i ≥ j

0 sinon
Montrer que A est inversible et trouver son inverse.

Exercice 11 Soit D ∈ M2 (R). Montrer que : (∀A ∈ M2 (R) , DA = AD) ⇔ ∃λ ∈ R, D = λI2. Est-ce encore
vrai pour des matrices de format n× n, avec n > 2 ?
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