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Développements limités

Exercice 1 Calculer les développements limités suivants :

a) f(x) = exp x au voisinage de 0 à l’ordre 4.

b) f(x) = cosh x au voisinage de 0 à l’ordre 4.

c) f(x) = sinh x au voisinage de 0 à l’ordre 4.

d) f(x) = arctan x au voisinage de 0 à l’ordre 4.

e) f(x) = arcsin x au voisinage de 0 à l’ordre 4.

f) f(x) =
√

1 + x au voisinage de 0 à l’ordre 4.

g) f(x) =
1

1 + x
au voisinage de 0 à l’ordre 4

h) f(x) = ln(1 + x) au voisinage de 0 à l’ordre 5

i) f(x) =
1

1 + x
2

au voisinage de 0 à l’ordre 4.

j) f(x) =
sin(x)

x
au voisinage de 0 à l’ordre 5

k) f(x) =
ln(1 + x)

1 + x
au voisinage de 0 à l’ordre 3

l) f(x) =
√

1 + sin x au voisinage de 0 à l’ordre 3

m) f(x) = (1 + x)1/x au voisinage de 0 à l’ordre 3

n) f(x) =
arcsin x√

1− x2
au voisinage de 0 à l’ordre 3

o) En déduire le développement limité, au voisinage de 0 et à l’ordre 4 de g(x) = (arcsin x)2

Exercice 2 En utilisant les développements limités, calculer les limites suivantes

a) lim
x→0

x− sin(x)
x3

b) lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

x
c) lim

x→0

ln(1 + x)− sin(x)
x

d) lim
x→0

1−
√

cos(x)
x2

e) lim
x→0

argsh x− argch x(
argth 1

x

)2 f) lim
x→1

xx − x
1
x

(x− 1)2

g) lim
x→+∞

(x + 1
x− 1

)x
h) lim

x→π
2

(
tan

x

2
)tan x

i) lim
x→0

3
√

1 + sin(x)− 1
x

Exercice 3

a) Montrer que pour tout x > 0, on a log(x + 1)− log x− 1
x < 0.

b) Montrer que la fonction x 7→ x log(x+1)−(x+1) log x est strictement décroissante sur l’intervalle
]0, +∞[.

c) Calculer la limite de x log(1 + 1/x) quand x tend vers +∞.

d) En déduire qu’il existe un unique nombre réel a > 0 tel que (a + 1)a = aa+1.
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Exercice 4 Exercice de recherche

a) Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I contenant 0 et y admettant un développement
limité, montrer que f est dérivable en 0.

b) Réciproquement, si f , définie sur un intervalle ouvert I contenant 0, est dérivable en 0, montrer
qu’elle y admet un développement limité à l’ordre 1.

c) Soit f la fonction suivante :

f(x) =

{
x3 sin

( 1
x

)
si x 6= 0

0 si x = 0

Montrer que f admet en 0 un développement limité à l’ordre 2 mais n’y admet pas de dérivé seconde.

Exercice 5 Calculer les expressions suivantes

a) sin(arcsin x), cos(arccos x) et tan(arctan x)

b) tan(arcsin x) et tan(arccos x)

c) arcsin(sin x), arccos(cos x) et arctan(tan x)

d) arcsin x− arccos x

e) arcsin(sin 2x)

f) arctan x + arctan
1
x

Exercice 6 Résoudre les équations suivantes

a) arcsin x = 2 arctan x

b) arctan 2x + arctan x = π
4

c) arcsin
(

2x

1 + x2

)
= arctan x

d) argsh x = argsh(2− x)
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