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Feuille de TD n°5 - Correction

Calcul matriciel

Exercice 8
A : fait en TD.
B : on calcule I'inverse avec la méthode du pivot de Gauss.

1 2 3 .- n 1 0 --- 0
01 2 n—1 0 1
1 2 1 0
0 0 1 0 0 1
1 2 3 n—1 0 0 0 0 —n Ly —nlL,
0 1 2 n—2 0 0 1 0 0 —(n—-1) Ly—(n—1)L,
1 2 0 1 0 -3 L,_o—3L,
0 1 0 0 1 —2 L,_1—2L,
0 0 1 0 0 0 1 L,
1 2 - n—3 n—2 0 0 1 0 0 0 —(n—1) n-—2 Ly —(n—1)L,—4
o1 - n—4 n—-3 0 0 0 1 0 0 -(n—2) n-—3 Lo—(n—2)Lp_1
1 2 0 0 1 0 -3 2 Ly_3—3L,_1
0 1 0 0 0 1 —2 1 Ly_o—2L,_1
0 0 1 0 0 0 1 —2 L,
0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 L,
1 2 n—3 0 0 0 1 0 0 -n=2) n—3 0 Li—(n—2)L,—2
0 1 n—4 0 0 0 0 1 0 —(n=3) n—4 0 Lo—(n—3)L,—2
1 0 0 O 1 —2 1 0 L,_3—2L,_5
0 1 0 O 0 1 —2 1 L, _o
0 0 1 0 0 0 1 —2 L,
0 0 0 0 1 0 0 0 1 L,
etc
1 0 O 0 00 0 O 1 -2 1 0 0 0 0
01 0 0O 00 0 O O 1 -2 1 0 0 0
0 0 1 0 00 0 O 0 0 1 -2 1
1 0 0 0 O 1 -2 1 0 0
01 0 0 O 0 1 -2 1 0
0 01 0 O 0 0 1 -2 1
0 0 0 1 0 0 0 0 1 =2
0 0 00 01 0 0 0 0 0 1

On obtient ainsi I'inverse de B.



Exercice 10

0 0 1 0 0 0
0 00 Jetpourk>3,J=1|0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 1
1 0 0 et P3 =I5, donc
0 1 0
k=0[3], PF =13
k=1[3],PF=P
0 0 1
sik=2[3,Pr=P2=[ 1 0 0
0 1 0
3 3 3
(iii) @*=( 3 3 3 | =3Q.
3 3 3

On en déduit par une récurrence immédiate que pour k > 1, QF = 3¥~1Q.
(iv) Démonstration : Soit k > 0 un entier.
On a A* = (Q — I3)*. I3 commute avec @ donc on peut appliquer la formule du binéme de Newton,
k k

c’est-d-dire : A¥ = ZCIZS QP (_[3>k—p _ ZCIS (_l)k—p Qr.

Comme d’apres la g;zstkion précédente, poilzrotout p>0, QP :k?)p_lQ, on en déduit :
AP = CU-DMOQU+ Y C (—)F T Q= ()R L+ (Yo CF (-D)F T Q.
Okn peut a nouveau utiliser la formule du binéme de Newton pour simplifier la somme :

k
k— -1 _ 1 k— _ 1 0 k 0 k—
POEAC fg;%enpwfquew3+2%enpw

1 1
- g ((_l)kJrl + (3 — 1)k) = g (2k + (_1)k+1).
ok )k
Finalement, on obtient AF = (71)’“ Is + %Q.

On vérifie que cette formule est encore vraie pour k = 0 (facile).

Conclusion : on a bien le résultat demandé pour tout k € N.

(v) Soit n l'ordre de la matrice carrée A, on se restreint & n > 1 (pour n = 1, A est la matrice nulle).
1 . 1

On pose Q = : : etona A=Q —I,.
1 ... 1

De méme que dans la question (iii), on montre que pour k > 0 entier, Q* = n*~1Q.
On en déduit par un calcul identique & celui de la question (iv) que pour tout k entier

A= Capr g VDT

Premiere preuve que A est inversible en utilisant la méthode générale.
On résout le systeme AX =Y ou

X = (z1,...,2,) € R™ est 'inconnue et Y = (y1, ..., y,) est quelconque dans R™.



En se rappelant que n > 1, on a les équivalences suivantes :

T2 + 0+ Tpa + oz, = W
1+ o+ Tpr T = Y2
AX =Y : : : :
ry + X2 + - + Tn = Yn-1
R =
Toa+ -+ Tp1+Tn = Y1 L,
T1— T2 = Y2— W1 Ly — L,
T1—Tpn-1 = Yn-1—W Lyp_1— 1Ly
T1—Tn = Yn— W1 L, - L,
m=1xy = pi+-4yn——1y1 Li+Lo+.+Ly1+L,
T2 = Y1—Y2t+x
Tpn—1 = Y1—Yn-1+21
Tn = Y1 —Yn+ 21
a1 = () —n
vy = Syt 4 un) — v
— _
1
Tn—-1 - ﬁ(yl +-- yn) —Yn—-1
Ln ﬁ(yl‘k"""'yn)_yn

La derniere équivalence est obtenue par substitution de y; + x1 & partir de la premiere équation. On en
déduit que A est inversible et que A~ = ﬁ@ —1I,.

Deuziéeme preuve que A est inversible : avec la bonne intuition, on calcule AQ) en utilisant A = Q — I, et
Q2% =nQ.

AQ=Q-L)Q=Q*-Q=nQ-Q=n-1)Q=n-1)(A+1,)=(n-1A+(n-1I,

On en déduit que AQ — (n — 1)A = (n — 1)I,, c’est-a-dire que A(-15Q — I,) = I,..

On a donc montré que A est inversible d’inverse A= = ﬁQ —1I,.

A est triangulaire inférieure avec ses coefficients diagonaux tous non nuls, donc elle est inversible. Son
R e I T

(1)t CIZ) sii>

0 sinon

: () o 4E Y
inverse est A" = (a; ;)1<i,j<n définie par : a; ; = {

i
STCE (1 O s
k=j

0 sinon

En effet, en posant A” = A A, A” a pour coefficient a} ; =

(i—1)! (k—1)! (i—1)! (=) (i—j)!
G RIG—D GG-1! — GRGEDG-D — GNG-D GBIk
CcrJ

: : k=1 ~j—1 _
Pouri > j,ona C;y Ci_) =

9 N . k—1 Jj—1 _ ~j—1
c’est-a-dire C;7" C;—; = C/_,

7

i—j -

i

Donc a;/)j = Z(—l)k“ Cij:ll C’ik:j = Cg:ll Z(—l)kﬂ Cf:jj.

k=j

Pour i > j, en posant k' = k — j et en remarquant que (—1)¥+2 = (=1)¥'(=1)% = (—1)*" on en déduit

=7

4,9
k’'=0

i

k=j

=]

k’

aly =CiTl S (=0 ol =it Y (-1)M eF = ¢ (1= 1) = 0 puisque i — j > 0.
=0

De plus pour tout i, on a a}; = ZCf:ll (—=1)Fti C,];i =0} (- ot =1,

k=i

Finalement A” = I,, et donc A’ est I'inverse de A.

Exercice 11
Soit D € Ms (R) quelconque.



On montre d’abord que : (D commute avec toutes les matrices de My (R)) = (D est une matrice diagonale).
a

Notons D = ( c ) et supposons que D commutent avec toutes les matrices de M (R). Cette propriété est

d

donc vraie pour les matrices particulieres U = < 8 (1) ) et V = < (1) 8 >

0 a c d b 0 0 0
orou= (0 Ywn- (& H)oov= (b 0)voo (0 0),

De DU =UD on déduit a =d et ¢ =0. De DV =V D on déduit a =d et b = 0.
On en conclut que D est une matrice diagonale.

On montre maintenant que : (D est une matrice diagonale) = (D commutent avec toutes les matrices de
M (R)).

Supposons qu’il existe A € R, D = Al5. Pour toutes matrices A € My (R), on a alors

DA = (M)A = MNI2A) = A = \AL) = A(M\2) = AD.

On a donc montré ’équivalence demandée.

Ce résultat reste vrai pour des matrices de format n x n, avec n > 2. On le démontre en utilisant des matrices
dont tous les coefficients sont nuls sauf un en dehors de la diagonale.



