Modeles et algorithmes des réseaux

Processus de Markov et les files d'attente

Ana Busic
Inria Paris - DI ENS

http://www.di.ens.fr/~busic/
ana.busic@inria.fr

Paris, Novembre 2018


http://www.di.ens.fr/~busic/
ana.busic@inria.fr

Plan

Processus de Markov

Processus en temps retourné et la réversibilité

File M/M/1 et le théoréme de Burke



Processus de Markov

Soit T C R et S un espace dénombrable.

Une collection de variables aléatoires a valeur dans S, {X(t) : t€ T}
est un processus de Markov avec un espace S si

P(X(tn+1) = int1[X(ta) = i, ..., X(t1) = 1) = P(X(tn+1) = in1[X(tn) = in)

pour tout t1,...,the1 € T telsque ty < tp < -+ < tpe1, Ny---yint1 €S
et P(X(tp) = ip,..., X(t1) = i) > 0.
Notation :

> 7;(t) = P(X(t) = i). On va écrire m(t) comme un vecteur ligne (en
utilisant un ordre des états dans S);

> pij(s; t) = P(X(t) = j|X(s) = 1)
> H(s,t) = (pj(s,t) :i,j €S) est une matrice stochastique.



Processus de Markov

Les m(t) et pj;j(t) déterminent toutes les marginales finies :

P(X(t1) = i1, ..., X(tn) = in)
= P(X(tl) = I‘l, ,,,7X(l'n71) = infl)P(X(tn) = in|X(t1) = il7 --~,X(t,7,1) — infl)
- P(X(tl) = i17 ”'7X(t"_1) = in_l)pl‘n—ll'n(tn—17 fn)

= i, (t1)Piyip (t1, ©2) - pi,_yin (tn—1, tn)

Un processus de Markov est dit homogene si pji(s, t) dépendent de s et ¢
uniquement en t —s. On écrit alors p;j(t — s) au lieu de pj(s,t), et
Hij(t — s) au lieu de Hj(s, t).

Un processus de Markov homogene est dit stationnaire si 7(t) ne dépend
pas de t.



Equations de Chapman-Kolmogorov

Pours,t € T, s <t,
t)=> P(X(s)=1i,X(t)=j)=>_mi(s)py(s, t),
i€S i€S

ou sous forme matricielle

7(t) = m(s)H(s, t).

Pour s,7,t € T, s < 7 < t, en conditionnant sur la valeur de X(7), on
obtient

H(s,t) = H(s,7)H(r,s)

Pour un processus de Markov homogene, pour s,s+7¢€ T, 7 >0,

(s + 1) =m(s)H(7),

7 est une distribution invariante si 7H(7) = 7.



Fonctions de sauts

S un ensemble dénombrable et A ¢ S. Une fonction de sauts est une
fonction x : Ry — SU {A} telle qu'il existe une suite de temps,
0=179 <71 <--- etunesuite d'états sp,s1,--- avec s; € S et

S; # sit1, 1 >0, telles que

si, Ti<t<Ti1, >0
X(t) :{ AH tl>_7_* i+1, I Z
) -

avec 7F = lim;_ oo 7;.

Si 7* est fini, on dit que c'est le temps d’explosion de la fonction x.



Temps d'explosion

Exemple: S=N, 7, =i/(i+1),s;=i.Onar*=1

A
X(t) _




Processus de sauts

Un processus markovien de sauts {X(t) : t > 0} est un processus de
Markov tel que, avec probabilité 1, toutes les trajectoires sont des
fonctions de sauts.

Instants de sauts

Tob = 0
T« = min{t>0:X(Tx_1+t)#X(Tk_1)

Temps de séjour : S; = T;, — T;_1, i > 1.

S, S,  S3 S;  Ss

f_‘_| I L IFLV_L\I L 1 e

r f +— f f

0 T, T, T3 Ty Ts time = oo

La chaine incluse aux instants de sauts X7 = {X7(k) : k > 0}

X(k) = X(T)



Exemple : chaines de Markov en temps discret

Soit X = {X(k) : k € N} une chaine de Markov avec I'espace d'états
dénombrable S et matrice de transition P. Alors,

» La chaine incluse aux instants des sauts est aussi une chaine de
Markov et pa’- = pij/(1 — pji) pour i # j et pi=0ij€S.
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Exemple : chaines de Markov en temps discret

Soit X = {X(k) : k € N} une chaine de Markov avec I'espace d'états
dénombrable S et matrice de transition P. Alors,

» La chalne incluse aux instants des sauts est aussi une chaine de
Markov et pa’- = pij/(1 — pji) pour i # j et pi=0ij€S.
» Sachant X(0), X7(1) est conditionnellement indépendant de S;.

» Sachant (X7(0),...,X7(n)) = (jo,---,Jjn), les variables Sy,..., S,
sont conditionnellement indépendantes et la distribution
conditionnelle de Si11 est Geo(1 — pjj,)-

Sy S, Sy S, Ss
L




Temps continu

Soit {X(t)} un processus (de sauts) de Markov en temps continu
homogene.

» Soit 7; le temps jusqu’a ce que le processus quitte |I'état 7/, sachant
qu'il est dans /.

> Propriété de homogénéité implique :
P(r; > t+s|r >s)=P(r; > t)

= 7; est sans mémoire = 7; ~ Exp (I'unique v.a. continue sans
mémoire)



Temps continu
Soit {X(t)} un processus (de sauts) de Markov en temps continu
homogene.
» Soit 7; le temps jusqu’a ce que le processus quitte |I'état 7/, sachant
qu'il est dans /.
> Propriété de homogénéité implique :

P(r;i > t+s|ti >s) =P(r; > t)

= 7; est sans mémoire = 7; ~ Exp (I'unique v.a. continue sans
mémoire)
Preuve : Notons S(t) = P(X > t). Alors on a

S(s+t) = 5(s)S(t), Vs, t > 0.

Les fonctions exponentielles sont les seules solutions a ce type
d'équations. On a S(0) =1 et S décroissante, donc il existe A > 0 t.q.
S(t)=e", t>0.

Remarque : si 7; n'est pas exponentielle, alors on parle d'un processus
semi-markovien (transitions sont markoviennes, mais pas le temps passé
dans un état).



Deux interpretations

Vision 1 : Un processus de Markov en temps continu est un processus
stochastique tel que chaque fois qu’il entre dans |'état i

» |l passe Exp(v;) temps en i avant de faire une transition ;
» Quand il quitte I'état /, la transition vers I'état j avec probabilité P,j

P est la chaine incluse au moments de sauts.



Deux interpretations

Vision 1 : Un processus de Markov en temps continu est un processus
stochastique tel que chaque fois qu’il entre dans |'état i

» |l passe Exp(v;) temps en i avant de faire une transition ;
» Quand il quitte I'état /, la transition vers I'état j avec probabilité P,j

P est la chaine incluse au moments de sauts.

Vision 2 : Un processus de Markov en temps continu est un processus
stochastique tel que chaque fois qu’il entre dans I'état i ayant comme
VOISINS J1, ..y ky--- -

> 7; = ming Yj, ou Y, ~ Exp(qi,);

» On suppose que >, gjj, < 00, Vi.

> Le nouvel état est : argminy Yj, .

La chaine incluse au moments de sauts : P?, = <2k
y/3 Z/qu,

P _ J
Le lien : q;j = y,-P,-’j.



Générateur infinitésimal

Soit Q =(qjj : i,j € S) tel que

Gij >0, iL,jES,i#]

gii = — Z qij, 1 €S.

JES jFi

et

[Remarque : v; = —g;;.]

Un processus de saut X a le générateur infinitésimal Q si

i(h) — 1y
i pii(h) — 1gi—jy

h—0 h = 9 i”j €8

ou de maniere équivalente,

pii(h) = 1i—jy + hg; +o(h), i,j€S



Temps continu

Soit X = {X(k) : k € Ry} un processus Markovien des sauts avec
générateur Q. Alors,

» La chaine incluse aux instants des sauts est une chaine de Markov en
temps discret avec la matrice de transition P/

ol = —aildin 1#]
i 0, i=j

» Sachant X(0), X7(1) est conditionnellement indépendant de S;.
Sachant (X7(0),...,X”(n)) = (jo, - - - +Jn). les variables Si,..., S,
sont conditionnellement indépendantes et la distribution
conditionnelle de Si41 est Exp(—gj,, )-




Equations de Kolmogorov et les équations de balance
Pour un t > 0, en utilisant les équations de Chapman-Kolmogorov,
T+ ) = m(t) pilh) — 13y
h = Ezsﬂi(t) 7,7 .

Quand h — 0, sous conditions d'interchangeabilité de la limite et la
somme (Details : Ch. 8 du P. Bremaud. Markov Chains Gibbs Fields, Monte
Carlo Simulation, and Queues. Springer. 1999.),

d?TJ
E 77: qij»

ieS
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Pour un t > 0, en utilisant les équations de Chapman-Kolmogorov,
T+ ) = m(t) pilh) — 13y
h = Ezsﬂi(t) 7,7 .

Quand h — 0, sous conditions d'interchangeabilité de la limite et la
somme (Details : Ch. 8 du P. Bremaud. Markov Chains Gibbs Fields, Monte
Carlo Simulation, and Queues. Springer. 1999.),

d?TJ
E 77: qij»

ieS

ou dz(tt) =7(t)Q.

Equations de balance : 7Q =0 i.e.

Z mi(t)q; = Z 7;(t)qji

1€S,i#] i€5,i#j

A I'équilibre, flot entrant dans / doit étre égal au flot sortant de i.



Distribution stationnaire

Soit X irréductible et non-explosif (condition suffisante : sup; —q; < 00)
» Une distribution de probabilité 7 est une distribution stationnaire ssi
Q=0
» Une distribution de probabilité stationnaire existe ssi tous les états
sont recurrents positifs.
» Quand elle existe, la distribution stationnaire est unique.



Processus de naissance et de mort
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Processus de naissance et de mort

Ao M A2 A3
— e N N—> —»
(O —G)—
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Loi invariante : .
1

=~ =]] Ak i >0.

k=0 Hk41

Distribution stationnaire existe si >, 7*(k) < oo et

)
") = S ey



Processus en temps retourné

Processus en temps retourné
Soit {X;} un processus stationnaire et irréductible. On construit {X; } en
inversant le temps :

X;k =Xr—¢

Remarque : 7 n'est pas important, il determine uniquement I'origine pour
le processus retourné.
Applications

» Permet de mieux comprendre les propriétés d'un processus.

> Le processus de départs des files plus facile a analyser. Les preuves
plus élégantes (e.g. thm de Burke).

» Parfois plus facile de "deviner” la forme de la loi stationnaire.



Processus en temps retourné

En général, {X;} est différent de {X;}.
Exemple : processus cyclique.
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En général, {X;} est différent de {X;}.
Exemple : processus cyclique.
e
Loi stationnaire
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Alors {X} a aussi une loi stationnaire 7* et

=T



Processus en temps retourné

En général, {X;} est différent de {X;}.

Exemple : processus cyclique.
/\A@
Loi stationnaire
Thm. Suppose que {X;} a la distribution stationnaire 7, m; = P(X; = /).
Alors {X} a aussi une loi stationnaire 7* et

=T

Preuve. m; et 7} représentent les proportions de temps que {X:} et {X;}
passent en état /. Cette proportion ne dépend pas de la direction du
temps.



Temps discret

Prop. Le processus retourné ..., X1, Xy, Xp—1, ... d'une chaine de
Markov stationnaire en temps discret ..., X,—1, Xn, Xnt1, - - - €st aussi
une chaine de Markov stationnaire.

Les probabilités de transitions sont

P,
Pri = P(Xy = j|Xps1 = i) = 220

= T



Temps continu

Prop. Le processus retourné {X;} d'un processus de Markov stationnaire
(en temps continu) {X;} est aussi un processus de Markov stationnaire.

Ces taux de transitions sont

q = 9
1) T

Preuve. En passant par la chaine incluse au moments des sauts.



Loi stationnaire

Prop. Soit {X:} un processus de Markov avec les taux de transition g; ;.
S'il existent q;; et 7 tels que

Zq;}j:Zq;‘J,Vi et 7r,-q,-*,j:7rjqj,,-,Vi,j et Zﬂ',':].
J#i JF#i i

alors 7 est la distribution stationnaire des processus {X;} et {X;'} et q;;
sont des taux de transition du processus {X;}.
Preuve.

S omigi=> ma;=m > a; =1y qij= > mqi,Vi

JF# J#i JF#i J#i J#i

Donc, 7 vérifient les équations de balance globale pour {X;}.
De plus, on a gf; = 9 donc q;; sont bien des taux de transition pour

L
le processus {X;}. /



Processus réversible

Déf. Si les processus {X;} et { X[} sont statistiquement
non-distinguables, on dit que {X;} est réversible (en temps).

(th,XQ,...,th)N(X* X:—tz?"'7X:—t,,)

T—117
pour tout n, 7 et t1,...,t,.

Intuitivement : un spectateur ne peut pas dire si le "film" est projeté en
avant ou en arriere.



Processus réversible

Temps discret : P* = P;;,Vi,j, ie. ’7‘(‘, = 7TJP17,,Vi,j‘

Temps continu : qi*,j = q;’j,Vi,j, i.e. ‘ﬂ/q,"j = 7T_,'qj'7,',VI.,_j‘

Equations de balance détaillée : les flots de probabilité entre deux états
sont en équilibre.

> \
"’/

» Balance détaillée = balance globale

> Si les conditions de balance détaillée sont vérifiées pour un vecteur ™
positif et tel que >, m; < 0o, alors 7 normalisé tel que ), m =1 est
la loi stationnaire.

» Mais balance globale 7 balance détaillée (tous les processus de
Markov ne sont pas réversibles).



Exemple : les arbres sont réversibles

Prop. Si un processus de Markov est reversible, alors son graphe de
transition est symétrique.
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Exemple : les arbres sont réversibles

Prop. Si un processus de Markov est reversible, alors son graphe de
transition est symétrique.

Prop. Si le graphe de transition non-orienté d'un processus de Markov est
un arbre, alors le processus réversible.

Preuve. En utilisant la balance détaillée.




Exemple : les arbres sont réversibles

Prop. Si un processus de Markov est reversible, alors son graphe de
transition est symétrique.

Prop. Si le graphe de transition non-orienté d'un processus de Markov est
un arbre, alors le processus réversible.

Preuve. En utilisant la balance détaillée.

. > P A
» _ /)
! N v/ /
. x A% / A ve
\ L [ 7
\ | "\ /
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Cor. Tous les processus markoviens de naissance et de mort sont
réversibles.

Exemples : M/M/1, M/M/n, M/M/co, M/M/n/m, ...



Théoreme de Burke

Dans une file d'attente M/M/1, avec les arrivées Poiss(\)
> Les départs forment un processus de Poisson de paramétre .

» Pour tout t, X; (nb. de paquets dans la file a la date t) est
indépendant des départs avant la date t.

T

2’ S T T
ottt f

Aussi vrai pour M/M/m et M/M/oc.



Théoreme de Burke

Remarques :

» On observant beaucoup de départs, on a une indication que la file a
probablement eu plus de paquets que habituellement, mais on ne
sait rien sur le nombre actuel de paquets !
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E@k E@x

Exp(iy) Exp(uy)



Théoreme de Burke

Remarques :

» On observant beaucoup de départs, on a une indication que la file a
probablement eu plus de paquets que habituellement, mais on ne
sait rien sur le nombre actuel de paquets !

» En observant les départs, on n'a pas le moyen d'estimer le temps
moyen de service 1/p.

» Généralisation a des réseaux acycliques.

Exemple : files en tandem.

ME®) Gy () ’
Exply) Expliy)

Distribution stationnaire : p; = A\;/pi, i = 1,2,

mij=PXi =i, X =j) = (1— p1)(1 — p2)piph
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