Algorithmique des Réseaux Sociaux
10 Décembre

Décomposition en valeurs singuliéres et complétion de matrices

1. Montrer que ||A|]2 < ||Allr < /T||A]|2 ot r est le rang de A.

2. Calculer les valeurs propres de la matrice symétrique :
0 AT
H_<A O).

3. Soit A, B des matrices réelles de dimensions m x n. Montrer que pour tout i +j <1+ mAn, on a :
0isi-1(A) < 0i(B) + 0;(A — B).
En déduire que

max |ox(A) —or(B)| < ||A — B2

1<k<mAn
4. Etant donné une matrice A, on note Ay, la meilleur approximation de A de rang k. Montrer que
|B = Bill2 < [|A = Axlla + [[A = Bl2.
En déduire que ||A — B2 < ||A — Agll2 + 2||A — B||2.

On se place dans le cadre suivant : soit M une matrice de dimensions m x n avec m < n (modélisant les notes
des utilisateurs) de rang 7.

Soit p € [0,1]. On suppose que chaque entrée de M est observée avec probabilité p et non observée avec
probabilité 1 — p indépendemment des autres entrées.

Pour simplifier, on supposera M;; € [0,1] et que les parameétres p et r sont connus.

Nous construisons une estimation M de M & partir des entées observées de la maniére suivante :

a- Soit X la matrice avec x;; = m;; si 'entrée est observée et z;; = 0 sinon. Soit X = 221 siw;v; T sa
décomposition en valeurs singuliéres.
b- On définit

W = % Z siuiviT.

i<r
On définit alors la matrice M par 7;; = m;; si entrée (i) est observée et sinon par :
Wy si0 < Wy < 1,
mij = 1 si Wij > 1,
0 si wi; < 0.

On définit alors la mesure d’erreur :

o 1 N
MSE(M)_E[mnHM M||F].



5. Montrer que |[M — W% < 8r||M — %XH% En déduire

- 8r
MSE(M) < E [[[pM — X|3
(1) < =5 [Ip1 - X3]
Pour borner le dernier terme, nous allons utiliser I'inégalité matricielle de Bernstein : Soit Z1, ..., Z; € R™*"™ des

matrices aléatoires symétriques telles que E[Z;] = 0, || Z¢]|2 < 1 et max { I Zle E[Z:Z]||2; | Zle E[Z] Z,] ||2} <

2. 0n a

k 52
P <| > Zillz = ) < (m+n)exp (‘m> '

6. On définit Y = pM — X. Calculer E[Y]. Montrer que ||[Y] < n.
7. Montrer que

82
B(Y]] 2 8) < (m+n)exp (‘m)

8. En déduire que pour np > Inn, il existe une constante C' telle que :

MSE(N) < Crlogn

mp



