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Notations

Pour des variables aléatoires (v.a.) discrétes X et Y a valeurs dans X et )
resp., on utilisera les notations suivantes pour x € X et y € Y :

p(z) = P(X =uz)
ply) = PY =y)
p(r,y) = P(X =uzY =y)
plzly) = P(X =z|Y =y)=p(z,y)/p(y)

Lorsque ces notations sont ambigues, on pourra écrire px (), py (v), px,y (2, v), x|y (z|y).
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Chapitre 1

Suites typiques et compression de
données avec pertes

1.1 Entropie
Une source (discréte) émet une suite de v.a. {U;}32, a valeurs dans un ensemble

fini U appelé I'alphabet de la source. Si les U; sont indépendants et identiquement
distribués (i.i.d.) de loi P, la source est dite sans mémoire de distribution P.

Définition 1.1.1 Soit U une variable aléatoire a valeurs dans un ensemble fini
U, de distribution de probabilité :

pu)=PU=u),ucl.
Son entropie est, par définition, la quantité

H(U) = —E [log(p(U))] = = > p(u) log p(u

ueU

avec la convention 0log(0 = 0.

Le choix de la base du logarithme correspond & un choix d’unité. Sauf mention du
contraire, on choisit par défaut la base 2. L’entropie s’exprime alors en bits.

7
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1.2 Ensemble typique

Définition 1.2.1 Pour n € N et 6 > 0, l'ensemble typique A} par rapport a la
distribution p(u) est l’ensemble des suites (uy,...,u,) € U™ telles que :

9 MHW+) < iy wy) < 2 MHW)=0),

Théoréme 1.2.1 Pour toutn € N, 6 >0, on a :
1. .80 (uy,y ... uy,) € A((;n) alors

1
HU) -6 < ——logp(uy,...,u,) < H(U) + 0.
n
2. Pour tout € > 0 et pour n suffisament grand, on a :

P(A) =P (W Uy eal) =1

3. le cardinal de l’ensemble A((;") est borné par :

‘A((;n) S 2n(H(U)+5)’

et pour tout € > 0, pour n suffisament grand, ce cardinal est minoré par :

) AP > (1 = 2nHO)-9),

Remarque 1.2.1 Le point 3. du Théorem entraine directement :

log ‘A((S")
H{U) -6 <liminf ———

n—o0 n

log ‘A((S")

< lim sup
n—00 n

< H(U)+9.

Démonstration. Le point 1 est une application directe de la définition. Le point
2 découle de la loi faible des grands nombres en écrivant :

1 1 «
——logp (U1, Us, ..., Un) = — leogp(Ui),

qui est une somme de v.a. i.i.d. de moyenne —F [logp(U)] = H(U).
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Pour la premiére partie du point 3, on écrit :

1 = Z p(ug, ..y up) > Z p(uy, ..., uy ’A("

(Wl geeeyin )EU™ (ul,...,un)EA((Sn)

—(H{U)+9)

ol la derniére inégalité provient de la définition de I’ensemble typique.
Pour la seconde partie du point 3, on a grace au point 2 pour n suffisament
grand :

1—6<P(A> ’A(" —n(H(U)~8)

1.3 Codage de source avec perte

Nous considérons dans ce chapitre une notion trés générale de codage que nous
préciserons dans le chapitre suivant. Un codage binaire est une paire de fonctions

fouf —{0,1}", et ¢: {0, 1} — U*.

Pour une source donnée, la probabilité d’erreur du code (f, ¢) est

e(f.8) == P(o(f(UW)) £UW),

avec U®) = (Uy,...,Uy) les k premiers symboles émis par la source.

Le but est de trouver des codes avec un ratio n/k petit et une probabilité d’erreur
petite. Plus précisément, pour tout k, soit n(k,e€) le plus petit entier n tel qu’il
existe un (k,n)-code satisfaisant e(f, ¢) < e.

Théoréme 1.3.1 Pour une source discréte sans mémoire de distribution P(U =
u) = p(u), on a pour tout € € (0,1) :

lim M: Zp ) log p(u

k—o0 k
uel

Démonstration. L’existence d'un (k,n)-code binaire avec e(f, ¢) < € est équiva-
lente & l'existence d’un ensemble A C U* avec P(A) > 1 —c et |A] < 2" A est
alors 'ensemble des suites u*) € U* reproduites de maniére exacte, c.a.d. telles

que o(f(u®)) = ul®).
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Soit s(k, €) la taille mimimale d’un ensemble A C U* avec P(A) > 1 —¢, c.a.d
s(k,€e) = min{|A|; P(A) > 1 —€}.
Pour prouver le théoréme, il suffit de montrer que pour € € (0,1),

log s(k
. ogs(k,e)

y
! 2

= H(U). (1.1)

Pour tout § > 0, en prenant A = A((Sk) 'ensemble typique pour la source p(u),
on a pour k suffisament grand P (Agk)> > 1—e€et donc:

S(k‘, 6) < |A((5k)| < 2k(H(U)+6)’

donc

lim sup 22559 < . (1.2)

k

Inversement, pour tout A C U* avec P(A) > 1—¢€ > 0, le point 2 du Théoréme

1.2.1 implique que pour k suffisament grand P (Agk)) > % et donc
1 —
P(ANAYY > P(A)— (1P (Ag’“)) > — ‘.
On a donc par définition de A((Sk),
1 —
Al > |AN A((sk)\ > Z p(u))2RHW)=0) > TEQk(H(U)fé)’
u(k)eAﬂAgk)
et donc pour tout § > 0,
o]
liminf —log s(k,e) > H(U) — 4.
k—oo Kk
Ceci, avec (1.2), implique (1.1). O

Corollaire 1.3.1

0 < H(U) < log U]
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1.4 Convexité et propriétés de ’entropie

Lemme 1.4.1 Si (p; : 1 < i < n) est une distribution de probabilité alors le
mainimum de la fonction

Glqr,-- . qn) ==Y pilogg;,

sur toutes les distributions de probabilité (q1,. .., q,) est atteint uniquement pour
@ =pr, 1L <k <n.

Démonstration. En utilisant 'inégalité de convexité log z < (z — 1) loge qui est
une égalité uniquement lorsque z = 1, on obtient :

log (%) (q—k — 1) loge,
Pk Pk

avec égalité si et seulement si g, = pr. On a donc

Gpr-pn) = Glars - an) Zpklog( ) <loge» (gx —px) = 0.

k

O
On en déduit facilement les théoréme suivants :

Théoréme 1.4.1 Pour tout n, H(py,...,p,) <logn, avec égalité si et seulement

Sipr=pe=---=p,=1/n.

Démonstration. D’apreés le lemme précédent, on a :

H(pi,...,pn) =Gp1,...,0n) < G(1/n,...,1/n) =logn,
avec égalité si et seulement si p; = 1/n pour tout 1 < i < n. O

Théoréme 1.4.2 Si X et Y sont des v.a. (discretes) alors H(X,Y) < H(X) +
H(Y), avec égalité si et seulement si X et'Y sont indépendantes.

Démonstration. On a

HX)+HY) = —Zp ) log p(z Z (y) logp(y)
= —Zp:cylogp prylogp y)
_ —Zp z,y) logp af)p(y)-
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Donc par le Lemme 1.4.1, on a

H(X,Y) ==Y p(z,y)logp(z,y) prc y)logp(x)p(y) = H(X) + H(Y),

T,y

avec égalité si et seulement si p(x,y) = p(x)p(y), c’est a dire si X et Y sont
indépendantes. O

1.5 Entropie conditionnelle et Information mutuelle

Etant donné une v.a. X sur un espace de probabilité Q et A un événement
dans €2, on définit 'entropie conditionnelle de X sachant A par

H(X|A)= =) P(X = z;]A)log P(X = z;|A).
k=1

De la méme maniére si Y est une autre v.a., on définit I'entropie conditionnelle de
X sachant Y par

HX[Y) = Y HX|Y =y)P(Y =y))

J=1

= =) pla,y)logp(zly).

x?y

Il est facile de vérifier les propriétés suivantes :

HX|X) = 0
H(X|Y) = H(X)si X etY sont indépendantes
H(X|Y) = 0sietseulement si X = g(Y) pour une fonction g.

Pour la derniére propriété, il suffit d’écrire H(X|Y) = >  H(X|Y = y;,)P(Y = ;)
donc pour que H(X|Y) = 0, il faut que H(X|Y = y;) = 0 pour chaque i, c’est &
dire qu'il existe z; tel que P(X = z;|Y = v;) = 1. Donc X est déterminé par Y.

L’entropie d’'une paire (X,Y") ne nécessite pas de nouvelle définition! On no-
tera H((X,Y)) = H(X,Y). La différence H(X,Y) — H(X) mesure la quantité
d’information supplémentaire sur le couple (X,Y) donnée par Y si X est déja
connu. Comme montré dans le théoréme suivant, cette différence est ’entropie
conditionnelle de Y sachant X.

Théoréme 1.5.1 Pour toute paire de v.a. X, Y, ona H(X,Y)=H(Y)+H(X|Y).
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Démonstration. On écrit

H(X,Y) = =) plx,y)logp(x,y)

:B7y

= — > plz.y)logp(y)p(aly)
= = py)logp(y) — > _ plz,y)logp(aly).

m7y

ce qui est I'égalité souhaitée. 0

Corollaire 1.5.1 Pour toute paire de v.a. X,Y, H(X|Y) < H(X) avec égalité si
et seulement si X et'Y sont indépendantes.

Démonstration. Ona H(X|Y)=H(X,Y)-H(Y)et HX,Y) < HX)+H(Y)
avec égalité si et seulement si X et Y sont indépendantes. Le résultat en découle.

O

Définition 1.5.1 L’information mutuelle entre X et'Y est définie par
I(X;Y)=HY)-HY|X)=HX)-HX|Y)=H(X)+ HY)—- H(X,Y).

L’information mutuelle entre X et Y correspond a la diminution d’incertitude sur
Y causée par la connaissance de X, c’est a dire la quantité d’information sur Y
contenue ’dans’ X. Elle est symmeétrique en X et Y.

1.6 Test d’hypothése

Probléme : décider entre deux distributions P et () a partir d'un échantillon
de taille k, c.a.d. le résultat de k tirages indépendants. Un test est défini par un
ensemble A C U : si 'échantillon (Uy, . .., U) appartient a A alors le test retourne
I’hypothése P sinon Q).

On considére un scénario ot les hypothéses ne sont pas symmétriques. On désire
une probabilité d’erreur au plus € si P est la vraie distribution, c.a.d. P(A) > 1—e.
Le but est alors de minimiser la probabilité d’erreur si I'hypothése Q) est vraie, c.a.d

B(k,€) = min{Q(A), t.q. A C U, P(A) >1—¢}.

Théoréme 1.6.1 Pour tout e € (0,1), on a

1
limklogﬁke Zp log

k—o00 u '
ueU
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Définition 1.6.1 L’entropie relative ou distance de Kullback-Leibler entre deux
distributions p et q est définie par :

D(pllg) = E, {log zggﬂ = plu)log %,

avec les conventions 0 log% =0,0 logg =0 etplogh = oo.

Pour deux distributions p et ¢ telles que p(u)g(u) > 0 pour tout v € U, on
définit 'ensemble A} (p||q) par I'ensemble des suites (uq, ..., u,) € U™ telles que :

o-n(DEl0+8) « AL Un) o n(Dplg)-8)
T op(ug, . uy) T

Théoréme 1.6.2 Si p(u)q(u) > 0 pour tout uw € U, pour tout n € N et § > 0, on
a:

1. 8i(ug,. .. uy) € A™(pllg) alors

1 p(ug, ..., up)
D _5< Zlog B ) + 6.
(pllq) PR DT R— (pllq)

2. Pour tout € > 0 et pour n suffisament grand, on a :
P (AP @lg) > 1 -«
3. Pour tout € > 0 et pour n suffisament grand, on a :

— )2 (D@lla)+d) (n) < 9—n(D(pllg)—0)
(1—€)2 <Q (457 (plle)) <2 :

Démonstration. La démonstration est similaire & celle pour ’ensemble typique.
Le premier point découle de la définition et le point 2 de la loi faible des grands
nombres. Pour le point 3, on écrit :

Q(AMwlo) = X alww)

(u1,.run ) €AY (p]|g)
> pun, . .- uy)2 " PEID=0) < 9=n(D@l))—5)

IN

(u1,e-esun) €A (plla)
et pour 'autre borne :

Q (Afs") (p||Q)> > > plun, ... )2 MPEIH) > (1 _ ¢)o-n(D@lla)+5)

(u1erun) €A™ (pllq)
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ou la derniére inégalité découle du point 2. 0

Intuitivement, ’ensemble A((S") (pllg) permet de distinguer les distributions p
et q : si la suite est tirée selon P, alors elle appartient avec grande probabilité
< a(n) : . . e -
a A" (pllq) tandis que si elle est tirée selon @, la probabilité d’appartenance a

Af;") (pllg) décroit exponentiellement vite vers zéro.

Démonstration.(du Théoréme 1.6.1)
Le cas p(u)q(u) > 0 pour tout u € U découle directement du théoréme précédent.
En effet, on a directement,

Hlogs(h,e) < 1logQ (A wla)) < ~Diplla) + 5

Inversement, pour tout A C U* avec P(A) > 1—¢,ona P (A N Agk) (qu)) > 1—2¢
pour k suffisament grand et donc

Q) 2 Q (AN AP ) > (1 - 20)2 P+,

On a donc 1 log s(k,€) > 1 log(1 — 2¢) — D(pl|q) — 4. N

1.7 Exercice : Définition axiomatique de I’entropie

Etant donné une distribution de probabilité py, . .., pn, on cherche une fonction
H(p1,...,pn) quantifiant “I'incertitude” associée a cette distribution. On postule
les conditions suivantes pour la fonction H :

Al) H(p1,...,pn) est maximum pour p; =py = -+ =p, = 1/n.
H est une fonction symétrique en ses arguments.

H(p1,...,pn) > 0 avec égalité quand un des p; vaut 1.
H(p1,...,pn,0) = H(p1,. .., pn)-

)

)

)

AB) H (L. D) < H (L. L)
A6) la fonction H est continue.

AT)

pour des entiers m et n,

1 1 1 1 1 1
(o) =t (o) e (22,
mn mn m m n n

(A8) pour p=p1+ -+ pmet ¢g=aq + -+ g, o tous les p;, g; sont positifs. Si
p et ¢ sont strictement positifs tels que p+¢ =1, on a :

H 1, Dms @1y, n) = H(p, @) + pH (p1/D, - - -, o)D) + aH (11/q, - -, 40/ q) -
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1. Jusifier les différents axiomes.

2. Montrer que la fonction g(n) = H (2,...,1) est de la forme g(n) = Alnn
pour un certain A.

3. En déduire la forme de H(p,1 — p) quand p est rationel.

4. Conclure.



Chapitre 2

Codage pour des sources discrétes

2.1 Mots code de longueur variable

Définition 2.1.1 Un code de source C pour une variable aléatoire U € U est une
fonction de U vers D* (I’ensemble des mots finis sur un alphabet D-aire). C'(u) est
le mot code correspondant a u, et l(u) sa longueur.

Définition 2.1.2 La longueur moyenne L(C) d’un code pour la variable aléatoire
U de distribution de probabilité p(u) est :

L(C) = plu)l(u)

ueld

Remarque 2.1.1 Dans la suite, on supposera sans perte de généralité : D =
{0,1,...,d—1}.

EXEMPLE 2.1.1: Sur un alphabet binaire, si :

PU=1)=1/2 C(1)=0
PU=2)=1/4 C(2)=10
P(U=3)=1/8 C(3)=110
PU=4)=1/8 C(4) =111

17



18 CHAPITRE 2. CODAGE POUR DES SOURCES DISCRETES

ona H(U) = 1.75 bits et L(C') = 1.75 bits. Par exemple : 0110111100110 se décode
en 134213.

Définition 2.1.3 Un code C' est dit non-ambigu si :

z#y=Cx) #Cy)

Définition 2.1.4 L’extension C* du code C est la fonction des mots finis de U
vers les mots finis de D définie par

Cuy ... up) :==C(uy)...C(uy,) (concaténation)

Définition 2.1.5 Un code C' est dit uniquement décodable si son extension C*
est non-ambigiie.

Définition 2.1.6 Un code est dit instantané si aucun mot code n’est le préfixe
d’un autre mot code.

EXEMPLE 2.1.2: Parmi les codes suivants :

U | code 1| code 2 | code 3
110 10 0

2 1010 00 10

3 |01 11 110

4 |10 110 111

Le code 3 est instantané.

Le code 2 est uniquement décodable (il suffit de regarder la parité du nombre de
0 aprés 11).

Le code 1 est non-ambigu, mais non uniquement décodable, par exemple 010 peut
se décoder par 2,14 ou 31.

Un code instantané est uniquement décodable. De plus un code instantané peut
étre décodé sans référence aux mots code future puisque la fin d’'un mot code est
reconnaissable immédiatement.

Théoréme 2.1.1 (Inégalité de Kraft) Pour un code instantané sur un alpha-
bet de taille D, les longueurs des mots code ly, ..., l,, dowent vérifier :

ZD*li <1

Inversement, étant donné une suite de longueurs vérifiant cette inégalité, il existe
un code instantané avec des mots code ayant ces longueurs.
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Démonstration. Pour prouver le premier point, on peut considérer I'arbre de
codage du code C.

Soit [ la longueur du plus long mot code. Un mot code de longueur I; a
D'maz=li descendants a la profondeur I,,q, qui doivent étre disjoints des descendants
des autres mots code par la propriété du préfixe. On a donc :

ZDlmaac—li < Dlmaz
7

Inversement étant donné des longueurs /1, ..., ¢,, satisfaisant 'inégalité de Kraft,
on peut toujours construire un arbre de codage comme précédemment : dans I’arbre
D-aire, associer au premier (pour l'ordre lexicographique de l'arbre) noeud de
profondeur [/; le mot code 1 et retirer ses descendants. Associer alors au premier
noeud restant de profondeur /5 le mot code 2 et ainsi de suite. O]

Théoréme 2.1.2 (McMillan) Les longueurs des mots code d’un code D-aire
uniquement décodable doivent satisfaire l'inégalité de Kraft.

Une conséquence immédiate est que les codes instantanés seront tout aussi
performants (pour ce qui concerne leurs longueurs) que les codes uniquement dé-
codables (et pas moins, comme on aurait pu le penser).

Démonstration. Soit k£ un entier.

On a :
k
(Z Dl(u)) = Y. Drtettu)in)
ueld u1 €U up U
_ Z Dfl(ul...uk)
(u1,...,up )€U
klmaz
= > Am)D™
m=1
ou :

Am) = {(ur...ux) €U 1(uy ... up) =m}
On a A(m) < D™ car le code est uniquement décodable, et donc :
ZDfl(u) S (k:lmaar)l/k
ueld

Or (klyaz)'/* — 1, ce qui conclut la preuve O
— 00
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2.2 Un théoréme de codage de source

Théoréme 2.2.1 FEtant donné une source discrete a valeurs dans U et d’entropie
H(U), et étant donné un alphabet de D symboles pour le code, il est possible de
coder chaque lettre de la source de maniere instantanée et telle que la longueur
moyenne des mots satisfasse : L(C') < logg + 1.

De plus, pour tout code uniquement décodable : L(C') > H(U)/log D.

Démonstration. On a :

H(U) - L(C)logD = Zp(u)l Zp u)log D
l(u)

= Zp log @

On sait par ailleurs que pour z > 0, logz < (2 — 1) loge, on a donc :

HU) - L(C) < (loge)( 3D =3 p(u)

u
——
=1

< Opar (Mcmillan)

Pour I'autre inégalité, on choisit I(u) tel que D™ < p(u) < D~HW+!

On a donc :
St s

D’aprés I'inégalité de Kraft, il existe donc un code instantané avec ces longueurs,
de plus

logp(u) < (=Il(u)+1)logD
l(u) < _i%%u)le

et

=> plu <H—(U+1
blu log D

0

Théoréme 2.2.2 Pour une source discréte sans mémoire d’entropie H(U) et un
alphabet a D symboles, il est possile de coder les suites de k lettres de la source de
sorte que :
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1. La propriété du préfixe soit satisfaite

2. La longueur moyenne des mots code par lettre source vérifie :
H(U)/logD < L*/k < H{U)/log D + 1/k

ou LF = D gy, g )p(us - ug)

Démonstration. I suffit de vérifier que H(U®) = kH(U), et le résultat découle
du théoréme précédent.
On a bien H(U®)) = >y, P(ua - ug) log p(uy .. uy) et par la propriété sans
mémoire de la source, p(uy ... ug) = p(uy)...p(uy), d’ou le résultat.
U

2.3 Un codage optimal : le codage de Huffman

On présente ici le codage de Huffman. Il est optimal en ce sens qu’il n’existe
pas de code uniquement décodable avec une longueur moyenne inférieure.

Dans toute la suite, on se restreint aux codes instantnés sans perte de généralité
par l'inégalité de McMillan.

2.3.1 Cas du code binaire : D =2
On suppose que U = {Uy, ..., U}, avec p(ur) > p(ug) > -+ > plug).

Lemme 2.3.1 Pour tout k > 2, un code binaire optimal existe pour lequel les
mots code les moins probables C(uy) et C(ug_1) ont la méme longueur et différent
par le dernier bit. (disons que C(uy) finit par 1 et C(ug_1) par 0)

Démonstration. Si I(u;) < max; [(u;) := [(u;) alors on obtient un meilleur code
en interchangeant les mots codant uy, et u;. En effet, on change L(C') de :

A = pluj)l(ug) + plun)l(u;) — plur)l(ur) — plu;)l(uy)
= (p(uy) — p(ux)) (U(ur) — U(u;)) < 0.

On peut donc supposer [(uy) = max; [(u;).

Si maintenant C'(uy) est le seul mot de longueur I(ug), on obtient un meilleur
code instantané en tronquant les derniers bits de C'(ug). Donc il existe u; tel
que l(u;) = l(zy) et C(u;) et C(uy) different dans le dernier digit. Donc I(u;) >
[(ug—1) et par le méme argument que précédemment, interchanger C'(u;) et C'(ug—1)
n’augmente pas L(C). O
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On a donc réduit le probléme de construction d’'un code optimal & celui de
construire C'(uy),...,C(ug_2) et trouver les [(uy) — 1 premiers digits de C'(uy).

On définit maintenant 'ensemble réduit : U = {u],...,u)_,} avec la v.a U’
associte : p(u}) = p(u;) si j <k —2et p(uy,_;) = plur) + pur—1).

Il y a une bijection entre les codes instantanés pour U’ et les codes instantanés
pour U pour lesquels C'(uy) et C(ug_1) ne diffient que par le dernier digit, C'(uy)
finissant par un 1 et C'(ug_q) par un 0.

Lemme 2.3.2 Si un code instantané est optimal pour U’, le code instantané cor-
respondant pour U est optimal.

Démonstration.

N () sij<k—2
l(uﬂ)_{ W, )+1 sij>k—1

Donc,

L(C) = Y pluy)l(uy)
= Z p(ui)l(uj) + (p(ur—1) + p(ur)) (U(up—y) +1)
Or p(ug—1) + p(ur) = p(uy,_,), donc :
L(C) = L(C") + p(uj_y)-

Comme p(uj,_,) ne dépend pas de C’, on peut minimiser L(C') sur la classe des
codes ot C(uy) et C(ug_1) ne différent que sur le dernier digit en minimiasant
L(C"). Par le lemme 2.3.1, un tel code minimise L(C') sur tous les codes instantanés.

t

Application On construit donc l'arbre de codage de Huffman de proche en
proche en rassemblant a chaque étape les deux noeuds de plus faible probabilité
et en affectant la somme de ces probabilités au noeud pére.

Voici un exemple :

mot code  message p(ug)

00 Uy 0.3
10 U3 0.25
110 Uy 0.1

111 us 0.1
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2.3.2 Extension au cas D > 2

On définit un arbre de codage complet comme un arbre de codage pour lequel
tous les noeuds intermédiaires ont D enfants.

Lemme 2.3.3 Le nombre de feuilles dans un arbre de codage complet est de la
forme D + m(D — 1) pour un certain entier m.

Démonstration. Le plus petit arbre complet a D feuilles, le second plus petit en
a D-14+D (on remplace une feuille de 'arbre précédent par un noeud a D enfants),
d’ou le résultat par récurrence. O

Pour un code instantané, nous complétons son arbre de codage en rajoutant B
feuilles (non utilisées par le code).

Pour un code optimal, toutes les feuilles non utilisées doivent étre au méme
niveau que le mot code le plus long, et ne différent que par le dernier digit.

Un code optimal doit donc avoir au plus D — 2 feuilles inutilisées.

Si K le nombre de mots code et B le nombre de feuilles inutilisées, on doit avoir :
B+K = m(D-1)+DetB<D-2,

donc K —2=m(D—-1)+(D—-2—-B)et0<D—-2-B<D-2

ainsi, B=D — 2 — ((K —2)mod(D — 1)).

En suivant le Lemme 2.3.1, un code optimal existe pour lequel les B feuilles
inutilisées et les D — B mots code les moins probables différent par le dernier digit.
Donc la premiére étape consiste a grouper les D — B noeuds les moins probables.
Ensuite & chaque itération, ’ensemble réduit est de cardinal D +m(D — 1) et on
regroupe les D noeuds les moins probables.

EXEMPLE 2.3.1: Pour D = 3 et K = 6, il faut rajouté 1 feuille inutilisée et on
obtient dans cet exemple :

mot code  message p(ug)

0 Uy 0.4
1 Usy 0.3
20 U3 0.2
21 Uy 0.05
220 Us 0.03

221 Ug 0.02
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2.4 Exercice : un test pour les codes non-ambigus

Le but de cet exercice est de donner un algorithme qui permet de vérifier si un
code est non-ambigu. Voici un exemple d'un code binaire ambigu :

C' ={1,011,01110, 1110, 10011}. (2.1)
Le mot w = 011101110011 a deux factorisations :
w = (01110)(1110)(011) = (011)(1)(011)(10011).

L’alphabet D-aire est noté D. L’ensemble des mots sur D est noté D*. Pour
x,y € D*, on définit :

v ly={z€D 5 2z=y}let, zy "t = {2 €D 2 =2y}
Pour des ensembles X, Y de D*, on étend ces définitions comme suit :
X'y = Uzex Uyey x’ly et, Xy t= Uzex Uyey a:y’l.
Les puissances de X sont définies par X° = {e} ol e est le mot vide, X' = X et
Xt = X X" = {zy, v € X,y € X"}, pour n > 1.
On voit un code D-aire C' comme un sous-ensemble de D+ = D* —e. On définit

alors

U1 C_lC — €,
Uow = C'U,U U;lC, pour n > 1.

Nous allons montrer le théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1 Le code C C D%t est un code non-ambigu si et seulement si
aucun des ensembles U, définis ci-dessus ne contient le mot vide.

1) Ecrire Uy, Uy, Us pour le code binaire donné par (2.1). Que vaut U; pour
un code instantané ? Que valent les U,, pour I'exemple de code binaire vu en
cours : {10,00,11,110} 7

2) Montrer par induction sur k& que : pour tout n > 1l et k € {1,...,n}, on a
e € U, ssi il existe un mot u € Uy et des entiers 7,7 > 0 tels que :

uC'NC? £ Weti+j+k=n. (2.2)

3) En déduire le Théoréme 2.4.1.
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1) Pour le code donné par (2.1), on a :

U, = {10,110,0011}, C'U, ={0,10}, U;'C = {011};
Uy, = {0,10,011}, C'U,=1{0,e}, U,'C ={11,110,011,e,10}.

donc e € Uz et C' est ambigu.
Pour un code instantané, on a U; = ().
Pour I'exemple vu en cours, on a U; = U,, = {0}.

2) On fait une induction décroissante sur k. Pour k = n : si e € U, il suffit de
prendre u = e, i = j = 0. Inversement si (2.2) est vérifiee pour k = n, on a
t=7j=0et donc u=ce.

Soit n > k > 1, on suppose que l'equivalence est vraie pour n,n—1,..., k+1.

Si e € U, alos par induction, il existe v € U, tel que v = y avec € C°

et y € CV et i+ j+k+1=n. Par définition de Uy, on a

— soit zv = v avec z € C et u € Uy,. Dans ce cas, ur = zvx = zy avec v € ("
et zy € CV* donc uC* N CITL £ 0.

— soit z = uv avec z € C et u € U. Dans ce cas, zx = uwvxr = uy avec
zx € Ch et y € C7 donc CH NuCy # 0.

Dans les deux cas (2.2) est satisfaite.

Inversement, supposons qu’il existe u € Uy et 7,5 > 0 avec

uC'NCI 40, i+ j+k=n.

On peut donc écrire : ux 1z ... 2, = y1y2...y;. Sij =0 alorsi =0 et k = n.

Pour 57 > 1, on distingue & nouveau deux cas selon les longueurs respectives

de u et y; :

— siu = ywpourunv € D, alorsv € C7U, C Uy et deplusvaizy ... 2 =
Ya...y;5. Donc vC* N CI~1 £ () et par Phypothése d’induction e € U,.

— sl y; = wv pour un v € DT, alors v € U,;lc C Ugyr et myao... 0y =
VY ...y;. Done C'NuCi™t £ P et e € U,.

3) Si C est ambigu, alors il existe une relation :

Ty Ty =YY Yg X1 F Y1

On peut supposer sans perte de généralité que 1 = y;u pour un u € D+.
On a alors u € Uy et uCP*NCT 1 £ (), done € Upyyr.

Inversement si e € U,,. Prenons k = 1 dans la question précédente : il existe
u € U et des entiers 4,5 > 0 tels que uC* N C? # (). Comme u € Uy, on a
xu =1y pour x,y € C et x # y car u # e. Il découle de zuC* N xC? # () que
yC* N xC? # () montrant que C' est ambigu.
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Chapitre 3

Codage de source universel

On cherche maintenant & trouver un codage pour une une suite quelconque u(™
sans faire aucune hypothése probabiliste. Nous commencons par voir un exemple
simple d'un tel codage pour une suite binaire, avant d’é¢tudier ’algorithme de
Lempel-Ziv.

3.1 Codage universel pour une suite binaire

Pour coder une suite binaire u™ € {0, 1}", on étudie I’algorithme offline ! suivant :
— envoyer le nombre de 1 dans la suite : > """ u;, en [logy(n + 1)] bits;
— envoyer l'indice de la suite parmi toutes les suites ayant k 1, en [log (Zﬂ
bits.

Il faut donc au total :

((u™) <log(n + 1) + log <Z> + 2

On relie cette valeur a ’entropie grace au lemme suivant.

Lemme 3.1.1 Pour k # 0,n, on a

_n < n o—nH(y) < _n
8k(n —k) = \k —\ mk(n—k)

1. un algorithme qui doit lire ’ensemble du message avant de pouvoir commencer le codage

27
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Démonstration. On rappelle la formule de Stirling :
n n 1
2mn <E> <nl <V2mn (E> exp | —
e e 12n

On note alors k = np et ¢ = 1 —p. On rappelle la notation H(p) = —plog(p) —
qlog(q), de telle sorte que 27 "H @) = prrgna,
On a alors,

§

()-(o) < ot

1 1 1
= X
VZrnpq g (12n)

/TP ’
Car exp (ﬁ) < V2.

De méme pour la borne inférieure, on a

(n) - \/271’71(%)” o (_ 11 )
np) — \/W(%)np\/anq(%)nq P 2np  12nq

B B R G S
V2mnpq 12np 12nq )

On distingue alors plusieurs cas :
— sinp > 1 et ng > 3, alors exp(—(%np + #nq)) > exp(—3) > ?,
—sinp=1letng=1alorsn=2e¢t p= %, la borne vaut 2 et est correcte.

~sinp=1etng=2alorsn=3ect p=1 laborne vaut 2.92 et est correcte.

—sinp=2et nq:2alorsn:4etp:;1a borne vaut 5.66 et est correcte.
OJ
On a donc
k 1 1 kn—k
((u™) < 1 1 H{=)-=1 — ~log(n— 2
(W) < togn+ 1) 4t (1) = 5 tog(r) - 5 loglar ")+

k 1 1 kn—k
< nH <5) +3 log(n) — 3 log(w—n )+3

n n

Donc le cotit pour décrire cette suite est de ~ %log(n) bits en plus du cott
optimal de nH (%) pour une distribution de Bernoulli correspondant a p =

[k

ne
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3.2 Codage par automates a états finis

Nous allons dans un premier temps étudier la compression d’une suite infinie u par
des automates finis. Nous établirons alors une borne sur le taux de compression
de tels algorithmes, avant de montrer que I'algorithme de Lempel-Ziv atteint cette
borne.

Dans toute la suite, chaque symbole de la source appartient a un alphabet fini
ayant J symboles avec J > 2.

Définition 3.2.1 Un automate a espace d’états fini est composé d’une téte de
lecture se trouvant dans un certain état (parmi un ensemble fini). L’automate lit
l’entrée symbole par symbole, chacun d’entre eux entrainant un changement d’état
et I’émission d’un mot, éventuellement vide. Les changements sont régis par une
table de transitions qui est une caractéristique de [’automate.

Pour l'entrée v = wujuqgus. .., 'automate produit y = y1y2ys3,... en visitant les
états z = 212923 ... donnés par :

— yr = f(zk, ux) & valeurs {0, 1}, pour k > 1,

— Zg+1 = 9(2k, ug) & valeurs dans l'espace d’états (fini), pour k > 1.

Les fonctions f et g correspondent a une consultation de la table des transitions.
On notera uj, = ugligy - - - u; et f(zg,up) =yl 9(zk, u)) = zj11.

Le décodeur a connaissance de I’automate et de son état initial. Il doit étre capable
de reconstruire u a partir de y.

Définition 3.2.2 On dit qu’un encodeur est sans perte d’information, ou SPI, si
us # vt alors pour tout z, on a :

~ soit (29, u) # f(z,00),

- soit g(z,n, ui) 7& g(zr, 'U;E)

Pour un encodeur n’étant pas SPI, il est impossible de retrouver u & partir de
y. Notons cependant qu’un encodeur SPI n’est pas nécessairement “uniquement
décodable”, comme le montre I’exemple 3.2.

Nous calculons maintenant une borne inférieure sur le nombre de bits utilisés par
symbole d’entrée pour tout encodeur SPI. Cette borne s’appliquera également aux
encodeurs SPI congus en connaissant U a l’avance, comme le fait 1’algorithme de
Huffman.
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B/1

FIGURE 3.1 — Automate d’encodage. Les suites infinies AAAA... et BBBB...
sont codées par 0000... et donc indistinguables pourtant I’automate est SPI.

Définition 3.2.3 Pour un encodeur E, son ratio de compression pour u est défini
par

n n

pr(uf) = € (7).
On définit alors :
ps(uy) = min{pg(ul), E encodeur SPI a s états}
On note que ps(u}) < [log J].
On définit alors la compressibilité de u, notée p(u) par :

Ps (u> = lim Sup pPs (U?)

n—oo

plu) = lim | ps(u).

Soit ¢(uf') le nombre maximum de mots distincts en lesquels u} peut étre découpé
(le mot vide ¢ inclus). On a donc c(uf) > 1.

Si uf est découpé en ¢ > 1 mots distincts, on définit m et 0 < r < J™ tels que

Si un tel ¢ est donné, le n minimal est obtenu par ngeq Zzl:_ol kJ¥ 4 mr carily a
J* mots de longueur k.
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Pour J > 2, on a

[y

m—

Jm—1
Jk =
prd J—1
m—1
Jm J Jn -1
k _ —
W =m e — o
k=0
On obtient donc :
1 J
> _ _ _
n > m(c 7’+J_1) J—l(c r) 4+ mr
1 J
> _ _
> (m 2)(c+J_1) 7 1¢
> (m—2)c

De plus, on a ¢ < Jnjf_ll_l donc ¢ < ¢(J—1)+1 < J™ et m+1 > log,(c). Au
final on obtient :

c
n > clog; <ﬁ) . (3.1)
Théoréme 3.2.1 Pour tout encodeur SPI a s états,

c(ur)

() = cluy o, (02 ).

Démonstration.

On auj = w; ... w. ou ¢ = ¢(u}) mots différents. On pose ¢;; = le nombre de mots
qui trouvent l’encodeur dans I’état ¢ et le laissent dans 1’état j. Comme I’encodeur
est SPI, les sorties correspondantes sont nécessairement différentes et leur longueur
totale ¢;; doit satisfaire (3.1) avec J = 2 puisque y est une suite binaire, donc :

lij > cijlog, (%) .

Donc £(y}') = > <; j<s Cij 108, (%). Comme Y ¢;; = c(u}) et que le minimum du

. . . N c(ul .
terme de droite sous cette contrainte est atteint a ¢;; = (321) (fonction convexe

symétrique), on obtient le résultat voulu. O

Le lemme suivant est montré en exercie.
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Lemme 3.2.1
n
" =0
C(U1> <log(n))
D’aprés le théoréme,
1 n
pulu) > Timsup e(uf) logy ("))

1 1
= limsup —c(u}) logy(c(u})) — limsup —c(u}) log(8s)
n—00 n—oo N

1
= limsup —c(u?) logy(c(uy)).
n—oo T

Comme cette derniére expression ne dépend pas de s, on a :

p(u) > limsup %C(U?) log, (e(ul)). (3.2)

n—o0

3.3 Algorithme de Lempel-Ziv

Nous décrivons maintenant ’algorithme de Lempel-Ziv. Le fonctionnement est le
suivant :
— initialiser un dictionnaire avec tous les mots de longueur 1;
— attribuer a chaque mot un codage en binaire, par ordre lexicographique; si
le dictionnaire a D mots, la longueur des mot-code est [log, D].
— chaque fois qu’'un mot de longueur m appartenant au dictionaire est lu en
entrée,
— émettre le mot-code correspondant,
— remplacer dans le dictionnaire le mot par I’ensemble des extensions d’une
lettre du mot (c’est a dire les mots de longueur m+ 1 ayant comme préfixe
le mot lu en entrée).

Un exemple permet de mieux saisir le comportement de ’algorithme. Soit aaacch
la chaine & compresser. La figure 3.3 donne alors les différents états du dictionaire
en lisant de gauche a droite. La chaine émise est 00 000 110 0111.

Le décodage s’effectue de facon parfaitement symétrique. Etant donné que la mise
a jour du dictionnaire est faite aprés I’émission du mot-code, le décodeur peut
faire la méme mise a jour une fois le mot-code recu, et donc maintenir le méme
dictionnaire tout au long de la décompression.

On note qu’il demeure un probléme lors de la fin du codage : le dernier mot lu ne
correspond pas nécessairement a une feuille de I’arbre. Diverses solutions existent
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AA AB AC AB AC

B C

AAA AAB AAC

B
AB ACCA CB CC

AAA AAB AAC

FIGURE 3.2 — Evolutions successives du dictionnaire

pour pallier a ceci, par exemple en choisisant de numéroter tous les ngeuds de
I’arbre plutot que les feuilles.

Voyons maintenant dans quelle mesure le codage de Lempel-Ziv est efficace. Si I’al-
gorithme découpe uf en cpz(ul) mots wy, ws, ... w,, ,, alors u} = cwy, we, ... w.,,
et les cpz(uf) — 1 premiers mots sont différents. Si I’on concaténe les deux derniers
mots, on obtient un découpage en cpz(u}) mots différents. On a alors cpz(u}) <

c(uf).

La taille du dictionaire & la fin du découpage de uf est J + (crz(u}) — 1)(J — 1),
et le nombre de ngeuds dans l'arbre ¢, (u})J.

Meéme si on attribue a chaque noeud de ’arbre un mot-code, le nombre total
de digits binaires envoyés sera :

lz(y)) < crz(u)[logy(Jerz(uy))]
< c(uy)logy(2Jc(uf)
D’ou
- Lo o c(uy) n
limsup —{17(y7) < limsup - log, (e(ul)) < p(u),

ou la derniére inégalité vient de (3.2).

L’algorithme de Lempel-Ziv est donc au moins aussi bon que n’importe quel en-
codage SPI par automates finis. Noter cependant que ’algorithme de Lempel-Ziv
n’est pas un encodage par automate fini. Par contre, le codage de Huffman par
blocs fait partie de cette derniére classe et donc l'algorithme de Lempel-Ziv “fait
donc aussi bien” que le codage de Huffman par blocs pour toute longueur de bloc.
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3.4 Exercice : optimalité de I’algorithme de Lempel-
Ziv pour une source sans mémoire

1. Montrer le lemme énoncé sans démonstration en cours : c(u}) = O(n/logn).
— En reprenant les notations du cours, soit ¢ = ¢/J% et n’ =n/J3. On a vu

en cours que n' > ¢ log; . Pour n suffisament grand tel que vn/ < 2 n

log ;n'’

on a
— soit ¢ < v/n' et donc ¢ < 2n’/loan’.
— soit ¢ > +/n' et alors ¢ < < _n 2

Io g ¢ = log;vn' = logyn'"
2. Montrer que pour toute v.a. X a valeurs entiéres de moyenne E[X], on a :

H(X) < (F[X]+1)log(E[X]+ 1) — E[X]log E[X],
avec égalité quand X suit une loi géométrique : P(X = k) = ¢*(1 — ¢) pour

k > 0.
— pour Y de loi géométrique P(Y = k) = ¢*(1 — q) pour k > 0, on a
ElY] =% et :
q
HY) = =) ¢"1—-q)logq"(1—q)
k

= —log(l —¢q)— E[Y]loggq,

on a donc bien égalité dans ce cas.
— Soit X une v.a. discréte de loi pg et Y de loi géométrique de méme moyenne
qr- On a alors

H(X) = =) prlogps

= —ZkaOg&—Zpkloqu
D(pllq) =) prlogq*(1—q)
< —log(l—q) = kpplogg=H(Y),

ou 'inégalité vient de D(pl||q) > 0.

3. Soit {U;}2, une suite de v.a. i.i.d. & valeurs dans un ensemble fini U et
d’entropie H(U). On note C(n) la v.a. égale au nombre maximal de mots
distincts en lequel U™ peut étre découpé. Clest a dire avec les notations du
cours : C(n) = ¢(U7"). Nous allons montrer qu’avec probabilité 1, on a :

C'(n)logC(n) < H(D).

lim sup
n—o0

Ce résultat permet de démontrer 'optimalité de I'algorithme de Lempel-Ziv
dans le cas particulier d’une source sans mémoire.
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a) Pour un découpage de u} en ¢ mots distincts, on note ¢, le nombre de
mots de longueur /. Montrer que

log P(uy, ug, ..., up) < — ZCglogCg.

b) On définit la v.a. Z par P(Z = () = <. En utilisant les deux exercices
précédents, montrer que

lim SH(Z)=0

n—oo N,
¢) Conclure.
a) On note le découpage : ujus ... u, = wjws ... w.. On a alors :

log P(uy, ug, ..., u,) = ZlogP (w;)

= Z Z log P(w;)

L dy|w;|=L

< Zcﬂog Z P(CZUz)

1, w,i|[=~
< - E Cr log Ce,
¢

ol la premiére inégalité provient de la concavité du log et la seconde du

fait que le w; étants distines ) . P(w;) < 1.

Ze Leg
C

b) Z est une v.a. de moyenne E[Z] = = 2. On a donc :

H(Z) < (n )1og(%+1>—%1og%

= 1og( )+%log(§+1).

Donc
EH 1og( )+log <£+1>,
n n
le résultat découle de ¢ = O(n/logn).
¢) Pour tout uy, ..., u,, et tout découpage en ¢ mots distincst, on a

log P(uy,...,u,) < — Zczlogcz
¢

Cy Cy
cloge—c¢ % ~ log —
= —cloge—cH(Z).
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On a donc avec probabilité 1 :

logC'(n) —

an) 1(2),

1 C
__logP(UlaaUn) Z ﬂ
n n

et on obtient le résultat désiré en prenant la limite n — oo.



Chapitre 4

Propriétés de 'entropie et de
I’'information mutuelle

Notations On utilise les conventions : 0 x log0 = 0, a X log% = o0 pour

0
touta>Oet0><log6:O.

4.1 Rappels
(X, Y) ~play) =P(X =2,Y =y)

Définition 4.1.1 entropie (jointe) : H(X,Y) = =3 x> oy P(z,y) logp(z,y)
(logarithme en base 2)
entropie conditionnelle :

HY|X) = ) p@H(Y|X =xz)

zeX

= = p(x))_ plylx)logp(ylz)

zeX yey

= =) ) pla,y)logp(yl).

rzeX yey
Théoréme 4.1.1 régle de la chaine

H(X,Y)=H(X)+ H(Y|X)

37
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Démonstration. On utilise p(z,y) = p(z)p(y|z) de telle sorte que :

HX,Y) = => Y plx,y)logp(z,y)

rzeX yey
= =D ) play)logp(x) = > > plr,y)logp(ylx)
zeX yeY reX yeY

— H(X)+ H(Y|X).

Corollaire 4.1.1
HX,)Y|Z)=H(X|Z)+ H(Y|X, Z)
Définition 4.1.2 L’information mutuelle est définie par :
I(X;Y) = H(X)—- H(X|Y)
= HY)-H(Y[X)
D(p(z, y)|lp(x)p(y)),

avec D(p|lq) = Emexp(x)logé% la distance de Kullbak-Leibler.

4.2 Regles de la chaine

Théoréme 4.2.1 (pour l’entropie) Soit (X1,..., X,) ~ p(x1,...,x,), alors

H(X17 ) Xn) = Z H<XZ‘X171X1)

i=1

Démonstration. On écrit p(z1, ..., z,) = p(x1)p(xe|z1)...p(Tn|Tp—1...21), soit :

H(Xy,...X,) = — Z p(xl,...,xn)logHp(a:i\:cl-,l...xl)

Z1...Tn =1

= —Z Z p(x1, .oy xp)logp(i|ai_q...21)

=1 x1...xn
n

= Z H(Xi‘Xifl---Xﬁ

i=1
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Définition 4.2.1 [information mutuelle conditionnelle des v.a X etY étant donné
Z est: [(X;Y|Z)=H(X|Z)—- HX|Y, Z).

Théoréme 4.2.2 (pour linformation)

I(X1, ey X3 V) = > H(X Y] X1 X0)

i=1
Démonstration.
I(X,..X,;Y) = H(Xy,...X,) — HXy, ..., X,|Y)

= Y H(Xi|X; 1. X1) = Y H(Xi|Xi1..X1,Y)

i=1 i=1
= D I(XY[Xio1X).
i=1
O
4.3 Inégalités de convexité
Théoréme 4.3.1 D(p||q) > 0 avec égalité ssi Vz, p(x) = q(x).
Démonstration. Par stricte concavité du log, on a :
Z p(x )log a(r) <log Z
p(z)
z, p(z)>0 z, p(x)>0
O

Corollaire 4.3.1 I(X;Y) > 0 avec égalité ssi X et Y sont indépendantes
Démonstration. 11 suffit d’observer que : I(X;Y) = D(p(z,y)||p(z)p(y)) O

Corollaire 4.3.2 - D(p(y|z)||q(y|x)) > 0 avec égalité ssip(y|z) = q(y|x), Vy, x
tq p(z) > 0.
- I[(X;Y|Z) > 0 avec égalité ssi X etY sont indépendantes conditionnellement
a Z.
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Théoréme 4.3.2 H(X) < log|X| ou |X| = nombre d’éléments dans le support de
X, c’est a dire le nombre de x tels que p(x) > 0 avec égalité ssi X ~ Unif(X).

1
Démonstration. Soit u(x) = ] la distribution uniforme sur X'. On note alors
que

l‘
)1 — log|X| — H(X
D(pllu) = > plx) og a(a) = loglX| — HX)

TeX
U
Théoréme 4.3.3 H(X|Y) < H(X) avec égalité ssi X etY sont indépendantes.
Démonstration. 0 < I(X;Y) = H(X) — H(X|Y). O
EXEMPLE 4.3.1:

Attention l'entropie conditionnelle diminue en moyenne mais on peut avoir
H(X|Y =Y) > H(X) pour des y particuliers, comme le montre I’exemple suivant :

X\Y[1]2
3
1 |o|=
Tt
2 | Z]=
818

Ona H(X)=H(1/8) =~ 0.544 bit. H(X|Y =1)=0bitet H(X|Y =2) =1
bit. L’incertitude sur X augmente si Y = 2 est observée et elle diminue (forte-
ment!) si Y =1 est observée. En moyenne, on a :

H(X|Y) = 3/AH(X|Y = 1) + 1/AH(X|Y = 2) = 1/4 < H(X).

Théoréme 4.3.4 H(X,...,X,) < > " H(X;) avec égalité ssi les X; sont indé-
pendantes.

Démonstration.
H(Xy,..X ZHM&1&<ZH

avec égalité ssi X; est indépendante de X;_1,... Xy, c’est & dire si les X; sont
indépendantes entre elles. O]
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4.3.1 Inégalité logsum et applications

Théoréme 4.3.5 pour tout, a;...a,by...b, >0, on a :

- Qg - Z?:l @
Z a; log b_z > Z a; log 221 b
i=1 i=1 ?

gy
avec égalité ssi o = cst.
i

Démonstration. On suppose tout d’abord que pour tout i, a; > 0 et b; > 0. Soit
1 1
f(t) =tlogt. On a f'(t) = logt et f”()——>0pourtoutt>0 Donc

log(e) tlog

f est strictement convexe et Zoz ft:) < fFOOC aity), pour a; >0,> a;=1,t>0.
Il suffit alors de prendre

o; = be et, t; = b_,

Sia; = 0 et b; = 0 alors avec les conventions choisies, le j-éme terme du
membre de gauche est nul et on peut supprimer a; et b; a gauche et a droite.

Sia; > 0 et b; =0, le terme de gauche vaut oo donc I'inégalité est toujours
valable.

Sia; =0 et b; > 0, on peut supprimer le j-éme terme dans le mebre de gauche
et en supprimant b; dans le terme de droite, on obtient bien un majorant :

Zallogb >Zallog >Zallog i= 1b2

i#j i#j 2aizibi TS

0

Lemme 4.3.1 D(p||q) est convexe en la paires (p,q), c’est a dire, pour tout A €

{0,1}

D(Ap1 + (1 = Npa|[Ag1 + (1 = A)g2) < AD(pi]lq1) + (1 — A)D(p2lg2)

Démonstration. On applique I'inégalité logsum a x fixé :

Api(z) + (1 = N)pa(x)
Aqi(z) + (1 = N)ga(x)

pi(z)
q1(z)

pa(7)
@)

(Ap1(z) + (1 = A)pa(x)) log < Api(z)log + (1 = A)pa(z) log

0
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Théoréme 4.3.6 H(X) est une fonction concave de p(x).

Démonstration. Il suffit de noter que : H(X) = log|X| — D(p|lu), ou u les
distribution uniforme. O

Théoréme 4.3.7 Soit (X,Y) ~ p(z,y). L’information mutuelle I1(X,Y") est une
fonction concave de p(x), a p(y|x) fizée, et conveze en p(y|x), a p(x) fixée.

Démonstration. [(X;Y)=H(Y)—-> px)HY|X ==z)

Si p(y|x) est fixée alors p(y) est une fonction linéaire de p(x). Donc H(Y') qui
est concave en p(y) est concave en p(x). Le second terme est linéaire en p(z) donc
la différence est concave.

Maintenant p(x) est fixée. A pi(y|z) et p2(y|z), on associe :

pi(z,y) = piyle)p() et, pi(y)
pa(w,y) = pa(ylz)p(x) et, pa(y).
On définit alors p(y[z) = Ap1(y|z)+(1=A)p2(y|z) ainsi que px(z, y) = p(z)pa(y|z) =

Api(z,y) + (1 — N)pa(x,y) et pa(y). Finalement, soit g\ (z,y) = p(x)px(y) de telle
sorte que gx(z,y) = Aqi(z,y) + (1 = N)ga(,y) et

I(X;Y) = D(palz, y)llar(z, y),

comme D(p||q) est convexe en (p, q), I(X,Y) est convexe en p(y|x) a p(x) fixée. O

4.4 Data Processing inequality

Définition 4.4.1 (X,Y,Z) est une chaine de Markov si p(z|z,y) = p(z|y). On a
done p(x,y, z) = p(x)p(y|x)p(z|y). On notera parfois X —Y — Z.

p x’ 7z p x’
Remarque 4.4.1 p(x, z|y) = (z,9,2) = (,4) x p(zly) = p(zly)p(zly) donc

p(y) p(y)
X =Y — 7 ssi X et Z sont conditionnellement indépendantes étant donné 'Y

donc 7 —Y — X.

Théoréme 4.4.1 St X — Y — Z alors max{I(X;Y), [(X;2)} > I[(X; 7).

Démonstration.

[(X:Y,2) = I(X;2Z)+1(X;Y|2)
= I(XyY)+ 1(X; Z]Y).
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Comme X et Z sont conditonnellement indépendantes, on a I(X;Z|Y) = 0.
Comme [(X;Y|Z) > 0, on a I(X;Y) > I(X; Z). L’autre inégalité provient du
fait que Z — Y — X et de la symétrie de 'information mutuelle. OJ

Corollaire 4.4.1 Si X =Y — Z alors [(X;Y|Z) < I(X;Y).

Démonstration. En reprenant la décomposition de 1(X;Y, Z) ci-dessus, il suffit
de noter que I(X;Z) > 0. O

4.5 Inégalité de Fano

On veut estimer X ~ p(x) (p(x)>0 pour tout x € &) en observant Y avec
p(y|z). Soit X un estimateur de X, c’est a dire tel que X — Y — X.

Théoréme 4.5.1 Pour tout X tel que X — Y — X, soit P, = P(X # X) alors
on a

H(P.) + Plog(|X| - 1) > H(X|X) > H(X|Y),
ot H(p) = —plogp — (1 —p)log(1 — p).
Remarque 4.5.1 P.=0— H(X|Y)=0—Y est une fonction de X.

Démonstration. On définit :

E:{l si X #X

0 sinon

H(E,X|X) = H(X|X)+ H(E|X,X)
— H(E|X)+ H(X|E,X).

Comme H(E|X,X)=0et H(E|X) < H(E) = H(P.), et de plus,

H(X|E,X) = P(E=0)H(X|X,E=0)+P(E=1)HX|X,E=1)
< (1-P)x0+ P.log(|X|-1),

au final, on obtient :
H(P,) + P.log(|X| - 1) > H(X|X).

Par Dinégalité 'data processing’, on a : I(X;X) < I(X;Y) et donc H(X|X) >
H(X|Y). O
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4.6 Exercice : Lien entre théorie de l'information
et courses de chevaux

Objectif : définir une stratégie ‘optimale’ pour jouer aux courses.

Probléme : M chevaux concurrents, p; proba le iéme cheval gagne. Si le iéme
cheval gagne, on gagne o(1) fois sa mise. C’est a dire, si on a misé 1 euro, on obtient
o(i) euro si i gagne et rien sinon (la mise de 1 euro est perdue).

On suppose que le joueur distribue toute sa fortune sur les chevaux. Soit b(i) =
la fraction parié sur le cheval i. On a b(i) > 0 et Zf\il b(i) = 1.

Aprés n courses, la fortune du joueur est (en supposant qu’initialement Sy = 1),
S =11, S(X;) avec S(X) = b(X)o(X) et X est le cheval vainqueur.

Théoréme 4.6.1 Siles X; sont i.i.d. ~ p(x) alors la fortune du joueur utilisant la

1
stratégie b "croit" exponentiellement : lim—log, S, = W (b, p) = > ", plogy(b(k)o(k))
n

ot la convergence est en probabilité.

Démonstration. Il suffit d’appliquer la loi faible des grands nombres et de noter
que W(b,p) = E[log S(X)]. O

Attention rien ne dit que W (b,p) > 0!

Théoréme 4.6.2 (Critére de Kelly) La stratégie optimale est de prendre b* = p
et dans ce cas W (b*,p) = > _ pilogo(i) — H(p) (optimum doubling rate)

Démonstration. Il suffit d’écire :

W(b,p) = > pilogo(i) — H(p) — D(p||b).
0

1
Dans le cas équitable : . — = 1 alors r;, = —— est une distribution de pro-
o(i o(1

babilité qui correspond a l’estimée de la probabilité p; par le bookmaker. On a
alors

W (b,p) = D(pl|r) — D(p||b)

Si notre estimée b de p est meilleure que celle du bookmaker alors W (b, p) > 0.
Dans le cas spécial ot 0o; = m pour tout 4, on a W (b*,p) = logm — H(p). Les
courses a faible entropie sont les plus profitables.
On considére maintenant le cas ol le joueur peut choisir de ne pas miser une
fraction de sa fortune bg.
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a) Si les cotes sont équitables, c’est a dire Z’LIO% = 1, la stratégie optimale
consiste a tout parier de fagon proportionnelle a p.

b) Si les cotes sont favorables, 1", Oi < 1, montrer qu’il est possible de parier
sans risque, c’est a dire la fortune du joueur augmente a chaque course avec
probabilité 1.

c) Dans le cas favorable, quelles est la stratégie optimale ?

a) Les stratégies by > 0, b; = et b) = 0, b, = b; + 2 sont équivalentes. Pour
I'étude des stratégies optimales, on peut donc se restreindre aux stratégies
avec by = 0 qui ont été étudiées en cours.

—1

b) Soit ¢ = (E:il Oi> > 1. La stratégie b; = = permet d’avoir sa fortune
doublée de log, ¢ > 0 quelque soit l'issue de la course.

¢) Nous allons montrer que toute stratégie avec by > 0 est sous-optimale. Le
résultat du cours permet alors de conclure que la stratégie optimale est de
parier proportionellement a p. Le ’doubling rate” d’une stratégie b est donné

par
Zpk 10g2 (bo —+ bk0k> .
k=1
Si by > 0, on considére alors la stratégie b = 0 et b}, = b, + boé qui a un
"doubling rate’ de
Zpk log, (boc + brox) ,
k=1

qui est plus grand que le précédent puisque ¢ > 1.
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Chapitre 5

Canaux discrets sans mémoire et
leurs fonctions capacité-cofit

5.1 Deéfinitions et codes sans erreur

Un canal discret sans mémoire est caractérisé par :
— un alphabet d’entrée X', de cardinal r
— un alphabet de sortie ), de cardinal s
— un cott b(z) associé a chaque entrée x
— une probabilité de transition p(y|z) qui définit une matrice stochastique (no-
tée @) de taille r x s :

plylz) >0, VoeX, > plylr)=1.

yey

Ce modele de canal recoit donc une entrée x a chaque unité de temps et émet y
avec probabilité p(y|z) pour un cott de b(x).

Canal sans mémoire : g’il est utilisé n fois sur les entrées z1,...x,, la pro-
babilité qu’il émette y; ...y, est

n

p(ylz) = _Hp(yz-\:cz-)

et cela coute
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Si les entrées sont des variables aléatoires (v.a.) X = (Xy,..., X,,) suivant une
loi p(X), alors le cotit moyen est

EBE0) = Y pla)b(a).

Définition 5.1.1 Un (M, n)-code est un sous-ensemble
C={xy,...xy} C X"

La longueur d’un tel code est n.

Le tauz du code est R = bg+M (bits/symbole).

Un code est dit B-admissible si Vi, b(x;) < nf.

Une regle de décodage pour ce code est une fonction

f: Yy — Cu{?}
La probabilité d’erreur sur le mot code z; est

Py = P(f(y) # z;]z; envoyo)

= ) pylz)

EXEMPLE 5.1.1: Prenons X = {0,1/2,1},Y ={0,1} et b(0) =b(1) = 1,b(1/2) =
0 et les probabilités de transition suivantes :

10
Q=1 1/2 1/2
0 1

Soit k < n. L’ensemble suivant est un (2, n)-code
C={(xy- -, 1/2---1/2) |z; € {0,1}}.

Ce code est [-admissible pour 5 > % et son taux est % bits/symbole.
En prenant la régle de décodage :

fiyn) = W, - ok 1/2...1/2)

la probabilité d’erreur pour ce canal est nulle (pour & < n) quelque soit le mot
code envoyeé.
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Réciproquie du Théoréme de codage de canal pour une pro-
babilité d’erreur nulle

Supposons qu’on ait un (2"% n)-code avec W,Pg) = 0, et X est uniformément
distribué. On a alors :

nR=logM = H(X)
= HX[Y)+I(X;Y)

= 0+ <H<Z>_ZH(}/Z|3/177}/Z17X)> car VZ7Pg) :07
i=1

= HY)- Z H (Y| X;) car canal sans mémoire,

i=1
n

D_H) =) H(YIX)

i=1

IA

= D I(XsY)
i=1
< n-mazyx){(X;Y)} =nC

Cette derniére quantité s’appelle la capacité du canal.

5.2 Inégalité de Fano et réciproque du théoréme
de codage de canal

Le calcul précédent a été fait pour une probabilité d’erreur nulle. Il est facile de le

généraliser comme suit.

On Suppose toujours que X uniformément distribuée. Donc 1'erreur moyenne
est définie par : Pp = 55 >, Pg). On a alors,

nR

1 (x)

H(X|Y)+ I(X,Y)

1+P(f(Y)AX)nR+1(X;Y) par l'inégalité de Fano
14+ nRPg+I1(X,Y)

1+ nRPg +nC

IA N IA
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Ainsi, Pgp > 1— % — %. Par conséquent, si R > C, alors Py > 0 pour n suffisament

grand et donc pour tout n (puisque dans le cas contraire, il suffirait alors de
concatener un code court sans erreur pour obtenir une contradiction).

5.3 La fonction capacité-cott

Pour tout n, on définit la n®™¢ fonction capacité cofiit par

Ca(8) = max { I(X,Y) | E[p(X)] < 8 et P(]X) = [T p(uil:) |

Dans ce contexte, on dira que X est une source test et qu’elle est S-admissible si
Eb(X)] < np.

Remarque 5.3.1 a) Pour p(y|z) fizées, 1(X,;Y) est une fonction continue
de p(z) et la maximisation est faite sur un compacte donc atteinte.
b) Cn(B) est définit pour tout > Puin = min {b(z)|x € X}.

c) C, est croissante pour 5 > Pumin-

La fonction capacité-cotit du canal est définie par
1
Cs = sup —C,(5)
n n
Théoréme 5.3.1 C,, est concave en 3 > Bmin-

Démonstration.
Soit a, 9 > 0 tq a3 +ag = 1.
On doit montrer que pour 1, 82 > SBmin, ON & :

Cn(oqf1 + asfla) > o Cp(B1) + aaCr(Ba).

Soit X, et X, deux sources test de distribution p; et ps qui atteignent C,,(5;)
et O (), c’est a dire telles que Y, et Y, soient les sorties associées et :

— X, est fB;-admissible pour ¢ = 1,2;

CI(X3Y) = CulB) pour i = 1,2.

La source test X définie par la distribution ayp; + aeps est (a1f1 + aofs)-
admissible, et donc C, (a1 + azf2) > I(X,Y), si on note Y la sortie associée.
Comme I(X,Y) est concave en p(z), on obtient :

I(X)Y) > all(X,Y) +al(X,,Y,)
- alcn<ﬁ1) + 042Cn<62)-
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Théoréme 5.3.2 Pour un canal discret sans mémoire,

Vn > 1,6 > Buin, Cu(8) = n - C1(B)

Démonstration. Soit (X,Y’) un couple de source test - sortie atteignant C(0).
En considérant la source test X = (Xq,...,X,) ou X, Xy,... X, sont i.i.d., on
obtient facilement C,,(8) > nCy(8).

Pour ce qui est de 'autre sens de l'inégalité, soit X [-admissible qui atteint
C,(B). Le canal n’ayant pas de mémoire, on a grace au calcul fait en Section 5.1 :

Ca(B) = I(X,Y) < il(xi,n).

i=1

Si on pose f5; = Eb(X;, alors Y, 5; < np.
Par définition, Vi, I(X;,Y;) < Ci(f;), et on a donc :

Calf) < m2 DA

1 n
< n-C4 <E ; ﬁl> (concavité de C1)
< n-Cy(P) (croissance de Cf)

O

Corollaire 5.3.1 Pour un canal discret sans mémoire (DMC' en anglais discrete

memoryless channel), C(B) = C1(p).

Propriétés générales de C'(5) pour un DMC :

— C(+) est croissante et concave pour 5 > [Byin. Donc C(+) est continue pour
B > Bmin (en exercice, on montre C'(f) est continue en Spiy,).

— La capacité du canal est le maximum de la fonction capacité-cotit du canal
(cela revient a accepter un coit infini). Si on note celle-ci Cpax €t Bmax =
min { £ [b(X)]| I(X,Y) = Cpaz}, alors on voit que C(f8) = Cpax pour 5 >
Pmax €t C(B) < Chax pour 5 < Bpax. Donc [ +— C(B) est strictement
croissante Sur (Bmin, fmax)- En particulier, on a pour 8 € [Bumin, Bmax)

C(8) = max {I(X;Y) |E[b(X)] = 5}
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EXEMPLE 5.3.1: CANAL BINAIRE SYMMETRIQUE
Prenons X =) = {0,1}, b(0) = 0 et b(1) = 1 et les probabilités de transition

suivantes :
_(a P
Q (p q),

avec p,q > 0 telsque p+¢qg=1et p <1/2.
Alors Bnin = 0 et Chin = 0.

Soit X une source test qui atteint C'(5) pour 0 < f < [Buax, cette derniére
quantité étant pour le moment inconnue. On a en particulier

P(X=1) = b1)P(X = 1)+ b0)P(X = 0)

= FEb(X)

= B
et

cp) = IX)Y)

H(Y) - H(Y|X)
H (Beri—g)p+pq) — H (Bery)
< 1— H (Berp)

avec ¢galité pour fpax = 1/2, donc Cyax = 1 — H (Bery,) =1 — H(p). Au final, on
a:

_ [ H(1-B)g+pp)—H(p) 0<p<1/2
0(6)_{ 1 - H(p) B>1/2.

EXEMPLE 5.3.2: Reprenons 'exemple avec X = {0,1/2,1}, ¥ = {0,1} et b(0) =
b(1) =1, b(1/2) =0 et les probabilités de transition suivantes :

1 0
Q=1 1/2 1/2
0 1

Alors B,in = 0 et Cppin = 0.

Soit X une source test qui atteint C'(f) pour 0 < 8 < Bpax- Ona f = Eb(X) =
p(0)+p(1) et I(X;Y) est concave en p(0),p(1/2), p(1), donc par symmeétrie p(0) =
p(1) = B2, on a alors :

C(8) = I(X,Y) = HY) - HY|X) =1 - (1 - 8) = 5.
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Donc fhax =1 et

veel0,1]  C(P)

B
Vg el,oof C(B)=1

EXEMPLE 5.3.3:

Prenons X =Y = {0,1,2}, et b(0) = b(1) = 1, b(2) = 4 et les probabilités de
transition suivantes :

Q=

O O =
o = O
—_ o O

Alors Bin =1 et Cpin = 1.
Soit X une source test qui atteint C(f), notons a; = P(X =1i). On a alors
cp) = HY)-HY[X)
(Y) car Y = X
(
(

»

)

Qp, (1, 042)

I
SsEESTESy

Cette quantité est maximale pour oy = a1 = s = 1/3, et on obtient ainsi Cyppp =
log, 3 et Brae = 2.

En maximisant la quantité H (ag, aq, az) sous la contrainte 1-cpg+1-0q+4-ay =
[, on obtient finalement

VB € [1,2),C(B) = H (2/3— B/6,2/3—3/6,3/3—1/3).

5.4 Réciproque du théoréme de codage de canal
avec cout

Nous reprenons les calculs de la Section 5.2 en prenant en compte les contraintes
de cotit.
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Le message M est uniforme sur [1,2"7] et encodé dans des mots-code (-
admissibles : b[XZ-(")] < nfB pour tout i = 1,...2"%,

On a alors
nkR = H(M)
< 14+nRPp+ ) I(X;Y))
i=1
< 14+nRPy+ ) C(ED(X;)])

i=1

_ 1 <&
< 1+4nRPg+nC (ﬁ ;E[b(Xi)]>
< 14 nRPg+nC(p),

ol les deux derniéres inégalités découlent de la concavité de C' et de sa monotonie
an . On a donc

) 1

R< —2L 4 —

et donc si Py — 0 alors R < C(B).

5.5 Le théoréme de codage de canal

On sait déja que 1'on ne trouvera pas de code permettant de transmettre avec
une probabilité d’erreur moyenne arbitrairement faible si R > C'. Le théoréme
suivant donne un résultat positif (mais non constructif) dans le cas R < C.

Théoréme 5.5.1 Pour un canal discret sans mémoire de fonction capacité-coit

C(B), pour tout By > Pmin, €t des réels > By , R < C(fy), € > 0, pour n

_— d
suffisamment grand, il existe un code C' =) {zy,...,2,} de longueur n et une

regle de décodage, tel que :
(a) chaque mot code x; est 3-admissible
(b) M > 21fn]
(c) P]g) < € pour touti=1,2,..., M.

Démonstration. La preuve se décompose en deux parties. On va d’abord définir
une fonction de décodage f pour un (M, n) code arbitraire. Puis on va montrer
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qu’il existe un code satisfaisant aux propriétés (a), (b), (¢) en utilisant un argument
probabiliste.
Soit R < R' < C(fBy) et T ={(z,y)/ I(x;y) >nR'} C Qo

p(ylz)
I(z;y) = loga— 3~ avec, ply Zp z,y) Zp plzly).

On définit encore

B ={z /b(z) <np}

T ={(z,y) € T/z € B}

Pour un code C' = {z,,...,z,,} de longueur n, on définit la régle de décodage :
pour chaque y, on pose S(y) I'ensemble des « bons candidats »

S(y) ={z/(z,y) e T} C B

Lorsque l'on regoit y, si S(y) est réduit a4 un élément z;, alors on pose f(y) = z;
sinon on pose f(y) ="
Pour le code C' et avec cette régle de décodage, si z; est transmis et y est regu, on
a:

P. < P(x +ZP:E €Sy
J#i

Définissons les fonctions indicatrices A et A comme suit

{1, si (z,y) €T™

0, sinon

Az, y) = et A=1-A

Cela permet de réecrire la majoration sur Pj, de maniére explicite comme une

fonction (déterministe) du code C' = {x;,...,x,} :
Py <ZA 2 y)p(yle) + D03 Ay, wpylz) Qi ozy)
J# Y

Voici maintenant la deuxiéme partie de la preuve (ot 1'on montre I'existence).
L’idée du « random coding » est de définir une distribution de probabilités sur C,
sous laquelle I'espérance des Q; -ce sont alors des v.a- tende vers 0, pour M = 2171,
L’argument sera du type : « si en moyenne une quantité est petite, alors il existe
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des tirages qui la rendent effectivement petite ». On fait le choix suivant pour la
distribution de probabilité sur les codes C' :

p<£17 t 7£M) = Hp<£z>

ot p(z;) = [ 11—, p(zi) atteint C(By).

Remarque 5.5.1 — Uintuition est la suivante : la loi p(x) en entrée du canal
permet de maximiser linformation mutuelle entre la sortie du canal et [’en-
trée, ce qui ‘signifie’ que les mots code x ayant une ‘forte’ probabilité p(x)
sont bien transmis. La loi choisie sur les codes met plus de ’poids’ sur les
mots code transmis de maniere fiable et donc la ’densité’ de tels mots code
est plusélevée.

— Nous avons défini des codes jusqu’a présent comme des ensembles. Ici, la
définition d’un code est un M -uplet. En particulier, il peut y avoir deux mot-
codes identiques qui vont donc systématiquement donner une erreur avec la
regle de décodage que nous avons définie. Pour des raisons de symmétries,
il est cependant plus facile d’effectuer les calculs avec cette distribution et de
modifier le code pour résoudre ces problémes a posteriori, ce que nous ferons
a la fin de la preuve.

En prenant la moyenne par rapport a la loi sur les codes, on obtient :

ZAwZ,y (yz;) +ZE ZA 5, Y)p pylz,)]

J#z Y
NG J/ /
WV

Ey ng)

Il s’agit a présent de majorer Fy et Eéj ) par des quantités tendant vers 0.

Ey= Y play . .play) > Az, y)plylz,)

LA RSV y

_Zp y‘SL’ wa@/)

:P((x y) ¢ T7)
< Pla,y) ¢ T)+ Pz ¢ B)

Ce qui se réecrit

Ey < P(I(z,y) <nR') + P(b(z) > np)
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dans 'espace probabilisé €2 ' pn yr={(z, g)/g € X"y €Y'}, muni de la
mesure de probabilité :

p(z,y) = pla)p(y|z)

ou

e p(z) =p(x1)...p(x,) et p(.) atteint la capacité ¢(5y)

o p(ylz) = [[i=, p(yilz:)
Mais b(z) = >, _, b(xx) est une somme de v.a i.i.d de moyenne E[b(X)] < 5, < .
Par la Loi Faible des Grands Nombres (LFGN)

lim P(b(z) >np)=0

n— o0

Par la propriété sans mémoire du canal, on peut écrire

Donc sous la probabilité p(z,y), nous avons a nouveau une somme de v.a. i.i.d de
moyenne :

ElI(zx, y)] = 1(X,Y) = C(Bo) >

Et on peut conclure que P(I(z,y) < nR') — 0 par la LFGN. Passons a Eéj)

EY =" pla) Az y) > pla)plylz)
= p(@)Alz yp(y)
<> pl@)ply)

z,y€T

Par définition de T, p(z)p(y) < p(z,y)2~%™. Donc

Eé]) S 2—R/n Z p(x y) 2~ R'n

z,y€T

et iz EY) < M2-B"m Pour M = 2[#"1+1 (ce choix de M parait arbitraire mais
va étre justifié dans la suite) et R’ > R, de dernier majorant tend vers 0 quand n
tend vers l'infini.
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Donc pour n assez grand, E[Q;] < € avec M = 22/%71+1 On définit Ierreur
moyenne par :

M

1 .
PE(C) :PE(glv"WiM) = szé(glang)

i=1
Pour M = 2Mf"1+1 ot n grand, la majoration de chacun des E[Q;] donne :
E[Pg] <€
Donc en particulier il existe un code {z, ..., z,,} avec probabilité d’erreur moyenne
Pr(zy,...,z,) <€
Attention : il peut cependant exister des mots code x, avec
b(z;) > nB ou Pp > e

Pour régler ce probléme on proceéde de la fagon suivante. On sait qu’au plus la
moitié des mots codes z,; sont tels que P( > e sinon P > €/2 (ce qui fournit une
contradiction quitte a Changer €4 3 partout).

Si on supprime les mots code ayant une probabilité d’erreur P}, > €, on obtient un
nouveau code avec M > 2% mots code. De plus le fait de supprimer des mots
code ne peut faire que diminuer la probabilité d’erreur des mots code restant. Donc
pour chacun des mots code restant, on a Py < e.

De plus, automatiquement, si b(x;) > nf alors z; n’est pas dans le code obtenu.
En effet, pour tout y, comme S(y) = {z, (z,y) € T &b(z) € B} alors z; ¢ S(y)

pour tout y et donc Pg) =1.
Finalement le code obtenu vérifie les trois propriétés attendues. O

5.6 Exercice : Canal avec feedback

Dans un canal avec feedback, au moment de I’encodage du (n + 1)-éme bit, on
sait quels ont été les n premiers bits recus. Le but est de montrer qu’un tel canal
a la méme capacité que s’il n’y avait pas de feedback. Clairement Cieeqpack > C'-

Un (2%, n) code avec feedback est une suite de fonctions {1,..., 2"} x Y=t - X
et une fonction de décodage g : Y™ — {1,...,2"} U {?}.
Si W est uniformément distribuée dans {1, ..., 2"}

Py = P(g(Y™) # W)
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donc
nR=HW)=HW|W)+I(W;W)
(Fano) < 14 P(W # W)nR+ I(W; W)
(Data Processing Ineq.) <1+ Pj(En)nR + I(W; Y ™)
et
IW; Y™y = H(Y™) — HY™|[W)
=HY™) =Y HYi[Y1,...,Yi,W)
i=1
<Y HY) ) HYi|X)
i=1

ou la premiére inégalité vient du fait que X; est une fonctions des Y7,...,Y; W

donc H(Y;|Yy,...,Yi 1, W) = HYi|Y1,...,Yi 1, W, X;) et que sachant X;, Y; est
indépendante des Yy, ..., Y; 1, W donc H(Y;|Y3,...,Y; 1, W, X;) = H(Y;| X)).
Donc nR <1+ Pé")nR + nC soit

C 1
R< m o)
1— Py n(l— Py

Donc pour tout (2"% n) code avec feedback tel que PJ(E") — 0 quand n — oo, on
doit avoir R < C, ce qui suffit a conclure en vertu du théoréme de codage de canal.

Canal a effacement

On cherche & déterminer la capacité C' de ce canal.

C=maxI(X;Y)=maxH(Y) — H(«a)

p(z)
Posons 7 := P(X = 1), alors H(Y') se réecrit
HY)=H((1-ma,a,n(l —a))=H(a)+ (1 —a)H(r)

et donc C' =1 — a.
En fait, on savait qu’on ne pourrait pas faire mieux grace au canal analogue avec
feedback. Cependant pour le canal a effacement avec feedback, la méthode de
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transmission suivante est naturelle : le symbole recu est transmis dans le canal
feednback, donc si e a été regu, on peut réemettre jusqu’a transmission du bit
voulu. Dans ce cas on pourra transmettre au taux 1 — « car la transmission d’un

bit prend un temps aléatoire suivant une loi géométrique de paramétre de moyenne
ﬁ. Donc pour transmettre & bits, il faut de I'ordre de n = % utilisations du

canal (lorsque k est grand).



Chapitre 6

Sources sans mémoire et leurs
fonctions taux-distorsion

6.1 La fonction taux-distorsion

Une source (discréte) émet une suite de symboles u dans un ensemble fini U
appelé 'alphabet de la source. Une source sans mémoire est caractérisée par sa
statistique p(u) : la suite de symboles est une suite de v.a. U; indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.) de loi p.

Dans ce chapitre, nous considérons un encodage dans un alphabet de desti-
nation V. Pour tout couple (u,v) € U x V, d(u,v) > 0 est l'erreur ou distortion
associée. Pour des vecteurs (u,v) € U* x V¥, on note d(u,v) = S°F | d(u;, v;).

Nous prendrons la convention : U = {0,..., 7 — 1} et V ={0,...,s — 1}. La
matrice de distorsion D est la matrice r x s & coefficients d(u,v).

Etant donné k& > 0, une source et une fonction d’encodage, la distorsion
moyenne est alors :

E(d) = E[U,V)] =Y pwp(vlu)d(u,v).
On définit alors la fonction

Ri(8) = min {I(U; V), E(d) < ké},

ol la minimisation est faite sur toutes les paires (U, V) telles que U = (Uy, ... Uy)
et les Uy, ... U sont i.i.d. de loi p(u).

61
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Remarque 6.1.1 - p(v|u) peut étre vue comme la probabilité de transition
d’un canal. On parlera alors de canal test.
— la fonction p(v|u) — I(U;V) est continue donc elle atteint son minimum
sur un compact.
— 508t Omin = Dy P(w) min, d(v,u). On a E(d) > kdwin, donc Ry(6) est défi-
nie pour 6 > Omin-
— la fonction 6 — Ry(0) est clairement décroissante en 0.

Définition 6.1.1 La fonction tauz-distorsion de la source est

R(9) = inf 1 u().

Théoréme 6.1.1 La fonction § — Ry(9) est convexe pour 0 > -

Démonstration. Soit oy, as > 0 avec ag + as = 1. L'inégalité Ry (a161 + andy) <
a1 Ri(61) + aaRy(92) s'obtient facilement en considérant les probabilités de transi-
tion p(v|u) = agpr(v|u) + aspe(v|u) o p; est un canal test atteignant Ry (d;) pour
i =1,2 et en utilisant la convexité de I(U;V). O

Théoréme 6.1.2 Pour une source discréte sans mémoire Ry(d) = kRy(0) pour
tout k et 0 > Opmin-

Démonstration. Soit p(v|u) une probabilité de transition atteignant Ry (d), c’est
a dire telle que

HU; V) = Ri(5) et Eld(U, V)] < k6.

Comme les Uy, Us, ..., Uy sont indépendants, on a I(U; V) > Zle I(U; V;). Avec
la notation &; = E[d(U;, Vi), on a I(Us; Vi) > Ry (8;) done I(U; V) > S8 Ry (5;).
Par le résultat de convexité démontré ci-dessus, on obtient :

ZRl >le< Za) > kR (0

ot on utilise la monotonie de R; dans la derniére inégalité. On a donc Ry(d) >
kR;(0). Pour démontrer I'inégalité inverse, il suffit de considérer p(v|u) = Hle p(vi|u;)
ou p(v|u) atteint Ry(9). O

Corollaire 6.1.1 Pour une source discréte sans mémoire R(6) = R1(0) = min {I(U; V), E[d] <
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Propriétés de R(6) pour une source DSM :

- la fonction § — R(J) est décroissante, convexe donc continue pour ¢ > dyip.
Elle est également continue en dy,;, (exo!).

- S0it Omax = min, »_ p(u)d(u,v) alors R(0) = 0 si et seulement si § > Opax.
En effet, soit v* = argmin ), p(u)d(u, v) alors 'encodage déterministe u —
v* est tel que I(U;v*) = 0 et E[d] = dpax. Donc R(6) = 0 pour 6 > dpax.
Inversement si R(J5) = 0 alors le canal test doit avoir U et V' indépendants
et donc

Eld = p(w)p(v)d(u,v) > Y p(v)max = Smas-

- Comme R(§) est décroissante, convexe pour 0 > O, et constante pour § >
Omax, R(J) est strictement décroissante pour dpyin < 0 < dnax. En particulier,
on a

R(6) = min{I(U; V), E[d] = §} pour dpin < 3§ < Omax-

- Dans le cas particulier ou chaque ligne de D a au moins un 0 et chaque
colonne au plus un 0, on a Oy, = 0 et E[d] = 0 ssi u — v € v(u) =
{v, d(u,v) = 0} qui sont des ensembles disjoints par notre hypothése. Donc

R(0) = I(U; V) = H(U) — HU|V) = H(U).

EXEMPLE 6.1.1:
U=V ={0,1} avec P(0) =p=1— P(1) < 1/2 et matrice de distorsion

01
b= ( 10 )

On a dyin = 0, dmax = min{p,1 — p} = p et R(0) = H(p). Pour 0 < § < p,
soit (U, V) atteignant R(d). On a I(U,V) = H(U) — H(U|V) = H(p) — H(U|V)
et E[d] = P(U # V) = 4. Donc par l'inégalité de Fano, on a H(U|V) < H(0)
et donc R(0 > H(p) — H(0). Pour obtenir 'inégalité opposée, il faut trouver
(U, V) tel que E[d] = d et I(U;V) = H(p) — H(5). Un candidat est de choisir
p(ulv) = 01(u # v)+(1—0)1(u = v) puisqu’'on a alors E[d] = § et H(U|V') = H(0).
I1 faut donc vérifier qu’il est bien possible de choisir « = P(V = 0) tel que
P(U = 0) = p. On calcule que p = a(1 — J) + (1 — «)d soit a = % € [0,1] car
0 < <p<1/2. Au final, on a montrer que

R(a):{ 0H<p)_H(5) giglgﬂ
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6.2 Théoréme de codage de source de Shannon

Soit U®) = (Uy,...,U;) un vecteur representant les k premiers symboles
émis par une source. On suppose que ces k symboles sont 'compressés’en n bits
XM = (X,,...,X,) et qu'il est possible & partir de ces n bits de les ’décoder’
en k symboles de I'alphabet de destination : V®) = (14, ..., V}) de telle sorte que
S E[d(U;, V)] < k6. Tl est facile de voir que 'on a nécessairement

% > R(5). (6.1)
En effet, par définition, on a I(U®; V®) > R, (6). De plus par I'inégalité data
processing, on a I(U®); V&) < [(X®). V*)) < H(X®) < n, ce qui implique que
Ri(8)/k < n/k et donc (6.1) découle (sans avoir fait I'hypothése que la source est
sans mémoire).
On voit donc qu’il faut au moins R(9) bits pour représenter un symbole source
si la distorsion moyenne doit étre inférieure a . Nous allons maintenant montrer
qu’il ne faut 'pas plus de R(J) bits’.

Définition 6.2.1 Un code de source de longueur k est un ensemble C' = {v,,...,v,} C
V¥, Le taux du code est R = %log2 M.
Pour chaque suite de la source uw = (uq,...,ug), f(u) est le mot code v; le plus

proche de u :
d(u, f(u)) < d(u,v;) Vje{l,...,M}.

La distorsion moyenne de C' est d(C) = ¢ 3 P(w)d(u, f(w)), avec p(u) =
p(uq) ... .p(ug).

EXEMPLE 6.2.1: CODE (7,4) DE HAMMING : U =V = {0, 1} avec p(0) = p(1) =
1/2 et D = ( (1) (1) ) Chacun des 128 vecteurs binaires différe d’au plus un bit

par rapport & un mot code donc

I /128—-16\ 1
=3

40 =7 (W

Théoréme 6.2.1 Soit § > dyin. Pour tout &' > 6 et R' > R(9) pour k suffisament
grand, il existe un codage de source C de longueur k avec M mots code tel que
-a) M < QLkR|
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- b) D(C) <.
Démonstration. Soient R(0) < R" < R' et 6 <" < ¢'. O
Pour un code C = {vy,...,v,,} on définit les ensembles :

S = A{u, d(u, f(u)) < kd"} (suites bien représentées par C),
T = {u, d(u, f(u)) > kd"} (suites mal représentées par C).

On a donc

<t S+ St

uES ueT

<o <BY,rp
avec B = maxd(u,v). On a donc

d(C) < 6"+ BP (d(u, f(u)) > kd") (6.2)
ou la probabilité vient de I'aléa de la source. Pour étre plus explicite, on définit

1 sid(u,v) < kd”
Al,v) = { 0 sinon.

On peut donc écrire (6.2) comme suit :

::1:

d(0) <5”+sz

~— 4

Il faut donc trouver un code de source C' de longueur k avec au plus 2%
mots code et tel que K(C) < &= B " Nous utilisons a nouveau un argument de
random coding. Soit p(u,v) la probablhte sur U x V qui atteint R(6) : [(U;V) =
R(0) et E[d(U,V)] < 6. On note les marginales par p(u) = >, p(u,v) et p(v) =
S, p(u,v). On définit alors une probabilité sur U* x V¥ par p(u) = []r, p(us),
p(vlu) = Hle p(vi|u;) de telle sorte que p(u,v) = Hle p(u;, v;). On définit alors
une probabilité sur les codes de longueur k et ayant M mots code (vu comme des
M-uplets de vecteurs de dimensions k) par :

M k

p(C) = [ p(w,) avec p(v;) = [ [ p(vy).

i—1 j=1
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Nous calculons la moyenne de K (C') sous cette probabilité :

EK] = > pl)...ploy)d pw) [0 - Al )

Vy.Upg i=1

M

= > ) (ZP(Q)(l — Ay, v)

On définit maintenant

N—

1 sid(u,v) < kd” et I(u;v) < kR",
Rolu, v) = { 0 sino(n_. Y e

avec I(u;v) = log, (p,(,zl,%)) Si do(u, v) = 1 alors p(v) > 27 p(vlu) et donc

E[K] <) plw) (1 — 27N " p(w]u) Ao (u, y)) ;

et donc en utilisant l'inégalité (1 —2y)M <1 — 2 + e ¥ valide pour 0 < z,y < 1
et M >0 avec x =) p(vu)Ao(u,v) et y = 2R on obtient

Bl < 1= p(u,0)A(u,v) + exp (~277 M)

w,v

< PU,V) > ké") + P(I({U; V) > kR") + exp (—Q‘kR”M) .
Le dernier terme tend vers 0 quand & tend vers U'infini car M = 2% avec R' > R”.
Le fait que les deux premiers temes tendent également vers 0 découle de la loi
faible des grands nombres. En effet, il suffit d’écrire : d(U,V) = S&, d(U;,v;)
qui est une somme de k v.a. i.i.d. de moyenne E[d(U,V)] < § < §”. De méme
[(U; V) =21 I(U;; V) est une somme de v.a. i.i.d. de moyenne R(5) < R".



Chapitre 7

Le théoréme de codage source-canal

Un tel systeme est caractérisé par :

- une v.a. U modélisant la source;

- une fonction d’encodage modélisé par p(X|U);

- une probabilité de transition pour le canal p(Y|X);
- une fonction de décodage p(V|Y).

@
Il

Coiit moyen :

|
I

Distorsion moyenne :

Taux de transmission: 7 =

N e

Le but est d’avoir des ( et § aussi petits que possible tandis que 7 est aussi
grand que possible.
Théoréme 7.0.2 Pour une source et un canal donné :

1. Les paramétres B, 8, T doivent satisfaire T < %

2. Inversement étant donné B > Bin, 0 > Omin €t 7 < %, il est possible de

construire une systéme tel que décrit ci-dessus avec f < 3,6 < etT >r

Démonstration.
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1. La suite (U,X,Y,V) constitue une chaine de Markov, donc I(U;V) <

I[(X;Y). De plus E[b(X)] = nB implique que I(X;Y)) < C,(B) et comme
Cn(B) < nC(B), on a au final : I[(X;Y) < nC(B). De plus E[d(U,V)] = ké

implies that I(U; (V) > kR(J) et donc le point (a) est vérifié.

. On vérifie que 'on peut choisir :

Bmin < Bo < B,
Ommin < 0g < 01 <0
C' < C (),

R > R(0),

Théoréme de codage de source

Pour kg suffisamment grand, il existe un code source C' de longueur k, avec
M; mots code tel que M; < 2kl et 4(C) = kl—OE[dmm(Q)] < 6y, avec
dm@VL(Q) = mzn{d<gvﬁ)vﬁ € C}

Pour m défini plus tard, on note k = kgm. L’encodeur de source partitionne
U = (Uy,...,Ux) en m blocs de longueur kg et émet m mots code de source
correspondant a ces blocs, W = (W7, ..., W}) est une suite de m mots code
de C', le nombre de valeurs distinctes possibles pour W est inférieur ou égal
a My < 2komi,

Encodeur de canal

On définit la distorsion pire cas du code C' pour u € U™ par yaz(u) =
max{ d(u,v;), v; € C }, et la distorsion pire cas du code par D(C) =
k—loE [dae(U)] ot 'espérance est par rapport a la statistique de la source.

68,
D(C)

On note € = et pour chaque m = 1,2,... soit n,, = [mkoR'/].

Théoréme de codage de canal

Pour m suffisament grand, il existe un code {zy,...,2,, } de longueur n,, et
une régle de décodage tel que :

N B

2|—C'nm.| Z ka;()R'

=
AN AVARIVAN

€.
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On suppose de plus que m est suffisament grand pour que 7 = £ =

Tvm

( k}f”;, > r, ce qui est possiblie puisque r < %. On a également nf =
m. 0@
Eb(X)] < np.

Il reste donc & prouver que 0 < 6.

Le décodeur de canal est celui du théoréme de codage de canal, le décodeur
de source est celui dont la sortie V. = (Vi,..., Vi) de m mots code de source
si possible, sinon erreur.

B:{o siZ=X

1 sinon.

E[d(U, V)] = E[d(U, V) | B=01].P(B = 0)+ E[d(U,V) | B=1.P(B = 1)

SiB=0, d(U,V) = dem(gl) avec U = (U',...,U™) blocs de taille k,

=0

alors E[d(U,V) | B =0] = m.E[dnm(U)] < kodym

Si B=1, B[dU,V) | B=1] < m.Eldpa.(U) | B =1]

Eldae(U)|B = 1].P(B = 1) < me. E[dpae (U)] = kom(6 — 61) = k(6 — 6y)

Au final, on a § = k' E [d(U; V)] < 6.
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Chapitre 8

Codes linéaires

8.1 Décodage par maximum de vraisemblance

Etant donné un canal et un code, on cherche un décodage minimisant la pro-
babilité d’erreur, c’est a dire une fonction y; — x} pour j =1,..., L.

On a

1-P. = Zpyj z3lyy),

ot p(y;) ne dépend pas du décodage. On doit donc choisir 2 qui maximise p(z[y;).
De maniére similaire, si w est envoyé et v est regu, il faut maximiser p(w|v) =
W (dans le cas d'un canal sans mémoire).
Si tous les M symboles en entrée sont équiprobables alors le décodage optimal

quand y est regu est x; qui maximise p(y|z;) car :

p(xi)p(y|z:) 1
p(zily) = = p(ylei).
p(y) Mp(y)
C’est le décodage par maximum de vraisemblance.
Considérons maintenant un canal binaire symétrique (de probabilité d’erreur
e € (0,1/2) ainsi qu'un code binaire de longueur n. Si tous les mots code sont équi-
probables, alors le décodage par maximum de vraisemblance consiste & maximiser

( |w) d(w v)(l . e)n—d(w,v)’
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ou d(w,v) est la distance de Hamming entre le mot regu v et le mot code w. Pour
un mot regu fixé v, on note d; = d(w;, v) la distance de Hamming entre le i-éme
mot code et v. On a alors :

p(vjwy) <1 — e)dQ_dl
p(v]ws) € '
Donc pour 0 < € < 1/2, on a == > 1 et donc p(v|wy) > p(v|ws) si et seulement si
dy < ds.
On a donc pour un canal binaire symétrique et un code dont tous les mots
code sont équiprobables : le décodage minimisant la probabilité d’erreur consiste
a minimiser la distance de Hamming, i.e. choisir le mot code le plus proche pour

la distance de Hamming du mot regu. Si il y a plusieurs mots code a distance
minimale, la probabilité d’erreur ne dépend pas du choix du mot code.

8.2 Géométrie de Hamming

Nous formalisons la notion de bon code ayant des mots code élpoignés.

La distance de Hamming pour des mots non nécessairement binaires est dp(x, y)
w(z — g) = Z, 1(z; # i)
Soit C' = {xz,,...,z,,} un code de longueur n.
On veut que C soit capable de corriger les erreurs de poids < e.
On envoie z;, et y = x;+z est recu; si wy(z) < e alors Z; = . Le code est capable
de corriger les erreurs de poids < e ssi la distance entre Chaque pair de mots code
est supérieur ou égale a 2e + 1, i.e. dH( Z, x;) > 2e+1Vi,j
S0it dpin(C) = mm(dH(Lg,x # 1’ z, 2’ € (') la distance minimale du code C'.

Théoréme 8.2.1 Un code C' = {xy,...,x,,} est capable de corriger toutes les
erreurs de poids < e $8i dpin(C) > 2e+ 1

Théoréme 8.2.2 Si un code sur un alphabet a q lettres et de longueur n est consti-
tué de s mots code et corrige toutes les erreurs de poids < e alors

n

q

TS a1

Démonstration. Toutes les boules {v, dy(w;,v) < e} doivent étre disjointes et le
cardinal de ces boules est >, (7)(¢ — 1)’ d‘ou I'inégalité. O



8.3. CODES LINEAIRES 73

Cette condition n’es pas suffisante comme montré par l'exemple suivnat :
prendre en binaire, i.e ¢ = 2, e = 1 et n = 4 de telle sorte que [2"/(n + 1) =
16/5] = 3. Cependant il n’existe pas de code corrigeant une erreur avec plus de 2
mots code.

8.3 Codes linéaires
X =F,={0,1,...,9 — 1} avec ¢ un nombre premier

Définition 8.3.1 Un (n, k) code linéaire sur F, est un sous-espace de dimention
k de F', n est la longueur du code, k = dimension du code, taur = k/n.

Un code est décrit par k£ mots code linéairement indépendant z,, ..., z,.
Chaque mot code et 1'un des ¢* combinaison linéaire

k

Z@i%a a; € Fy

=1

Définition 8.3.2 Soit C' un (n, k) code linéaire sur Fy,. Une matrice G dont l'es-
pace engendré par les lignes est C' est une matrice générant C.

EXEMPLE 8.3.1:
(5,1) code C1,G=(1 1 1 1 1)

EXEMPLE 8.3.2:

(7,4) code
1000011
c_lo1o010n
(0010110
0001111
est le code de Hamming (7, 4)
Encodage (n, k) code linéaire a ¢" mots code message u = (us,...,uz) € F}

mot code z = uG.

Matrice de parité / parity check matrix
équation de parité a1z + asxs + - - - + a,x, = 0 qui est satisfaite pour tout z € C'
I'espace des vecteurs a = (ay, ..., a,) est I'espace C appelé code dual de C.
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C* a pour dimension n — k, C* est un (n, n-k) code. Une matrice de parité pour
C' est une matrice générant C'*

Définition 8.3.3 C un (n,k) code linéaire sur F,, une matrice H avec la pro-
priété, Hx' = 0 < x inC est appellée matrice de parité de C

Pour un code linéaire, dy(z,2') = wy(z —2') et x — 2’ € C
donc din (C) = min{wy(z),xz € C,z # 0}
1l suffit donc de calculer ¢* — 1 poids au lieu des ¢*(¢* — 1)/2 distances entre les
différents mots code.

Théoréme 8.3.1 Si C est un (n,k) code linéaire sur F,, de matrice de parité H,
dmin(C) = le plus petite nombre de colonnes de H qui sont linéairement dépen-
dantes.

Démonstration.
Hz'=0=mzic1 + 2200+ -+ 200, YV =F. O

8.4 Codes de Hamming (binaires)

Définition 8.4.1 H de taille m x 2™ — 1 binaire telle que les colonnes de H sont
les 2™ — 1 wecteurs non nuls de Fy* dans un ordre donné. Alors lesn = 2™ — 1,
k=2™—1—m code linéaire sur Iy de matrice de parité H est appelé un code de
Hamming de longueur 2™ — 1.

D’aprés le théoréme précédent, la distance minimale d'un code de Hamming
est de 3. Un code de Hamming peut donc corriger une erreur.

De plus la boule de Hamming de rayon 1 contient en dimension n, exavtement
1 + n mots. Donc un code corrigeant une erreur a au plus (comme nous l’avons
vu précédement) 2™ /(n + 1) mots code différents. En prenant n = 2™ — 1 comme
c’est le cas pour les codes de Hamming, on obtient : 22" ~1/2m = 22" -m-1 — 9k
Donc les codes de Hamming sont des codes parfaits : les boules de rayon 1 autour
des mots code forment une partition de F3'.

8.5 Décodage du syndrome

x est transmis, y est recu, et on note z = y — x le motif d’erreur

Siz; #01ily a erreur sur le jeme p
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s = Hy' = Hz' est appelé le syndrome et ne dépend que du motif d’erreur.
L’ensemble des solution en z de Hz! = s forme un coset du code C du type :
CH+zy={z+2,2€C}

Il y a ¢" % cosets de C' correspondants aux ¢"~* syndromes possibles. Chaque
coset contient exactement ¢ éléments. Pour distinguer parmi les ¢* éléments du
coset celui correspondant au motif d’erruer, il faut faire des hypotheéses sur le canal.
Pour le canal binaire symétrique avec probabilité d’erreur € < 1/2, on choisit z de
poids minimal dans le coset.

Dans le cas du code de Hamming, si le motif d’erreur a poids 1 alors le syn-
drome donne la colonne de H correspondant a I’endroit de ’erruer, i.e. le décodage
consiste a changer le bit correspondant.
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Chapitre 9

Codes cycliques

9.1 Propriétés générales des codes cycliques

Définition 9.1.1 Un code (n, k) linéaire sur F, est cyclique si pour tout mot code
C = (Cy,...,Cn_y) le shift droit de C : C* = (C,_1,Co, ..., Cp_sy) est aussi un
mot code.

EXEMPLE 9.1.1:

Les codes a répétition.

EXEMPLE 9.1.2:

Le (7,3)-code sur F, de matrice :

1011100
G=1010111P0
0010111

en effet :
L L S Ly S Ly Ly S Ly 4 Lo+ Ly S Ly 4+ Ly &5 Lo+ L &5 Iy

7



78 CHAPITRE 9. CODES CYCLIQUES

EXEMPLE 9.1.3:

Le (4,2)-code sur F3 de matrice :
0
=(1133)

LSS o+ L, S on S L+ 20, S L

1 0 2
11 2

en effet :

et

Lo S5 L4 Ly S 2L, S5 2L, + 20, 5 L,

Définition 9.1.2 La fonction génératrice d’un mot code C = (Cy,...,Cy,_1) est
le polynéme C(X) =Co+ ...+ Cp X1

Théoréme 9.1.1 Si C = (Cy,...,C,_1) est un mot code de fonction génératrice
C(X) alors la fonction génératrice de C* est C*(X) = XC(X) mod (X" —1)
Démonstration. On a par définition :

Cg(X) = C’0+...C’n_1X”*1
CHX) = Cuo1 +CoX + -+ Cpg X™ 1,

Donc XC(X) — CH(X) = C, (X" —1) et,
XC(X) mod (X" —1)=[C*X) mod (X" -1)]+ [XC(X)—-CHX) mod (X" —1)] =
O

Notation : [P(X)], = P(X) mod (X" —1).
On a en particulier, Vi X' mod (X" — 1) = [X],, = X modn
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Théoréme 9.1.2 Si C est un code (n, k) cyclique et si C(X) est un mot code (on
identifie mot code et fonction génératrice d’un mot code) alors VP(X) [P(X)C(X)],
est ausst un mot code.

Démonstration. Découle du théoréeme précédent et de la linéarité du code. [

Définition 9.1.3 Une fonction génératrice de degré minimal dans C' est appelée
generatrice du code C'.

EXEMPLE 9.1.4:

Reprenons 'exemple 9.1.2
C1(X) =1+ X%+ X3+ X* est un polyndéme générateur de C.

EXEMPLE 9.1.5:

Reprenons 'exemple 9.1.3

C1(X) =1+ 2X? est un polynéme générateur de C.

Remarquons que les polynomes générateurs ne sont pas uniques 20 (X) = 2 + X?
est aussi polynome générateur.

Le lemme suivant montre qu’il existe un unique polynéme générateur unitaire.

Lemme 9.1.1 Soit C' un code cyclique de générateur g(X)
1. St g(X) est un autre polynome générateur alors g(X) = Ag(X) avec X € F,
2. Si P(X) est un polynome tel que [P(X)], est un mot code alors g | P

Démonstration.
2.:Ona P(z) = Q(z)g(x) + R(x) or [P(X)], et [Q(X)g(X)], sont des mots
codes donc R(X) est un mot code de degré strictement inférieur a g c¢’est donc 0.
1. : découle directement de 2. 0

Théoréme 9.1.3 1. Si C est un code (n,k) cyclique sur F, alors son généra-
teur g est un diviseur de X™ —1 de plus C = (Cy, ..., Cp_1) est un mot code
ssi il est divisible par g et k =n — degg.
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2. Inversement si g est un diviseur de X™ — 1 alors il existe un (n,k) code
cyclique de générateur g avec k = n—deg g. C’est exactement ’ensemble des
vecteurs (Cy, ...,Cy_1) de fonction génératrice divisible par g.

Démonstration.

1.: Soit P(X) = X" —1 alors [P(X)],, = 0 donc est un mot code par conséquent
le lemme nous donne que g | P.
<= immédiat d’aprés le théoréme précédent car g est un mot code.
— Immeédiat d’aprés le lemme précédent car si C' mot code alors C'(X) = [C(X)],
donc C'(X) = I(X)g(X) avec deg ] <n —1—degg.

2. : Soit g(z) | X™ — 1. C(X) est un multiple de g ssi C(X) = I(X)g(X) et il
est facile de voire que le code est un code (n, k)-linéaire.
Pour montrer que le code est cyclique on montre que [X(X)g(X)], est un mot
code. Or

[xI(z)g(z)], mod g(x) = zI(zr)g(x) mod (" —1) mod g(z)
= zl(x)g(x) mod g(z) car g(X) | X" —1

OJ

Définition 9.1.4 On appelle polynéme de parité d’un code C' le polynome h(X) =

Xn—1 s 4
o) avec g générateur de C.

Corollaire 9.1.1 Soit C un code (n,k) cyclique de générateur g et de polynome
de parité h.

On définit :
g -~ g 0 ... 0 g(X)
. . . . X X
a |0 _ g.( )
0 k-1
0 0 g g XM g(X)
et
hy, ho 0 0
H1 — O
: Y 0
0 ... 0 hy ... h

La matrice Gy génére le code C' et sa matrice de parité est donnée par Hy. De plus
le vecteur I = (lo, ..., Ix—1) est encodé par C = IG; i.e. C(X) =1(X)g(X).
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Démonstration. le produit scalaire de la i-éme ligne de G et de la j-éme ligne
de H est le coefficient de x*~"*J du produit h(z)g(z). Cependant par définition
h(z)g(z) = 2™ — 1 et comme k —i+ j € [1,n — 1], ce coeflicient est nul. O

9.2 Classification des codes binaires cycliques de
longueur 7

On a
X1 = +X2+ X3+ XH(1+ X2+ X3
1+X)(1+X+X°)(1+ X+ X?)
d’ou :
(n, k) 9(X)
(7,7) 1
(7,6) X +1
(7,4) X3+ X +1 code de Hamming
(7,4) X3+ X?2+1 code de Hamming
(7,3) (X+1D)(X2+X +1) Exemple 9.1.2
(7,3) (X +1)(X3+ X2 +1) Exemple 9.1.2 & l'envers
(7,1) | (XP+ X2+ 1)(XP+ X +1) code & répétition
(7,0) X1

Remarque : Le polynome g(z) = 23 +z+1 divise 2" — 1 pour tout n multiple de
7. Il est donc possible de construire des codes (7,4), (14, 11), (21, 18), ... cependant
tous ces codes sauf le premier contiennent un vecteur de fonction génératrice z7 —1
donc ont une distance minimum de égale a 2 et ne peuvent pas étre utilisés pour
corriger des erreurs.

Définition 9.2.1 Le plus petit entier n tel que g(x)|z™ — 1 est la période de g(x)
(car c’est la période de la suite {z" mod g(z)}i>0).



