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11.1 Code de Hamming cycliques

Rappel : la matrice de parité d'un code de Hamming de longueur n = 2" — 1 a pour
colonnes les 2" — 1 m-uplets distincts et non nuls.

Sia € F(2") est un élément primitif, alors 1,q,...«a sont distincts et non nuls,
et peuvent étre représentés par des m-ulpets. On définit le code de Hamming H,, avec

2Mm—2

parametres n = 2" — 1,k = n — m, dyin = 3 par la matrice de parité H = (1 a - 042"1‘2) ol
les a' sont remplacés pas les m-uplets correspondants.

ExemrLE 11.1.1: Cope pDE HAMMING FH;
On se place dans le cas F2%) eta® +a+1=0

H =

O R -
[ Y

0010
0101
1001

[ s Y
N ——

Un vecteur ¢ = (cg - - - ¢,-1) appartient a H,, ssi He™ = 0'ssi c(@) = 0 ot ¢(X) = ¢g + 1 X +
-+ 4,1 X" Par la propriété (M2), ona ¢ € H,, & MY (X)|c(X) ot MV (X) est le polynome
minimal de a.

Théoreme 11.1.1 Le code de Hamming H,, ci-dessus est un code cyclique de générateur le
polyndme minimal de c.

Un résultat précédent fournit la matrice générant H,, :

MD(X) 0 e 0
M
G = 0 XMW (X)
: . . 0
0 e 0 X" IMO(X)
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Exemprre 11.1.2: Cope bE HAMMING H (SUITE)
Une matrice génératrice est

i N
—_ O =

1
01

De plus, on a h(X) = ng;l =X*+ X2+ X +1etdonc
11
1

On remarque que H # H mais la derniére ligne de H peut s’obtenir comme la somme des
premieres et dernieres lignes de H.

H =

—_ O -

0
1
1

O~ =

1
10

11.2 Codes BCH (Bose-Chaudhuri-Hocquenghem)

On commence par un exemple en reprenant le code de Hamming cyclique de longueur
n =15, c’est a dire avec m = 4 et matrice de parité :

H=0a - a').

L’idée est de 'rajouter” des bits de parité grace a une fonction f :

, (1 a - al
H _(f(l) fl@) - f(a“))

S’il y a deux erreurs en i # j alors le syndrome est :
iy
s:H;+H'.=( ool )
S

(@) + f(@))

On est donc amené a résoudre o + a/ = z; et f(&') + f(&)) = za.

Voici deux choix pour f qui ne sont pas judicieux :

— f linéaire -> mauvais car n’ajoute aucune information

— f = X% -> mauvais car en caractéristique 2 x* + y* = (x + y)*.

Nous allons maintenant voir que le choix f(x) = x* permet de corriger deux erreurs.
Avec f(x) = x%, on obtient & + @/ = z; # 0 et a® + a% =z, = (&' + &/)(@® + & + a?)) =
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z1(z] + a'al) de telle sorte que : a’'a’ = 2 +z]. Donc ' et @/ sont solutions de 1'équation du
second degré :

X242, X + (i—j +22)=0 (11.1)

Décodage du code BCH corrigeant deux erreurs : pour y recu, on calcule s = Hy” puis
— siz; =z, =0, décider qu'il n’y a pas d’erreur
sizy # 0 etz = z3, corriger une erreur eni tqz; = o'
sizy # 0 etz # z; corriger deux erreurs en i et j avec o et o racines de (11.1)

— sinon, détecter au moins 3 erreurs

S’il y a moins de deux erreurs, elles seront corrigées. On a donc démontré que dpin > 5
pour ce code.

Exemrre 11.2.1:
Reprenons I'exemple ci-dessus avec m = 4, F2*) eta* +a+1=0

1 a a® «a
H_(l a’ ab a

3 4 aS 14

a a® o - a
9 2 1 B ab ... gl

Remarque : @ n’est pas un élément primitif.

Supposons qu’on ait deux erreurs en 6 et 8. On trouve alors z; = a® + a® = a'* = 1001
etz, =a®+a’ = a =0100. On a donc i—f +z7 = a’ +a® = a' et on cherche donc les racines
de X2 + aX + a'* = (X + a®)(X + a®) et on retrouve bien les deux erreurs correspondant a
a® et a® (donc en position 7 et 9).

Plus généralement, un code de longueur n = 2" —1 corrigeant deux erreurs C est donné
par la matrice de parité

1 a o® ... a*2
H:(l ad ab ... @D |

On a alors
ceC © HT=0

o Tica =0et T ca® =0
< ppam (M(1>(X), M(3)(X)) Ie(X)

ou dans la derniere équivalence, on utilise le fait que MW (X) et M®(X) sont irréductibles
et distincts (cf exo) et donc premiers entre eux.

Théoreme 11.2.1 Le code binaire BCH C corrigeant deux erreurs a pour parametres n = 2™ —1,
k=n-2metdyn, >5
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Démonstration. Le seul point a noter concerne la dimension :

k=n-2m & deg g(X) = 2m cf exo.

11.3 Facteursde X" —1

Nous avons vu que le polyndme générateur d"un code cyclique de longueur n sur F(q)
doit étre un facteur X" — 1.

On suppose que n et g sont premiers entre eux:n A g =1.

I existe un plus petit entier m tel que n|g™ — 1 (ce résultat découle de 1'exercice 11-1).
m est appelé 1’ordre multiplicatif de g modulo n.

On a alors (exercice 9-3) X" — 1|X7"~! — 1 mais ne divise aucun des X7~! — 1 pour
0<s<m.

Donc les racines de X" — 1 qui sont appellées les racines n-ieme de l'unité sont dans
I’extension de corps F(g™) et ne sont inclus dans aucun corps plus petit.

Comme la dérivée de X" — 1 est nX"! et que n A g = 1, ces deux polyndmes sont
premiers entre eux. Donc X" — 1 a n racines distinctes. En fait il découle de 'exercice
11-2(i) qu’il existe une racine n-ieme de l'unité primitive notée o, telle que

n—1

X' —1= H(X— a).

i=0

Dans toute la suite, @ est une racine nieme de 'untité primitive.
Nous avions défini les classes cyclotomiques modulo p™ — 1. Plus généralement, la
classe cyclotomique modulo 7 sur F(q) qui contient s est

ms—l}

Cs=1s,59,...,59 avecsq™ =s mod n.

On remarque que m; = |C;| = m est 'ordre multiplicatif de 4 modulo n. On obtient alors
un partition

{0,1,...,n -1} = U,C,,
ou s parcrout les représentants de classes mod 7.

ExemrLE 11.3.1:
Pourn =9,q =2, on obtient :

Co = {0}
Cl = {]-/2/4/ 8/ 7/5}
C3 = {3, 6}
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Donc m = 6 et X° — 1 se décompose sur F(2°).

Comme précédemment, on définit le polyndme minimal de a° par :

MO(X) = H(X — a).

ieCs

C’est le polyndome unitaire de degré minimal a coefficients dans F(g) ayant @° comme
racine.
On a alors

X'-1= 1_[ M®(X), ol s parcrout les représentants de classes.
S

C’est la factorisation de X" — 1 en polynomes irréductible sur F(g).

ExempirE 11.3.2:

On continue I'exemple avec n =9 et g =2 : on a donc X° + 1 = MO(X)MD(X)M®(X).
Comme MO(X) = X + 1, et que le seul polyndme irreductible de degré 2 sur F(2) est
X2+ X +1donc MO(X) = X2 + X + 1 de telle sorte que MV (X) = X + X3 + 1.

114 Codes BCH corrigeant t erreurs

Théoreme 11.4.1 Borne BCH : Soit C un code cyclique de polynome générateur g(X) tel que

pour des entiersb > 0 et 6 > 1, ¢(a) = g(a**!) = -+ = g(a?™*72) = 0. Alors dipin > 6.
Démonstration. Si c = (Cy,cy,...,c,-1) € C alors c(a?) = c(a?*!) = --- = ¢(a?**"%) = 0 donc
H’cT =0 avec
1 a a?t .. P
1 ab+1 aZ(b+1) . a(n—l)(b+1)
H' =
1 g2 g2leod)  nmD(+5-2)

Lamatrice H' n’est pas forcément la matrice de parité entiere. Il suffit cependant de montrer
que toute combinaison de < 6 — 1 colonnes de H’ sont linéairement indépendantes sur
F(g™). Soit donc ¢ de poids w < 6 — 1 avec ¢; # 0ssii € {ay,a,...,a,}. Alors H'cT = 0
implique :

amb ... At
A+ b+ Cay
:[=0.
at (b+w-1) oo (b+w-1) Cay,
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Donc le déterminant de la matrice de gauche est nul, hors a un facteur alartab et

1 e 1
aﬂl aﬂw
det . . s
aal('w—l) . auw('w—l)
qui est un determinant de Vandermonde donc [];. ja® —a%) #0. 0

ExemprLE 11.4.1:
Considérons les cas suivants :
— H,, a pour polynome générateur M (X) dont & et & sont racines (par la proprité
(M6)). Donc b = 1 et 6 = 3. Ainsi dpin > 3, en fait, on a égalité dans ce cas.
— le code C de générateur MD(X)M®(X). On a alors MY (a) = MY (a?) = MDY (a?) = 0
et M®(a®) = 0 donc dmin > 5.

Définition 11.4.1 Cope BCH : Un code cyclique de longueur n sur Iy est un code BCH(b, 0) si
son polynome générateur est :

¢(X) = ppem {M(b)(X), . .,M(b+5‘2)(X)}

i.e. le polynome unitaire de degré minimal admettant o*, . .., a"*02

code BCH(6) est un code BCH(1, 5).

comme racines. Par défaut, un

I1 découle du résultat précédent que dpin > 0.
On a : ¢ est un mot code ssi c(a?) = c(a’*!) = -+ = c(a
matrice de parité pour le code est donnée par

b+9-2) = (. En particulier, une

1 a? . a-Db
1 ot Q20D D)

H = . . 7
i o2 o a(n—l)ib+6—2)

ou chaque entrée est remplacée par la colonne correspondante de m éléments de F(q).
Une fois le remplacement effectué, il y a m(6 — 1) lignes dans la matrice qui ne sont pas
nécessairement toutes indépendantes donc la dimension du code est au moins n—m(6—1).
Onadonc:

Théoréme 11.4.2 Un code BCH(b, 6) de longueur n sur F(q) a une dimension k > n —m(6 — 1)
(ot m est 'ordre multiplicatif de g modulon n) et vérifie dmin > 0.

Remarque 11.4.1 Un code BCH est dit primitif si n = q™ — 1, c’est-a-dire si o est un élément
primitif de g
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ExemprLE 11.4.2: Code BCH binaires de longueur 15 (b = 1) :

0 g(X) exposant des racines | dim | d,,y
1 1 15 1
3 MO 1,2,4,8 11 3
5 MOMO 1,...,4,6,8,9,12 7 5
7 MOMO MO 1,...,6,8,9,10,12 5 7
9,11,13,15 | MOMO MO M) 1,...,14 1 15

On remarque que les distances minimales des codes BCH(9) et BCH(11) sont les mémes.

11.5 Codes de Reed-Solomon

Définition 11.5.1 Un code de Reed-Solomon sur F(q) est un code BCH(D, 6) de longueur n = q—1
(ie.m=1).

Comme X7 —1 = [gep()- (X — B), le polyndome minimal de o’ est simplement M (X) =
X - a'. Donc le polyndme générateur du code est

g(X) = (X —a")(X —a") ... (X - a2

ExempLE 11.5.1:
On considere F(4) = {0,1, &, B = a*} avec a® + @+ 1 = 0.Un code RS sur F(4) de longueur

n =3avecd = 2etb =2 a pour polyndme générateur g(X) = X — f.Les mots code sont :
000, 1a0, B0«, pal,01a, aB0, 106,111, 0ap, p10, 1pa, axex, 01, 01, 01, a1p, BBP.

La dimension d'un code RSestk =n—degg(X) =n—-06+1. Doncdmin 20 =n—-k+1,
hors n — k est égal au rang de la matrice de parité H donc n — k > dpin — 1. Au final, pour
un code RS

dmin:6=n—k+1.

11.6 Le polyndme de Mattson-Solomon

On considere toujours a@ € F(g") qui est une racine n-ieme de 1'unité primitive. Le
poyndme de Mattson-Solomon (MS) associé au veccteur a = (ay, ..., a,-1) avec a; € F(q")
est le polynome dans F(g")[Z] :

A(Z) = Z A2,

j=1

. o
avec Aj = a(a)) = Y10y aia.
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Remarque 11.6.1 Ona:

1 1 1 1
Ao 1 a o ... ot o
Ay _|1 @@ at ... a2 m
Ana 1 a1 .. oc(”"l)z -1
Pour un code BCH(1, 0), tous les mots codes a sont tels que Ay = Ay = --- = As_1 = 0.

Théoréme 11.6.1 Formule d’inversion : Le vecteur a peut étre retrouvé a partir de A(Z) par :
1 .
a, = EA(OZZ), pouri=0,1,...,n-1

a(X)

I

2

™
=
QN
=

La preuve découle des deux lemmes suivants :

Lemme 11.6.1 Soit & € F(q™) racine de X" — 1 alors

”‘151-_ 0 si&é#1,
—" "\ n osiE=1
i=
Démonstration. Si & # 1,ona Y/ & = 11__5; = 0. 0

Lemme 11.6.2 Le vecteur ¢ = (co,c1, ..., Cn1) peut étre retrouvé a partir de c(x) = co + c1x +
st 0y X" par

1 n—1

==y cla)a.

=) @)
=0

Démonstration.

3
AN
3
AN
3
AN

c(aa™ = Zchakja_ij
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O

Polynoéme locateur : soit un vecteur a = (ay, ...a,-1) avec a; € F(q) et ayant w compo-
santes non nulles 4, , ..., 4;,. On associe au vecteur a les éléments de F(q") définis par

Xi=a", ... X, =a",
qui sont appelés les locateurs de a et les éléments de F(g) :
Y] =i, .. Yw = 4aj,.

Le vecteur a est complétement déterminé par la liste (X3, Y1), ... (Xu, Yu).
Ona

a(al) = A; = Z YX..
i=1

Le polyndme locateur de a est donné par :

w

w
o(Z) = H(l -X,Z) = Z 0:Z', avec oy = 1.
i=1

=0
Les coefficients o; sont les fonctions symmeétriques élémentairesdes X; :
01 = (X 4+ Xy)
O, = X1X2 + X1X3 + -+ Xw_le

0w = (-1)¥X;...Xo.

Théoréme 11.6.2 Identités de Newton : Pour tout j, les A; satisfont la recurrence :

Aj+w + G]A]'+w_1 + -0+ GwAj =0. (112)
En particulier, on a :
Aw Aw—l s Al 01 Aw+1
Aw+ Aw ... A 02 _ Aw+2
AZw—l AZw—Z oo Aw Ow A2w

Démonstration. Dans I"équation :
[[a-x2) = 1+0:2+--+0,2",
i=1

en prenant Z = 3 et en multipliant par Y;X/", on obtient :
VX4 o VX 40, YiX =0,

En sommantsuri=1,...,w, on obtient (11.2). O
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11.7 Décodage de codes BCH

On se restreint au cas binaire et b = 1 de telle sorte que la matrice de parité est :

1 a o ... a1
- 1 & a° ... 30D
1 a2 ... ... b 2@E-D

Etape 1: calcul du sydrome
Le mot code envoyé est c = ¢ocy . .. c,—1 et le mot code requ est y = ¢ + ¢ ot1 e est le motif
d’erreur. Le syndrome est alors donné par :

L l‘/ia; 3/(0‘3) Ay
Y 1 o A
S:HyT: Zzy _ y( ) _ :3 )
Ziyia(é—Z)i ]/( 5—2) Aé—z

avec Ay = y(ab).

Etape 2 : trouver le polynome locateur o(z)

On suppose que le motif d’erreur e a pour poids w et composantes nonnullese; , ..., e;,,
donc que les erreurs ont eu lieu en iy, ...i,. On définit X, = a" pour r = 1,...,w et
o(z) = [12,(1 — X;2).

On a alors A, = y(af) = c(af) + e(a’) = e(af) pour 1 < £ < 6 — 1 donc dans le cas binaire
A=Y XL

Le but est alors de trouver o(z) de plus petit degré satisfaisant les identités de Newton
étant donné A, A,, ..., As_1.

Nous présentons un algorithme simple mais peu efficace ci-dessous.

Etape 3 : trouver les racines de 0(2)

La méthode la plus simple est de tester les différentes puissances de «. Il y a une erreur
enisio(a™)=0.

11.8 Forme usuelle des identités de Newton et décodage de
codes BCH

Soient X3, ... X, des indéterminées et
o(z) = | [1-Xa)
i=1

Noter I'abus de notations qui prend sens par la suite...
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On définit pour touti > 1:

Lemme 11.8.1 Si P(z) = Y., Piz', on a 0(z)P(z) + z0’(z) = 0

Démonstration. On remarque que

P(z) = i S , donc 6(2)P(z) = i X,z ﬁ (1 - Xiz),
r=1

1-X,z p
r=1 i=1,i#r

or 0’(z) = = Yy X [ 121 12(1 — Xiz) donc le lemme est démontré. O

On a donc en regardant les coefficients du membre de gauche :

P1+(71 =0
P, +Pio1+20, = 0
P,+01Py1+--+04y1P1+wo, = 0,

etpouri>w,ona:
Pl' + Glpi—l + -+ GwPi—w =0.

Dans le cas binaire, c’est a dire si les X; sont dans un corps de caractéristique 2, on
remarque tout d’abord que Py = PZ. Donc les 2-ieme, 4-iéme... équations ci-dessus ne sont
pas des containtes pour ¢ et on a alors :

1 0O 0 0 0 ... 0 o1 Py

P, P, 1 0 0 ... 0 02 P3

P, Py P, Py 1 ... 0 a |=| Ps |. (11.3)
PZw—Z P2w—3 Cee e e e Pw—l Ow PZw—l

Ceci permet de démontrer le théroeme suivant :

Théoréme 11.8.1 Dans un corps de caractéristique 2 et si les (X;)Y, sont deux a deux distincts
et non nuls, la matrice de taille v X v donnée par

1 0 o o0 0 ... O

P, Pq 1 0 0 ... O

M, = Py P; P, P 1 ... O
P2V_4 P2v_5 Pv_g,
P2V_2 P2v_3 Pv—l

est non singuliére siw = v ou w = v — 1 et est singuliere siw < v — 1.
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Démonstration.
(i) Siw <v -1, alors
0
1
MV 01 = 0,
Oy-2
d’apres (11.3).
(ii) Siw = v alors
detM, = [] (Xi+X;). (11.4)
1<i<j<v
En effet, ona P; = }v; X{, donc si X; = Xjpouri# j,onaP;= Zm]Xl etdetM, =0

par le point (i). Donc le membre de gauche doit étre divisible par le membre de
droite. Montrons maintenant que detM, est homogene de degré v(v — 1)/2. Soit
7(j, k) I'indice de P correspondant au coefficient M, (j, k) de la matrice. Par exemple,
7(2,1) =2,y(2,2) = 1... On prend comme convention si le coefficientest 1: y(1,1) =

et sile coefficientest0:y(1,2) = —c0.Onaalors y(v, k) = 2v—-1-kety(j,v) =2j-1-v
pour2j>v+lety(jv) = —copour2j<v+1l.Onadoncpourk,j<v-let2j>v+1:

YW, +y(v) = v=2+k=-2j
v(j,k) = 2j—k-1 donc,
yw,k)+y@Gv) =y k) = v-1

On écrit maintenant : det M, = }..s []i2; M, (i, s(i)) et montrons par récurrence sur v
que chacun des termes (non nul) de cette somme est homogene de degré v(v —1)/2.
On observe que le terme associé a la permutation s est homogene de degré :

Z Y(i,5(0) = (v, s0) + Y67 W), + Y ys0)).
i#v,s71(v)
D’apres I'hypothese de récurrence, on a, si y(v,s71(v)) # —oo

Y sy = U= D

i#v,s7 L (v)

y(v,s7'(v))

Au final, on obtient :

v _ 1 —
Y yis0) = y,s0) +yE7 ), v) -y, ) + W
i=1

~ v-Dv-2) vv-1)
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Donc det M, est homogene de degré v(v —1)/2, ce qui implique que les deux termes
de (11.4) ne different que d"une constante. Il reste a montrer que cette constante vaut
1 et non 0. Pour ceci, il suffit de calculer chaque terme pour des valeurs particulieres
des X;. Si v est impaire, on prend pour X; les racines v-ieme de 1'unité. On a alors

_V ;i ] 0 siiz0 modv
Pi_Z;X’_{l sii=0 modv
r=

On vérifie alors qu’il y a exactement un 1 par ligne et par colonne dans M, donc
detM, = 1. De méme pour v paire, en prenant les racines de X" — X = 0, on aboutit
aussi a det M, = 1. Donc dans les deux cas, on a bien (11.4).
(iii) Si w = v — 1, il suffit de prender X; = 0 et d"utiliser (11.4).
a

En utilisant ce théoreme, on a donc un algorithme itératif qui permet de trouver o(z)
pour un code BCH(6 = 2t + 1) si w erreurs ont lieu avec w < t (et w inconnu).

On suppose que t erreurs ont eu lieu et on essaye de résoudre (11.3) avec w remplacé
par t. D’apres le théoréme précédent, si f ou t — 1 erreurs ont eu lieu, une unique solution
existe et on va directement a I’étape 3. Si moins de t — 1 erreurs ont eu lieu, les équations
ne déterminent pas une solution. Dans ce cas, on suppose que t — 2 erreurs ont eu lieu et
on recommence la procédure...

ExempLE 11.8.1: Cas v = 2. Le systeéme est :

[# a2 )- ()

D’apres le théoréme précédent, ce systéme est inversible si w = 2 ou w = 1 mais pas si
w = 0. En effet on a P; # 0 pour w = 1,2 alors que P; = 0 pour w = 0. Dans le premier cas,
onadonco; =Pyeto, = llj—f + P%. On trouve donc pour le polynome localisateur

o(z) = 1+ Pz + (% ; pf)zz (11.5)
1

On remarque que si w = 1 alors P; = PJ et 0(z) = 1 + P1z. On retrouve bien la regle de
décodage que 'on avait vue en Section 11.2 pour un code BCH binaire de parametre 6 = 5.

ExempLE 11.8.2: Cas v = 3. Le systeme a résoudre est :

1 0 0 01 P1
P% P1 1 Oy | = P3
P;L P3 P% 03 P5
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De méme, si w = 0,1 alors le systeme n’est pas inversible. En effet si w = 1 alors P; = P‘?
et les deux dernieres lignes sont liées. Si w = 2 ou 3 alors le systeme est inversible. On
calcule alors :

op = P
P; = P?+P162+G3
P5 = P?+P302+P%G3
donc
P%P3+P5
oy = —————
P?+P3
oy = P1P5+P?P3+p6+P?:plp5+P?P3+P~;’+P3
P2+P3 P‘;’+P3

On peut vérifier facilement que si w = 2, on a bien 03 = 0 et on retrouve le polynome
locateur (11.5).
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