Solutions des Exercices du cours de Théorie de I'Information et Codage
cours 8 du 5 avril 2011.

1. Montrer que (1 —ay)M <1—2+e ™ pour 0 < z,y < 1et M > 0.

e Soit f(y) =e ¥ —1+y. Alors f(0) =0, f'(y) = —e ¥+ 1> 0 pour y > 0 et donc pour
0<y<l,onal—y<eYetdonc (l—y)" <e ™. On adonc démontré la formule pour
x = 1 et elle est aussi vraie pour x = 0. De plus la fonction z — (1 — zy)™ est convexe et
donc

lI—zy)"<(Il-2)+z(l—-y)"<l—az+ze " <1—z+e .

2. Dans la preuve du théoreme de canal-source, montrer que le choix des [y, dg, 01, C' et R est
licite.

e Les parametres (3, et r sont donnés tels que 5 > Suin, 0 > Omin €t 7 < C(8)/R(J). Alors
pour Bmin < Bo < B et dmin < dg < 0, on a donc C" < C(fy) < C(B) et R > R(dy) > R(0)
donc C"/R' < C(By)/R(d0) < C(5)/R(J) mais la fonction (3, 0) — C(5)/R(J) est continue
pour 8 > Buin et 0 € [Omin, dmax) tendeant vers I'infini quand § — Opax et donc le choix
est licite.

3. Montrer que si C' est un code linéaire sur F, et toute combinaison linéaire de < e colonnes de
H sont distinctes alors dy,,(C') > 2e 4 1 et le code C' peut corriger des erreurs de poids < e.

e si dyin(C) < 2ealorsil existe ug, ..., U, v, . . ., U tels qu’on ait une relation de dépendance
entre les colonnes de H qui s’écrit puisqu’on est dans Fy: H,, +---+H, = H, +... H,,.
Le deuxieme point est une conséquence directe du cours.

4. Soit C' un code linéaire sur les entiers I3 = {0, 1,2} modulo 3 généré par la matrice

1110
G = < 2 011 ) ’
Décoder par la méthode du sydrome les vecteurs: 2121, 1201, 2222.

e On suppose que le canal est le canal g-aire symétrique. Comme GG* =0, on a H = G et
les sydromes sont 21, 00,02 et donc au final le décodage donne: 0121, 1201, 2220.

5. Soit C' un code (n, k)-linéaire sur F; et pour tout y € F}', on définit C —y = {x —y, x € C}.
C —y est un coset de C'. Montrer que C'—y = C' ssi y € C, puis que:

(a) si x; est un mot code de C, le nombre de mots code a distance de Hamming ¢ de x; est
A;, le nombre de mots code de poids .

(b) le nombre de paires de mots code (x,x’) avec dp(x,x’) = i est exactement ¢*A,;.

e Deux cosets sont soit disjoints soit égaux d’ou le premier résultat. Le nombre de mots
code a distance de Hamming ¢ de x; est égal a |{z € C,wy(z —x;) = i}| = {z €
C —xj,wy(z) =1i}| qui vaut A4; si C' —x; = C. Pour chaque x € C, il y a A; mot code a
distance i, d’ou le résultat (b).



