Solutions des Exercices du cours de Théorie de I'Information et Codage
cours 5 du 15 mars 2011.

1. Exercice mathématique: Montrer que la fonction § — C(8) est continue en [y,.

e Soit p, une suite de vecteurs de probabilité représentant des sources test qui atteignent
les capacités C'(fmin + 1/n). Par compacité, on peut extraire une sous-suite qui converge
vers p. Si X est la source test corresponandt a p, alors E[b(X)] = Suyin donc I(X;Y) <
C(Bmin)- De plus I[(X;Y) = limg g, C(B). Donc on alimg g . C(8) < C(Bmin). Comme
B — C(B) est croissante pour 5 > Buin, le résultat est prouvé.

2. Un canal sans mémoire est dit symétrique si la matrice stochastique @) est telle que: toute ligne
de @) est une permutation des autres lignes et chaque colonne est aussi une permutation des
autres colonnes. Voici un exemple:

1/3 1/3 1/6 1/6
@= ( 1/6 1/6 1/3 1/3 )'

Montrer que pour un canal discret sans mémoire symétrique ayant un alphabet d’entrée de
taille r et de sortie s, sa capacité est obtenue avec des entrées équiprobables et vaut:

Cmax - 10g5 - H(QOlev e 7QS71)7

ou (qo, q1, - - -,Gs—1) est une ligne de la matrice de transition.

e On écrit:

I(X;Y) = H(Y)—H(Y|X)avec, H(Y|X) =Y p(x)H(Y|X = ).

zeX
Comme chaque ligne de la matrice est une permutation de (qo, q1,...,¢s—1), on a
(Y‘X—SE’ Zp y‘x 10gp<y‘l’) <QO7q17"'7QS71)7

yey

qui ne dépend pas de x. De plus H(Y) < logs avec égalité si Y a une loi uniforme sur
{0,...,s—1}. D’apres la condition sur les colonnes de la matrice, si X est de loi uniforme
sur {0,...,7 — 1} alors Y est de loi uniforme sur {0,...,s — 1}, d’ou le résultat.

e On pourra remarquer que la seule condition utilisée est en fait que chaque ligne de la
matrice a une entropie et une somme des colonnes constantes.

3. On considere le systeme de communication vu en cours mais pour un canal quelconque: une
source d’information émet une suite U = (Uy,...,U;). On suppose de plus que la suite des
U; est i.i.d. avec P(U; = 0) = P(U = 1) = 1/2. Le but est alors de transmettre ces k bits
d’information en utilisant le canal n fois et avec un cotut total < nf. L’entrée du canal est X =
(X1,...X,) et lasortie Y = (Y;...,Y,,). Le recepteur calcule un estimateur U= (Ul, o Uk)
en fonctionde Y uniquement. Quelque soit le canal, montrer que si pour tout ¢, P (UZ # U;) <€
alors
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On pourra d’abord montrer que I(U;U) > k(1 — H(e)). Que dire si e — 0 ?
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e Par le résultat de 'exercice 2 de la fiche 4:

k
IU;0) > Y I(U;U)
=1

= ZH(Uz) - H<Ui‘Ui)

k
> Z 1 — H(e) par I'inégalité de Fano.

On a donc bien I(Uj; U) > k(1 — H(e)) de plus par l'inégalité ’data-processing’, on a
I(U;U) < I(X;Y) < Cu(p) et donc

2Cn(8) __C(B)

ST H(O S1-H@

Noter que cette inégalité est vraie sans faire ’hypothese d’un canal sans mémoire.

e La fonction € — (1 — H(e))™! est croissante en € < 1/2 et tend vers 1 quand e tend vers 0.
Donc pour avoir une probabilité d’erreur aussi petite que souhaitée, il faut que % < C(B).
c’est la réciproque du théoreme de codage de canal (valable sans hypothese sur le canal).



