Théorie de I'information et du codage
TD n°5 — CANAUX ET CAPACITES

Exercice 1 — Canal binaire symétrique et canal a effacement

Calculer puis comparer les capacités des deux canaux suivants :

00 1—¢ 00 00 1—2¢ 00
2¢e
€ IS
O7
2e
10 1—¢ 01 10 1—2¢ o1

Quelle est la capacité du canal obtenu en les mettant en série ?

Exercice 2 — Canaux symétriques

Un canal est dit symétrique si sa matrice de transition vérifie :
1. les lignes sont identiques a permutation pres;
2. la somme des éléments est la méme dans chaque colonne.

Expliciter la capacité d’un tel canal.

Exercice 3 - Canal n—aire symétrique avec coft

On considére le canal n-aire dont la matrice de transition est :

P q p
pp .. q

Etant donnée une fonction de cott b (positive), déterminer la fonction capacité-cout du canal :

C(B) = max {I(X,Y); E[b(X)] < 5}



Exercice 4 — Canal de Zorro

0

Le canal de Zorro est le canal binaire de matrice de transition < 1_ -

) . Justifier son

nom puis calculer sa capacité.

Exercice 5 — Canal gaussien

Le canal gaussien a pour alphabet d’entrée Ax = R et pour alphabet de sortie Ay = R. Sa
réponse Y7, Ys, - -+ aune séquence d’entrée X1, Xo, - - - est simplement donnée par Y; = X;+7;,
ot Z1, Z, ... sont des variables aléatoires i.i.d. de loi N0, 0?). Le parametre o > 0 représente
I'intensité moyenne du bruit dans le canal. Par ailleurs, le colt de transmission b(z) d’un

symbole x € R & travers ce canal est simplement son énergie 2.
Z ~ N(0,0%)
X ) Y

De la méme maniere que dans le cas discret, on peut définit la fonction capacité-cott :
C(B) = max{I(X,Y); X v.a. réelle a densité telle que E[b(X)] < 5},

et 'on peut montrer que C(() représente le nombre maximum de bits d’information non-
erronée qu’il est possible de transmettre en moyenne a chaque utilisation du canal avec une
puissance moyenne de transmission limitée a 3. Montrer que :

cpB) = %log <1 + ;) .

Exercice 6 — Source gaussienne

La source gaussienne a pour alphabet-source Ay = R : les symboles Uy, Us, - -+ produits
sont des variables aléatoires i.i.d. de loi (0, 0?). Le parametre o > 0 représente la puissance
moyenne d’émission de la source. La mesure de distorsion choisie ici est d: (z,y) — (z —y)>.
On peut alors définir la fonction taux-distorsion de cette source :

R(6) =min {I(U,V);V v.a. réelle a densité telle que E[d(U, V)] < 6} .

Comme dans le cas discret, on peut montrer que R(J) représente le nombre minimal de
bits nécessaires en moyenne pour décrire chaque symbole émis par la source avec une erreur
moyenne d’au plus §. Montrer que :

llog"i sid < o?
R(0) =4 2 o -
Q {O sid > o2



