Théorie de I'information et du codage
TD n°l — ENTROPIE

Exercice 1 — Interprétation heuristique de I’entropie

Soit P = (Py,--- , Py) une mesure de probabilité sur un espace discret X = {z1,...,zx}. Une maniére
canonique de construire une variable aléatoire X de loi P consiste a se placer sur l'espace 2 = [0, 1)
(muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue) et poser :

X:wEQ»—wvn(w)eX,

ou n(w) est entier 1 < n < N tel que Z?:_llPi <w < Y, P. L'antécédent w € € représente
une information secréte, inconnue. Seule son image X (w) € X est observable et peut nous fournir
des informations sur w. Par exemple, 'observation de I’événement {X (w) = z,} nous révele que w
est compris entre """ P et 27 | P;. On cherche & définir la “quantité d’informations” I(p) € Rt
apportée par I'observation d’un événement de probabilité p. La fonction I: [0,1] — R™ doit décroitre
et vérifier

V(p.q) € [0,1]%,I(pg) = I(p) + I(q).

Justifier heureustiquement ces axiomes puis en déduire la forme générale de I.

Exercice 2 — Simulation parfaite a ’aide d’une piece de monnaie

A I’aide d’une simple piéce de monnaie, on cherche a simuler de maniére parfaite une variable aléatoire
X deloi P = (Py,---,Py) donnée sur un ensemble N—aire X = {z1,...,2n}, de la maniere la plus
économe possible en termes du nombre moyen de lancers E [T].

1. Montrer que toute stratégie peut étre représentée par un arbre binaire (éventuellement infini)
dont les feuilles sont étiquetées par des symboles de X. Quelle condition doit étre vérifiée pour
que le nombre de lancements soit presque-strement fini et que la loi simulée soit bien P ?

2. Etant donnée une stratégie, exprimer le nombre moyen de lancer comme ’entropie binaire d’une
variable aléatoire que 'on explicitera, et en déduire que nécessairement

E[T] > Ha(X).

3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur P pour que cette borne puisse étre atteinte.

4. Dans le cas général, proposer une stratégie qui garantisse au moins :
Hy(X) < E[T) < Hy(X) + 3.

5. En déduire une interprétation asymptotique de ’entropie pour la simulation de séquences iid.



Exercice 3 — Une quasi-distance

Soit E I’ensemble des variables aléatoires (sur un espace probabilisé donné) a valeurs dans un ensemble
fini donné X = {x1,...,xn}. Pour tout (X,Y) € E x E, on pose :

d(X,Y) = H(X|Y) + H(Y|X).

1. L’application d ainsi définie est-elle une distance sur £ 7
2. A quelle condition a-t’on d(X,Y) =07

Exercice 4 — Algorithmes de tri

On considere un algorithme de tri par comparaisons que 1’on suppose capable de trier toute séquence
de N éléments (deux a deux distincts) en effectuant au plus K comparaisons. Le but de 1’exercice est
d’établir, en utilisant ’entropie, que

K = Q(Nlog N) lorsque N — oc.

Puisque seul 'ordre des éléments importe, on peut considérer I’entrée comme une simple permutation
inconnue (i.e. aléatoire) ¥ de {1,..., N} dont il s’agit de calculer I'inverse ¥~!. Le résultat de la
k®me comparaison (1 < k < K) est la variable binaire T}, = Iy (1,)<5(J,)}> OU le choix des éléments
1 < Iy, Ji, < N peut dépendre de T1, ..., ;1. Justifier 'égalité H(X) = H(T1,...,Tk) et conclure.

Exercice 5 — Compenser le biais d’une piéce truquée

Soient (X1,...,X,), n variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de méme parametre p € (0,1).
Sans connaitre p, on voudrait utiliser les (Xi,...,X,) pour générer une séquence (Y1,...,Yx) =
f(X1,...,X,,) de variables aléatoires de Bernoulli indépendantes de parametre % La longueur K > 0
de la séquence produite peut dépendre de 'entrée (Xi,...,X,), et la stratégie f: {0,1}" — {0,1}*
est d’autant meilleure que E[K] est élevé.

1. Trouver une stratégie non triviale (i.e. E[K] > 0) pour n = 2.
2. Donner une bonne stratégie pour n = 4.

3. Montrer que toute stratégie vérifie E[K] < nH(p), avec H(p) = —plogy(p) — (1 — p) logy(1 — p).

Exercice 6 — Trahison

Vous étes monarque dans un immense royaume et c’est le jour de la dime : chacun de vos N sujets vous
remet, dans une enveloppe a son nom, la précieuse piece d’or qui vous revient de droit. Votre espion
vous apprend qu’un traitre vous a remis une piece creuse, plus légere que les autres. Malheureusement
I’espion meurt empoisonné avant de pouvoir vous révéler 'identité du coupable. Vous disposez d’une
balance comparative a deux plateaux.

1. Proposer une stratégie efficace pour déterminer le coupable.

2. En utilisant I’entropie, démontrer que cette stratégie est asymptotiquement optimale.



