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Power-law random graphs

Rough definition: graphs such that number X; of degree i-nodes
verifies X; ~ C x i~” for some exponent 3 > 0 over some wide

range

of values i

Examples: Web graph, FaceBook graph, Hollywood graph, protein
interaction graph, Internet router-level graph,...
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Also known as scale-free graphs: no natural scale for node
degrees.

Contrast with E-R graphs G(n, d/n): for d >> In(n), with high
probability all node degrees close to d (see Petite Classe)

Outline

@ The Barabdsi-Albert (BA) preferential attachment model
@ Power-law property of the BA random graph
@ Azuma-Hoeffding concentration inequality

@ Proof elements of BA's power-law property
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BA preferential attachment model

Iterative construction of graphs G; = {V,&;), t > 0 from initial
graph Go = Vo, &)

Step t:
@ Add new node t to V;_1, hence V: =V U{1,...,t}, and
ng = Vel =ng+t

@ Connect node t by single edge to anchor node V; € V;_1,
hence & = &1 U{(V4, t)}, and e := |&] = |Eo| +

@ Selection procedure of anchor node V4:
\V/V S th]_,]].)(\/t - V"Ft,]_) = O[nt];l + (1 - Q)M’

2er—1

where F;_1 = o Vltfl) and D;_1(v): degree of node v in G;.
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Let Xi(t) = number of degree i-nodes in G;. Let

2 . Ci 3—«
- vi>1 =1- :
R S 2+20+ (1—a)i

. . 1
Then for any fixed i > 1, almost surely one has tllm EXi(t) = ¢;.
—>00

”
Corollary

The Barabasi-Albert random graph model for a € [0,1] is
approximately power-law with exponent 3 = i‘:—g

in that for some constant C >0, ¢c; ~ C X 7P asi — oo
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Comments

@ Model extensions: new node creates fixed number (not
necessarily one) of edges; edges can be oriented = possibility
to induce distinct exponents (;,, Bout for node in-degree and
out-degree distributions

@ Precursors of BA model for explaining power-laws by
preferential attachment dynamics: Yule model of evolution
(Yule, 1925) of number of species in each genera (family of
species)

@ Alternative explanations of power-laws: Mandelbrot's
argument that power laws optimize some criterion (e.g.,
power-law distribution of word frequencies in a language
optimizes information content per symbol)
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The Yule model

Species grouped in genera. Mutation within a species induces
creation of a new species, assumed to belong to same genera with
probability 1 — o (mild mutation), or to initiate a new genera with
probability o (radical mutation)

Discrete time model: at each step choose one species uniformly
and add corresponding mutant species. Preferential attachment:
bigger genera increase more than smaller ones.

Let Yi(t ) number ofgenera with i species

Letd]_ \V/I>].,d =1- m7>1
: - Yi(t)
Then almost surely ¥i > 1, lim ——= = d;
t—o0 t

Hence, power-law distribution with exponent 8 = (2 — a)/(1 — «)
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Proof elements: controlling the mean

Proposition

For fixed i > 1 let x;(t) := EX;(t) and 6;(t) := x;(t) — ¢jt.
Then for all € > 0, §;(t) = o(t) as t — oc.

Evolution equations

IP(X]_(t "‘ 1) — X]_(t)|ft) — IP(Dt(ViH_]_) — 1‘ft)
— am + (1 _ a)lxz)i];(t)’

ne

P(Xy(t+1) = X (t) + 1|F) =1—a%8 _(1- a)Xl(:')

ne

Hence xi(t +1) — xy(t) =1 — [ﬂ + 12——@} x1(t). This yields

it +1) - a(e) = —a+1- |2+ 5] (at+a(n)
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Proof elements: controlling the mean 2

Hence
Si(t+1) = 0(t™) +[1— 2 + 2101 (t) = Yooy O(s™ 1) = o(t)

Case i > 1: evolution equations
P(Xi(t+1) = Xi(t) + 1|F:) =P(De(Vig1) =i — 1|F;)

— o Jim(t) t(t) +(1— )(l D)Xi—1(t)
(D

P(Xi(t +1) = Xi(t) — 1|F:) = P(De(Ves1) = i|Fe) e

:ax() ( _Oé)’><2)<et(t)7

hence difference x;(t + 1) — x;(t) equals

a (I-a)(i-1)] a i(l-a)]
- + I xi—1(t) o —+ 2, xi(t)
Wntmg xj(t) = ¢jt 4+ 0;(t), and using induction hypothesis
~1(t) = o(t?) yields

10i(t + 1) < [6i(8)| + O(*).



Azuma-Hoeffding inequality

Definition

A sequence {M;s}o<s<; is @ martingale with respect to an
increasing sequence {Fs}o<s<¢ of o-fields if for all s, Ms is
Fs-measurable, and E(Mg|Fs—1) = Ms_1 .

Let {Ms}o<s<: be a martingale with bounded increments: there
exist constants cs such that almost surely,

Vs > 0, |M5 = M5,1| < Cs.

Then for all x > 0, P(My — My > x) < exp (

_X72>
2 22:1 c2)’

Under the same assumptions,

P(|My — Mo| = x) < 2exp (—ﬁ;‘f)
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Azuma-Hoeffding inequality — Remarks

@ A Gaussian-like bound on tail probabilities P(M; — My > x)

Corollary

Let f:Qq x --- x Q; — R: measurable function. Assume there
exist constants ci, ..., c; such that for all xlT € Qy x---xQy, all
s € [t]7.y5 € QS:

|f(Xf) - f(Xf_17yS7Xst+1)| S Ct.

Then given independent random variables
Xi,..., Xe € Q1 x -+ x Qy, random variable Y := f(X{) satisfies
for all x > 0:

rv- 0020 <om (5

Proof: Apply Azuma-Hoeffding to Ms := E[Y|X7]




Azuma-Hoeffding inequality — Proof

Write My — My—1 = Z - ¢t + (1 — Z)(—ct) for some random Z.
Necessarily Z € [0, 1] and E(Z|F¢—1) = 1/2.

For 8 > 0 write

Elexp(0(M; — M;_1))|Fe1] < E[ZeP% 4 (1 — Z)e 0| F;_4]

o eect+efact

< exp (<9Ct)2 )

This yields after iterating E[e?(M:=Mo)] < exp (%2 S cf)
Result follows by Chernoff’s argument:

P(M; — My > x) < exp (— sup[fx — In Eeg(M‘MO)]>
0>0
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For fixed i, t € N construct from variable X;(t) in the BA graph
model the martingale Ms := E[X;(t)|Fs] where Fs = o (V7).
Then this martingale has increments bounded by 2.

Corollary

Foralli,t € N,x € Ry, (|X()—x,()|>x)<2exp( )

1
=P (yx,-(t) —xi(t)] > 4\/t|n(t)) <5
By Borel-Cantelli lemma almost surely only finitely many events

Ap = {|Xi(t) — x;i(t)| > 44/t In(t)} occur. Thus for all € > 0,

large enough t:
| X;(t )—c,-t|<|5 ) +4+/tIn(t) = O(t°) + 4/t In(t

Hence IlmtﬁOO

= ¢; almost surely.

Laurent Massoulié Power-law random graphs



Proof of key Lemma

Define function f by Xj(t) = (V) and transition kernel 75 by
(v ) =P(Ve= vVt =vih), ve Vs,

For fixed s € [t], and v, € V,_1, u=1,...,s, construct coupled

random sequences V[, ;, V/* such that:

P(V, = vV =m(vivi, VI, u=s+1,....t,...
P(V! = v|V/' Y =mg(v]vi L Vi) u=s,.. .t

i.e., sequence (v V! distributed as BA sequence conditional on
q 10 Vst1 q
first s terms = v{;

sequence (v 1, V/t) distributed as BA sequence conditional on

first s — 1 terms = v; ', and...
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Proof of key Lemma 2

~Yue{s+1,...,t}, either V, = V] or V,, V| € {vs, V/}.
Consequence: |f(v§, V&) — f(vi t VI <2
Conditional on V5 = v{, one then has:

[Ms — Ms_y| = [BIf(vi, Vi) — Fyi V] < 2

establishing Lemma'’s claim.
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Proof of key Lemma 3: Coupling construction

Induction hypothesis: for v € {s+1,...,t}, desired
construction performed up to V! _;, V,_1.

Consequence: node degrees satisfy
Dy—1(v) = D!, _{(v) for v € V1 \ {vs, V/} and
Dy-1(vs) + Du-1(V5) = D, _1(vs) + D1 (V5).

Let for v e V,_1 \ {vs, VI}:

IP(VU = Vé = V‘Vufl V/u—l) _ _a + (1 _ Oé) Dy_1(v)

s+177s ny—1 1 2ey-1 1
= mu(vIvi, Vi) = mulvlvg Vi)
and for (v, V') € {vs, V/}%:

mu(vIvi, Ve (Vv Ve

IP(V — v/ — V’vu—l’ V/ufl) — S+_1 -
v SR mu(vslvi, V) + mu(VEIvE, VET)
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Takeaway messages

@ Preferential attachment dynamics induce scale-free, power-law
distributions

@ Examples: Barabasi-Albert random graph model, Yule model
of number of species per genera

@ Azuma-Hoeffding inequality: Chernoff-like bound for
martingales with bounded increments, an example of a
concentration inequality

@ Coupling construction instrumental in proving increment
boundedness
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Chapitre 14

Impact de la topologie sur les
épidémies

Dans ce chapitre nous considérons un graphe G = (V,E) non nécessairement complet, et
analysons I"impact de la topologie du graphe sur le comportement d’épidémies s’y propageant.
Nous nous intéressons en particulier au processus SIS (Susceptible - Infecté - Susceptible).

Nous énoncons tout d’abord une condition suffisante pour I'extinction rapide de l’épidémie
exprimée en fonction du rayon spectral de la matrice d’adjacence du graphe, ainsi qu’une
condition suffisante pour la survie longue de 1’épidémie, exprimée en fonction de constantes
isopérimétriques du graphe.

Ces conditions sont alors appliquées au cas des graphes complets, des hypercubes, et enfin
des graphes d’Erdgs-Rényi.

Nous introduisons ensuite des outils de couplage de processus de Markov, basés sur des critéres
pour que I'image d’un processus de Markov par une application soit & son tour un processus de
Markov. Ces outils sont enfin mis en oeuvre pour prouver les résultats annoncés en début de
chapitre.

14.1 Temps de survie des épidémies SIS

L’épidémie SIS sur le graphe G = (V, E) est définie dans ce chapitre comme suit. C’est un
processus Markovien de sauts {X (t)};er, & valeurs dans {0,1}V, ot X;(t) = 1 (respectivement,
X;(t) = 0) si au temps ¢ le sommet 7 € V est infectieux (respectivement, susceptible). Ses taux
de transition non nuls sont donnés par

Qu,x4e; = ﬂlwi:O § Aij$j7 Que,x—e; = 61’1"
Jjev

ou z € {0,1}V, i € V, A;; est 'indicatrice que l'aréte (i,;) est présente dans G, 3 est le taux
d’infection le long de chaque aréte et § est le taux de rémission de chaque site. On suppose
0,8 > 0. A est aussi appelée la matrice d’adjacence du graphe.

Un tel processus peut étre pertinent pour modéliser la propagation dans une population d’un
virus mutant rapidement, de sorte qu’aprés une rémission, un individu est & nouveau susceptible
d’étre infecté par le virus qui, ayant muté, n’est pas reconnu par le systéme immunitaire de
I'individu.

103
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Le modele SIS est aussi pertinent pour décrire un scénario dans lequel des machines (des
capteurs par exemple) stockent une information dans une mémoire volatile, et se transmettent
cette information de proche en proche. L’infection correspond alors & la réplication d’information
d’une machine vers une machine voisine, tandis que la rémission correspond & l'effacement de la
mémoire volatile.

L’état 0V, ou chaque sommet est susceptible, est absorbant pour ce processus. Le régime
stationnaire est donc trivial. Par contraste, le temps d’atteinte de cet état absorbant est non
trivial, et capture un aspect intéressant du comportement du processus: Ainsi dans le scénario
de machines & mémoire volatile, il représente le temps de survie de I'information dans le systéme.

Définition 14.1. Le rayon spectral p(A) d’une matrice symétrique A est défini comme le maz-
imum des valeurs absolues de ses valeurs propres.

On a alors le

Théoréme 14.1. Pour un graphe fini G = (V,E), 3,0 > 0, notant p le rayon spectral de la
matrice d’adjacence A de G, et T le temps d’absorption du processus dans Uétat 0V, on a pour
tout t et toute configuration initiale x(0) € {0,1}V:

VtERy, P(T>1) < [0 2;(0)e!Pr=0) < petPr=0), (14.1)
i€V

Nous prouverons ce résultat en fin de chapitre. Il permet d’obtenir une condition simple sous
laquelle le temps moyen d’infection est logarithmique en n:

ot n = |V|.

Corollaire 14.1. Si Bp < n, alors

In(n) +1
ET) < 14.2
(1) < 5— By (14.2)
Preuve. Ecrivant E(T) = 0+OOIP(T > t)dt, on majore l'intégrand IP(T > t) par 1 pour ¢t <

In(n)/(6 — Bp), et par net®*=9 pour t > In(n)/(6 — Bp), en utilisant le théoréme. Il vient

In(n)
d—Bp

et (Br=9) ] +oe ~In(n) +1
B =0 Jiumyso-pe) 0= PP

comme annonce. O

E(T) <

]

Introduisons maintenant un second descripteur topologique:
Définition 14.2. Etant donné un graphe G = (V, E), pour tout entier m < n, oi n = |V/|, on

définit la constante isopérimétrique associée N, (G) comme:

m(@) = e 55

) 14.3
scv,|S|l<m |9 ( )

o S est le complémentaire de S dans V, E(S,S) est 'ensemble des arétes avec une extrémité
dans S et autre dans S, et |E(S,S)| est le nombre de telles arétes.

On a alors le
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Théoréme 14.2. Soit un graphe G = (V, E). Supposons que pour une constante r €]0,1[, et
pour un entier m < n on ait B, > 0/, 00 1y, est la constante isopérimétrique de G. Notant T
le temps d’extinction du processus SIS de parameétres 3,9 sur G, on a alors pour tout k > 1:

P(T > )y > (1—r)1—rmHk1 - (k) (14.4)

— 20m
pour une fonction f: N — [0,1] telle que limg_,, f(k) = 0.

On verra dans la preuve, donnée en fin de chapitre, qu'un choix explicite pour f(k) consiste
en f(k) = P(E1 + ...+ Ex < k/2) pour des variables aléatoires E; i.i.d., exponentielles de
paramétre 1. La convergence de f vers 0 découle donc de la loi des grands nombres: I'inégalité
de Chernoff permet de plus d’établir que cette décroissance est exponentiellement rapide.

Corollaire 14.2. Sous les hypothéses du théoréme, pour k = |r~"%2], on a

Pz S o2 )
= 26m - ’
et donc
Lr—m 2] 8201
E(0T) > (1=7)"(1 = f(k)).

Si pour une séquence de graphes G, , une suite m,, tendant vers linfini, et une constante fize
r € [0,1] on a Bunm, (Gn) > 6n/r, alors le temps d’extinction T,, de I’épidémie sur G, de
paramétres (B, 0n) vérifie

[

E(5,T,) > (1—7)%(1 —o(1)) = ?0mn), (14.5)

2m.,

Ce dernier résultat s’interpréte comme suite: sous la condition 57,, > d/r, le temps d’extinction
est exponentiellement long en m. Cette condition est & rapprocher de la condition suffisante pour
I’extinction rapide, qui s’exprimait comme Sp < ¢: ici, on a renversé le signe de I'inégalité, et
remplacé p par ny,.

Preuve. En appliquant le théoréme 14.2 avec k = [r~™%2|, le membre de droite de (14.4) vérifie
(1= =™ = f(k) > (1= r)[L = kr™ (1 = £(k)),

ol on a utilisé I'inégalité [[,(1—b;) > 1 — ", b;, valide pour toute suite de valeurs b; € [0,1]. La
premiére inégalité du corollaire en découle puisque kr™ 1 < p=m+2pm—1 <,
La minoration de E(6T") s’en déduit alors en écrivant
k k

> — > —).
E(67) > 5—P(67 > 5-)

14.2 Transition de phase pour des graphes particuliers

Appliquons maintenant ces conditions & des graphes particuliers.

On remarque tout d’abord que le rayon spectral de la matrice d’adjacence d’un graphe d-
régulier vaut d. En effet, le rayon spectral p(M) d’une matrice M est toujours majoré par
max; ) ; | M;;| (exercice). Pour un graphe d-régulier de matrice d’adjacence A, on amax; » _; [A;; =
max; d; = d, ot on a noté d; le degré du sommet i, et donc p(A) < max; d; = d. Inversement, le
vecteur e constitué uniquement de 1 est vecteur propre pour la valeur propre d.



106 CHAPITRE 14. IMPACT DE LA TOPOLOGIE SUR LES EPIDEMIES

Graphe complet

LE graphe complet sur n sommets est n — 1-régulier, donc de rayon spectral n — 1. Par ailleurs,
pour tout m < n, sa constante isopérimétrique 7,, vaut n — m. On obtient ainsi le résultat
suivant:

Proposition 14.1. Soit G = (V, E) le graphe complet sur n sommets. Soit € €]0,1[ fizé. On
note T le temps d’extinction d’une épidémie SIS sur ce graphe, de paramétres 3,6 > 0.
Si B(n—1) <§(1 —¢€), alors

In(n) + 1
€

E(6T) < = O(In(n)).
Si B(n — 1) > delta(1 +¢€), alors
E(0T) > %™,

En effet, la majoration delE(6T) est immédiate au vu de (14.2), puisque 6 — Bp > de par
hypothése.

Pour la minoration , on prend m,, = ne/2. On a alors fn, = S(1—¢€/2)n > (1 —¢€/2)(1+¢€)d
par hypothése, soit 81, > §/r avec r~! = (1 — ¢/2)(1 + €) > 1 pour € €]0,1[. La minoration en
M) de TB(6T) découle alors de (14.5).

On a donc une transition de comportement de I’épidémie lorsque le produit (n—1)/¢ franchit
la valeur critique 1.

Hypercube

On prend ici pour G = (V, E) '’hypercube & d dimensions, i.e. n = 2% V = {0,1}4, et deux
sommets u, v sont adjacents si et seulement si leur distance de Hamming est égale & 1. Le graphe
est d-régulier. Par ailleurs, un résultat de Harper [?] établit que pour m = 2%, k < d, la constante
isopérimétrique vérifie n,, > d — k. Ceci nous permet d’établir la

Proposition 14.2. Soit € €]0,1[. Si 8d < (1 — €)d, alors

E((ST) < M

= O(In(n)).
Si Bd > (1+€)d, alors
E(0T) > exp(Q(n/?)).

En effet, la majoration est obtenue de maniére identique au cas du graphe complet (et vaut
en fait pour n’importe quel graphe d-régulier, pas uniquement I’hypercube). Pour la minoration,
on prend m = 2°//2. On a alors A1, > B(1 —€/2)d > §(1 — ¢/2)(1 + €) = §/r par hypothése,
avec r < 1. On obtient alors de (14.5) la minoration en e®(™) = exp(Q(n/?)) de E(5T).

On a ici aussi une transition de comportement de 1’épidémie lorsque 8d/é franchit la valeur
critique 1.

Graphe d’Erdés-Rényi

Le lemme suivant va nous permettre d’appliquer les bornes générales aux graphes d’Erd&s-Rényi
de degré suffisamment grand:
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Lemme 14.1. Soit d une fonction de n telle que d >> In(n). Pour le graphe G, = G(n,d/n)
on a alors les convergences en probabilité, pour tout « €]0,1[, notant p, le rayon spectral de la
matrice d’adjacence de Gy,:

lim Pa _ 1 lim 7770‘”(6;”) =

n—oo d 7 nSeo (1 — a)d - (146)

Preuve. Soit € €]0, 1] fixé. Notant d; le degré du sommet i € [n] dans G,,, celui-ci admet une loi
Binomiale Bin(n — 1,d/n). Soit d’ = (n — 1)d/n sa moyenne. D’aprés la borne de l'union, et le
fait que les bornes de Chernoff pour une variable binomiale sont plus resserrées que les bornes
correspondantes pour des variables de Poisson de méme moyenne, on a

P(sup;ep di > (1 +€)d) < nP(Bin(n —1,d/n) > (1 +¢€)d)
<nexp(=d'h(d(1 +¢)/d)),

ou h(z) = xIn(x) —x + 1, et le dernier terme correspond & la borne de Chernoff de la probabilité
P(Poigr > (1+e€)d). L’argument de h tend vers 1+ ¢ lorsque n — oo, et comme d’ ~ n >> In(n),
I’exponentielle tend vers 0 plus vite que n’importe quelle puissance négative de n, donc le membre
de droite ci-dessus tend vers 0. Pareillement,

P(infiem di < (1 —¢€)d) < nP(Bin(n—1,d/n) < (1 —€)d)
<nexp(=d'h(d(1—-¢€)/d)),

et ce dernier membre tend vers 0, d’aprés le méme argument.

Lorsque sup, d; < d(1 + €), la matrice d’adjacence A,, des G,, a toutes ses valeurs propres de
module inférieur ou égal a d(1 + €),s0it p, < d(1 + €) d’aprés la majoration du rayon spectral
par le maximum sur chaque ligne de la somme des valeurs absolues des entrées correspondantes.

Pour une matrice M et un scalaire a > 0, on a.a > p(M) si et seulement si limy,_, o (a =1 M)* =
0: cela est immédiat pour une matrice diagonalisable, mais s’applique aussi au cas non diagonal-
isable en considérant le forme normale de Jordan de la matrice.

Lorsque inf;cp, di > d(1 — €), en choisissant a = (1 — €)d, le vecteur e = (1,..., HT e R"
vérifie

(atA,)e > e.
Donc nécessairement a = d(1 — €) < p(A,) = pn. Cela établit la convergence en probabilité

lim,, o0 pr/d = 1.
Pour la constante isopérimétrique 7 := 14, (G, ), écrivons

P(n< (1+6)(1-a)d) >P (Il < (14 ¢)(1 - a)a)
= P(Bin(na(n(l — a)),d/n) < na(l+e€)(1 — a)d).

Cette derniére probabilité tend vers 1 lorsque n — oo, par exemple d’apreés 'inégalité de Chernoff.

Inversement,
P(p<(l—e)(1—a)d) <37 (MP Cﬂ B < (1- )1 - a)a)
= ZZO‘ ( ) (Bin(k(n — k),d/n) < k(1 —€)(1 — a)d)
S Z —bkh(ak/bk)

a nouveau d’aprés la borne de I’'union et l’inégalité de Chernoff, ot on a noté ar, = k(1—e¢)(1—a)d,
et by = k(n — k)d/n. Le ratio ay /by est majoré par 1 — €, et by est minoré par kd(1 — «), pour
k < an. 1l vient donc:

Pn<(l-e(l-a)d) <3p2 nkehdl-e)hll-9
— 1.

< T_ne—di—a)h(i—e)
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Ce dernier terme tend vers 0 lorsque n — oo, d’aprés ’hypothése d >> In(n) et le fait que
(1—a)h(l—¢€) >0. O

On obtient en corollaire la proposition suivante:

Proposition 14.3. Soit d une fonction de n telle que d >> In(n) et soit G, = G(n,d/n).
Pour un € > 0 fizé, si fd < (1 — €)d, avec probabilité tendant vers 1 lorsque n — oo, le graphe
G, est tel que le temps d’extinction T, de l’épidémie SIS sur G, de paramétres 3, § vérifie
E(6T,) = O(In(n)).

Inversement, si Bd > (14 €)d, avec probabilité tendant vers 1 lorsque n — oo, le graphe G,
est tel que TB(0T;,) > (™),

14.3 Images Markoviennes de processus de Markov

Nous traitons d’abord le cas des chaines de Markov pour motiver le résultat sur les processus
Markoviens de saut.

Chaines de Markov

Théoréme 14.3. Soit { X, }nen une chaine de Markov sur lespace dénombrable E, de matrice
de transition P = (p;j)i jer- Soit f : E — F une fonction de E dans un autre espace dénombrable
F. On suppose qu’il existe une matrice de transition P sur F telle que, pour tout i € E, et tout
yeF, on ait

Z Pij = Df(i),y- (14.7)

JEE:f(J)=y

Alors le processus & temps discret sur F défini par Y, = f(X,,), n € N, est une chaine de Markov
de matrice de transition P.

Preuve. Soit n € N, n > 1et yf € F*™. On a

PYG' =40) = Xaneprtivi,flen—y, (X0 = 75)
= 2 apeEr i, fn)—y; £ (Xo = To) 10 Pasins
= ng“eEn:w,f(xi)=yi P(Xo = o) H?:_()Q Das zic1 DF(@ni)yn
= ]P(Yon_l = yg_l)ﬁyn_hyna
d’aprés 'hypothése. Le résultat annoncé en découle. O

Remarque 14.1. En général, l’'image d’une chaine de Markov n’est pas Markovienne. Pour
s’en convaincre on peut considérer la chaine de Markov déterministe sur {0,1,2} donnée par
Xn+1=Xn+1 (mod 3) et la fonction f(r) = 1y—2. Pour X7 ={0,1,2,0,1,2,...}, le processus
image est YJ* ={0,0,1,0,0,1,...} qui n’est pas Markovien.

Processus de saut

Théoréme 14.4. Soit {X(t)}ier, un processus Markovien de sauts sur l’espace dénombrable
E, de générateur infinitésimal Q = (gij)i jer- Soit f: E — F une fonction de E dans un autre

espace dénombrable F'. On suppose qu’il existe un générateur infinitésimal Q sur F' tel que, pour
tout i € E, et tout y € F tel que f(i) # vy, on ait

Z Gij = Q1(i).y- (14.8)
JEB:j#i, f(§)=y
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Alors le processus a temps continu sur F' défini par Y (t) = f(X(t)), t € Ry, est un processus
Markovien de sauts de générateur infinitésimal Q.

Preuve. On note {X,,, 7, }nen (respectivement, {Y,,,7,}nen) la suite des états visités et des
temps de séjour correspondants par le processus {X(t)}er, (respectivement, {Y (t)}ier, ). On
fixe a > 0, yo, y1 € F tels que yo # y1. On définit alors la fonction g sur f~!(yg) en posant pour
tout zg € E tel que f(xg) = yo:

g(z0) = E [e 1y, _y, | Xo =] .

Dans un premier temps nous prouvons que

Voo € £ (). a(a0) = (a0 = 8 (149)

olt on a n0té §(yo) = —dyo,yo = D_yrye dyo.y-

Pour évaluer g on conditionne par rapport au nombre n > 1 de sauts du processus X (¢) jusqu’a
I’instant 79 inclus, et par rapport a la séquence x7 d’états visités lors de ces sauts. Nécessairement,
la séquence xl_l est & valeurs dans f~1(yg), et telle que deux valeurs consécutives de :Eg_l sont

toutes distinctes. Notons E,,_1(zg) ’ensemble de telles séquences. On a donc

glzo) = 2"21 ZIT'_lEEnfl(Io),InEf’l(yl) E [Hll:l Lyx,=g,e” 71 Xo = z0]

n dz;_q,2;

= 2n21 Ly emsoenes 1o izt e
= h(l‘o) + Zzleffl(yo),mlgézo mg(JHL

ou on a utilisé les notations ¢(zo) = —gzy,00 = Zx?ﬁxo Gz, €6 on a introduit la fonction
R qu,Il
z1€f~1(y1) 0

On note ’équation précédente
g=h+Lyg, (14.10)

ou L est l'opération linéaire spécifiée par

q£¢07$1 —
(Lg)(zo) :== > 2o) ta )+a9($1)7 zo € f~ (o)
z1€f~ (yo),x17#%0 0

Montrons que ’équation (14.10) admet pour solution la fonction constante g° définie en (14.9).
En introduisant la notation ¢'(zo) 1= 3", ., vep-1(yo) dwo.zs ON @ pOUr tout zo € FYyo):

q(z0) = ¢'(20) + G(vo0),

d’apreés 'hypothése du théoréme. Ceci entraine

hao) +Lg°(@0) = 63 ¥ qnfiagenlta

— _Gwo.m d(yo)+a+q’ (o)
q(zo)+a q(yo)+a
0

=9,

comme annoncé.
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Montrons maintenant que g° est I'unique solution bornée de (14.10). Pour cela, nous utilisons
I'identité suivante, aisément établie par récurrence sur n > 1:

Lg(wo) = Ele™ 0t Fm0 TT 15 (x,)2y,9(Xn) | Xo = o).
i=1

Alors, pour deux solutions bornées g, g° de (14.10), il vient pour tout n > 1 et tout € f~(yo):

9(@) = g°(x) = L g(w) — L"¢" (@) = Ele=*TF 70 TT 1 5(x,)2y [9(Xn) — ¢° (X)) X0 = o).
i=1

Le terme e~ @(Tot+m-1) tend vers 0 presque strement lorsque n tend vers +oco d’aprés la carac-
tere non-explosif du processus {X (t)}icr, . La variable aléatoire e (0t +m-0 T 145y, [9(Xn)—
g°(X,,)] est bornée en valeur absolue d’aprés I’hypothése g, g° bornées. Le théoréme de conver-
gence dominée implique alors que g = ¢°.
Soit maintenant n > 1, agp,...,an—1 > 0, y§' € F" tels que pour tout ¢ = 0,...,n — 1,
Yi # Yi+1. La propriété de Markov forte du processus {X(¢)};cr, appliquée au temps d’arrét
Tyt :=7o+ -+ Fn_o combinée avec (14.9) donne
n=1 —a;# — —ap_17n— n=2 —a;#
E[]'Yn:yn HZ:O € & 1)/;,:1/1] - Ea:ef—l(yn,l)E[]'Yn:yan(’fn,l):we ot ! H’L:p € “ 1YL:yz]
n=2 —a;# _ Tyn—1yn
=2 ve 1) Ellxet, =2 [liZo ¢ " Lyimylan, Hrans
-2 o h Gyp_1.um
= E[lyn—lzyn—l H?:O e aﬂ—lle‘:yi]A

G(Yn—1)+an_1"

En itérant cette formule, on obtient

n—1 n—1 4

l l — T | I Qyi,yita
E[]'}/n:yn € i 11/7,:yz] = ]:P(YO = yo) ~ '

=0 i A1) + o

Le processus {Y'(t)}+cr, est non-explosif car I'ensemble de ses sauts est un sous-ensemble de
ceux de {X(t)}ser, , lui-méme non-explosif. Il admet donc la loi annoncée. O

14.4 Couplage de processus Markoviens de saut

Nous donnons tout d’abord un résultat général dont nous déduirons le résultat du théoréme 14.1.
Nous établissons ensuite le théoreme 14.2.

Définition 14.3. Un processus de vie et mort généralisé est un processus Markovien de sauts
sur N*, pour un k € N, dont les seuls taux de transition non nuls consistent en un changement
de +1 ou -1 sur une seule coordonnée. On les note, pour x € N¥ i € [k], quure, = Bi(z) (le
tauz de naissance au site i dans l'état x), et ¢y u—e;, = 0;(x) (le taux de mort au site i dans l’état

On a alors le

Théoréme 14.5. Soient X, X' deux processus de vie et mort généralisés sur N*, supposés non-
explosifs, de fonctions tauz de naissance et mort respectives (8,9) et (5,8"). On suppose que
pour tous x,z’ € N* tels que x < z’, on a

Vi € k], z; = 2} = Bi(z) < Bi(x), 6;(x) > 6;(x).
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Alors pour deuz conditions initiales x(0), 2'(0) si 2(0) < 2/(0), il existe une construction couplée
des processus X, X' issus de ces conditions initiales telle que avec probabilité 1,

vVt € Ry, X(t) < X'(t).

Preuve. Considérons un processus de Markov sur I'espace E := {(z,2') € N* x N* : z < 2’} de
condition initiale (z(0),2’(0)), et de taux de transition non nuls donnés, pour tout (z,z') € E et
tout ¢ € [k] par

A(z,z"),(x—e;,x') = 51 (x)a

T <Tp = Q) (etena) = BiT)
/
(a7, (w2 —ei) = (),

A(z,z"),(z,x' +e;) = 6;(56

T =T S Q) (etenate) = B
A(z,a"),(z,2' +e;) = Bz(x
A(z,x"),(x—e; 2" —e;) —

!
i
A(z,z"),(x—e;,x') = 51(1‘) - 5;(1‘/)

— 3
=)

(14.11)

D’aprés les hypothéses sur les fonction (a, ), (¢, '), les taux ainsi définis sont bien non-
négatifs. Supposons d’abord que le processus correspondant est non-explosif. Prenant pour
tout (z,2') € E, f(x,2') = x, vérifions que le théoréme 14.4 s’applique.

Ce sera le cas si pour tout (z,2') € N¥, tout i € [k], on a

Dyi(ateny)er daan) (areny) = Bi(®),
y':(z—e;,y')EE A(z,ax"),(x—esy’)  — i SU)

Chacune de ces identités est trivialement vérifiée si ' > x, la somme se réduisant & I'unique
terme pour y' = z’. Dans le cas x; = x}, la premiére identité se vérifie aussi directement, la
somme se réduisant a 'unique terme 3y’ = 2’ + ¢;. La seconde identité implique la somme des
deux termes y' = 2’ et y' = 2’ — e;, et donne:

6i(2") + di(x) — 0;(a) = 0:(2),

qui est bien vérifiée. La premiére composante sur N¥ du processus (X (¢), X’(t)) est donc bien un
processus de vie et mort généralisé de fonctions associées (3,d). On vérifie de maniére semblable
que la deuxiéme composante X’ est un processus de vie et mort généralisé de fonctions associées
(8,5).

Pour établir que le processus ci-dessus est non-explosif, on peut procéder comme suit. Soit
N € N une borne sur le nombre de sauts de chaque composante =, ’. On étend l’espace d’états
a (z,n,2’,n’), n (resp. n') comptant le nombre de sauts de la composante z (resp. ).

On considére le processus Markovien de sauts sur (N* x {0,..., N})? dont les taux de transi-
tion sont spécifiés comme suit. Si z < 2’ et n,n’ < N, alors le taux de transition de (x,n,z’,n’)
vers (y,m,y’,m') est égal & q(z2/),(y,y) SI M = N+ 1y, et m' = n' + 1,4, ol ¢ est défini
en (14.11), et & zéro sinon. Dans tous les autres cas, les seuls taux de transition non nuls sont
donnés par

(LU, mx’,n’) — (yu n + 171./7”/) : 1n<N{Bi(m)1y:z+ei + 675(',17)1?/:51?*%}7
(x,n,2",n") = (z,n,y",n" + 1) : Ly < N{BH(2") Ly =grye, + 07(2 ) Lyr=ur e, }-

Le processus est alors clairement non-explosif: partant de la condition initiale (x(0),0,'(0),0),
on aura au plus 2N sauts avant arrét des transitions en un état absorbant (z, N,2’,N). Le
théoréme 14.4 s’applique alors. Il implique que la composante (z,n) est un processus Markovien
de sauts avec pour x un processus de vie et mort généralisé (5, 9), et n comptant ses transitions,
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jusqu’a arrét au bout de N transitions, et pareillement pour la composante (2’,n’). Par ailleurs
I'hypothése de non-explosivité de X et X' entraine que presque sirement, limy_, o Tn, T =
+o00, ou Ty (resp., Ty) désigne le temps d’atteinte de N par la composante n (resp. n').

Enfin, on voit aisément, d’aprés la structure des processus Markoviens de saut, que cette
construction jointe au rang N coincide en loi, sur I'intervalle Ty AT}, premier instant de N-éme
saut d’une des deux composantes x,z’, avec le processus de taux (14.11). Ce dernier est donc
non-explosif. O

Preuve du théoréme 14.1

Considérons {X(t)}¢cwr, , le processus SIS de paramétres 5,0 > 0 sur un graphe G = (V, E),
comme un processus de vie et mort généralisé sur N™ avec n = |V|. On prend comme fonctions
de taux de naissance associées B;(r) = 1z,=0 ) ;; Tj ot i ~ j indique que I'arc (i, j) est présent
dans G, et comme fonction de taux de mort d;(z) = dz;. On introduit maintenant le processus
{X'(t) }rer, dit de marche aléatoire branchante qui est par définition un processus de vie et mort
généralisé sur N™ de fonctions de taux f}(z') = ZJM x; et §i(z") = ox).

Le processus X est clairement non-explosif puisque, partant d’une condition initiale 2:(0), il ne
quitte pas ’ensemble fini {0,...,sup, z;(0)}". Admettons pour Iinstant que le processus X’ est
lui aussi non-explosif. La condition de comparaison des taux du théoréme 14.5 est bien vérifiée:
pour z < 2’, et i tel que x; =z, on a &;(x) = 6;(2) = oz, et Bi(x) < B, @) = Bi(a').

Il existe alors un couplage (X, X’) pour lequel les deux composantes ont méme condition
initiale £(0) € {0,1}™ et avec probabilité 1, X (¢) < X'(t) pour tout t € R;. Cela implique la
majoration suivante, notant 7' le temps d’absorption en 0 du processus X:

P(T>t)<EY Xi(t)<EY X/(t)
eV eV

En effet, la premiére inégalité vient de la borne de I'union, et de ce que P(X;(t) > 0) < E(X;(¢),
et la deuxiéme inégalité se déduit du résultat de couplage: si X;(¢) < X/(¢) presque strement,
alors les espérances sont ordonnées pareillement.

Nous établissons maintenant le résultat suivant:

Lemme 14.2. Le processus X' de marche aléatoire branchante défini ci-dessus est non-explosif,
et tel que pour toutt € R,
E(X'(t)) = P40 2(0), (14.12)

ot A désigne la matrice d’adjacence de G, I la matrice identité de taille n, et x(0) € N" la
condition initiale du processus.

Avant de prouver le lemme, montrons qu’il permet de conclure la preuve du théoréme 14.1.
En effet, soit {u;}icy une base orthonormée de vecteurs propres de la matrice symétrique A, et
soient \; les valeurs propres réelles associées. De (14.12) il vient, notant e = (1,...,1)T:

EY ey Xi(t) = (e,e!P4~ ‘”)56(0>
= Yiev(e e P Duulz(0))
Z-ev “’” ‘”<€,uz><uu (0))
0= 5% ey e ua)| [, 2(0))]
e5=0)lel la(O)ll

I/\ I/\ I

ot on a majoré chacune des valeurs propres e!(#*=9) de la matrice e!(PA=91) par ¢t(8r—=9) et utilisé
I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la derniére ligne. Le résultat du théoréme 14.1 en découle, le
produit des normes étant \/n Y., x;(0) pour z(0) € {0,1}V.
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Preuve. (du lemme 14.2). Pour une condition initiale X’(0) = ', notant |2'|; = >, |7}, au
bout de k sauts, la somme des composantes de I’état y ainsi atteint est au plus |2'|; + k. La
somme des taux de transition est donc majorée par (§ + nB)[|z'|1 + k] = ¢(|2’]1 + k) pour une
constante ¢ = § + nf > 0. Le temps T} de k-éme saut est donc minoré par

1
Z @Eb
{=|z’'|1
ou les Ey sont des variables aléatoires i.i.d. exponentielles de paramétre 1.

Pour un t > 0 fixé, soit Ny = |2'|; + sup{k > 0 : ZI@C:II’Il LFE, < t}. Nous montrons
maintenant que pour tout t > 0, [EN; < 400. Ceci entrainera a fortiori le caractére non-explosif
du processus. En effet, le nombre de sauts du processus sur [0,¢] est majoré par N;; notant
Too = limgs 00 T, sur I’événement {7, < t} on a Ny = 400, et donc

P(Tw <t) >0=EN, = +c0.

Ainsi, la finitude de IEN; pour tout ¢ entraine P(T,, < t) = 0 pour tout ¢, i.e. le processus est
non-explosif.

Pour un n € N > 0 fixé, le processus {N; An}icr, est par construction Markovien de sauts,
a valeurs dans [n], de taux non nuls de transition g, ;41 = cxl,<,, et de condition initiale |x|;.
On a donc pour tout k € [n]:

1—IP(Nt+h/\TL:Nt/\7’L|Nt /\n:k) :IP(Nt+h/\TL:Nt/\TL+1|Nt/\TL:k)+0(h)
= hckliepn + o(h).

L’équation de Kolmogorov nous donne ainsi (le fait que l'espace d’états est fini nous permet
d’intervertir somme et dérivation):
d

%E(Nt An) = cE[Nily,<n] < cE(N; An).
Le lemme de Gronwall 2.3 et la condition initiale Ny = |z'|; nous donnent alors E(N; A n) <
|2|1et. Cette majoration étant valide pour tout n € N, on en déduit par convergence monotone
que E(N;) < |z'|1e pour tout t € R.

Pour établir (14.12), on écrit pour tout 2/ € NV, i € V:

Xi(t+h) = X{(t) = (X{(T1) — X{(t)1r, <tn + (X;(t + h) = X{(T1)) 17, <t4n,

ou Ty désigne le premier saut du processus aprés t. On majore la valeur absolue | X/(t + h) —
X[(Ty)| par la valeur N’(h) du processus Markovien de sauts précédemment considéré, de con-
dition initiale N'(0) = |X’(t)|1 + 1. On obtient ainsi:

E[X(t+h) = X; ()X (1)] = h[z BXG(8) = 6 X (1)] + O(h?| X ()]1) + O(R(| X' ()] +1)(e" ~ 1)),

les constantes implicites dans les O(-) étant uniformes en ¢, 2.
Ceci entraine, d’aprés les bornes précédentes en |2/|1e sur E|X'(t)|;:

E(X;(t + h)) — E(X;(t) = h[z BXG(t) — 0X[(1)] + O(h?).

Il en découle: J
%IEX’(t) = [BA — SIJEX' ().

L’unique solution de cette équation différentielle est donnée par (14.12), d’ou le résultat. O
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Preuve du théoréme 14.2

On suppose l'existence de m < n et r €]0,1[ tels que Bn,, > §/r. Soit Z le processus de sauts
sur {0,...,m} de taux de transition non nuls:

0z
Vze{0,...,m}, ¢z 41 = 71z<m, Qz2—1 = 02.

Considérons alors le processus Markovien de sauts (X, Z) sur I'espace E := {(z,2) € {0,1}V x
{0,...,m},> .oy, ¥ > 2} défini par les taux de transition non nuls, pour (z, z)nk et tout i € V:

ZjGV Ty > 2 = (z,2),(v+e;,z) = ﬁ(]- - "Ez) iji Ljs Q(z,2),(x—ei,z) = 0wy,
q(z,2),(z,2+1) = 6Tzlz<’rn7 d(z,2),(z,z—1) = 52:7

ZjEV T; =2 = q(w7z),(w+ei7z+1)a(x)ﬁ(1 - xl) ervi Lj,
q(z,2),(z+e;,z) = [1 - a(x)]ﬁ(l - xl) ZjNi Ljs

)5 (

d(z,2),(z—ei,z) — Ii5,

6 ev 75)
cv 5(1_T7) ij«i Z 5 :
Vérifions qu’il s’agit d’un couplage du processus SIS et du processus Z précédemment in-
troduit. Tout d’abord, les taux ainsi définis sont non négatifs: en effet, notant pour un z fixé

S ={i:z; =1}, a(x) s’écrit
I jev 151)

T Yy BIE(SS)]

et est par définition de 7,,, puisque |S| < m sous 'hypothése z = >, _y, x;, majoré par 6 /(rBn,).
Donc a(x) < 1, et la non-négativité des taux ci-dessus en découle.

Le processus ainsi construit a un espace d’état fini, et est donc non-explosif. Vérifions main-
tenant la derniére condition du théoréme 14.4. Pour tout (x,z) € E tel que z < ),y 7y, la
vérification est triviale. Lorsque z = )y, 4, on vérifie directement les identités

ol on a introduit a(x) := Iy aj<myss,

a(z)

ZiEV 9(z,2),(z+ei,2+1) = 5Z/Ta

iev 4(z,2),(x—e;,2—1) = 6'2’
q(z,z),(x+e;,2) + d(z,z),(z+e;,24+1) = 6(1 - 1’1) iji Zj,
(z,z),(x—e;,2—1) = &Ei»

établissant ainsi qu’il s’agit bien d’un couplage des deux processus considérés.

On borne alors la probabilité de survie du processus SIS au-deld d’un instant ¢ en écrivant
P(T >t) > P(Z(t) > 0). L’analyse de Z(t) procéde alors comme suit. LA chaine & temps discret
Zy, des états successifs visités par Z(t) a pour probabilités de transition non nulles p, .41 =
l.cm1/(147), psrm1 =71/(1+7r), et est absorbée en 0.

Notant 7w(z) la probabilité que la chaine {Z,} visite ’état m avant d’étre absorbée, condi-
tionnellement & son état initial Zy = z, on peut établir (exercice) que

1—7r?
w(z) = T

La probabilité qu’il y ait au moins k visites distinctes a ’état m par Z(t) avant absorption en 0,
conditionnellement en Z(0) > 0, est alors minorée par

L—r [1—pm-1\*!
1—rm \ 1—7rm ’
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En effet, aprés chaque visite & m le prochain état visité est m — 1, d’out ’expression ci-dessus.
Puisque chaque temps de séjour en m a une durée exponentielle de paramétre §/m, on obtient
la minoration

k 1—7r (1—7“7”_1

) >
1—rm 1—rm

k—1
) P(E1+...+Ek2k/2),
ou les E; sont i.i.d. de loi Exponentielle de paramétre 1. La minoration

P(T > 5o ) > (1= )1 =™ (1 - f(R)),

ou f(k) :=P(F1+...+ E; < k/2) en découle. La propriété limy_, f(k) = 0 se déduit de la loi
des grands nombres.
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Chapitre 15

Graphes en loi de puissance

De nombreux exemples de grands graphes étudiés dans des domaines trés divers sont tels que le
nombre X; de leurs sommets de degré i € N varie en loi de puissance, i.e. X; ~ C x i~? pour
un exposant 5 > 0, pour une large plage de valeurs de i. Citons comme exemples: le graphe
repésentant les routeurs de ’Internet et les liens de communication les reliant, le graphe du Web,
le graphe d’amitié de FaceBook, le graphe des protéines de la biochimie cellulaire, connectées
entre elles si impliquées dans une méme réaction chimique, le graphe de Hollywood reliant entre
les acteurs ayant joué dans un méme film...

De tels graphes sont dits en loi de puissance, ou encore sans échelle, car il n’y a pas un
ordre de grandeur bien défini représentatif de la majorité des degrés des noeuds, ceux-ci variant
largement dans une grand plage de valeurs § € IN.

Cette propriété n’est pas présente dans les graphes d’Erdés-Rényi: en effet dans G(n,d/n)
pour n >> In(n), comme vu au chapitre précédent avec forte probabilité le degré d,, de chaque
sommet u est proche de d.

Dans ce chapitre nous présentons un modeéle alternatif de graphe aléatoire, di & Barabasi et
Albert, et prouvons que ce graphe, dit de Barabasi-Albert, est en loi de puissance. Sa construction
procéde de maniére séquentielle, selon un principe dit d’attachement préférentiel (un nouveau
sommet est plus susceptible de se connecter & des sommets de degré déja élevé, augmentant ainsi
leur degré).

L’analyse correspondante nous conduit & introduire l'inégalité d’Azuma-Hoeffding. Celle-ci
est un exemple d’inégalité de concentration, fournissant des bornes sur la probabilité de déviation
d’une variable par rapport & sa moyenne. Cette inégalité d’Azuma-Hoeffding est similaire a
I'inégalité de Chernoff, mais s’applique au-dela du cadre de sommes de variables i.i.d..

15.1 Le modéle de Barabasi-Albert

Partant d’un graphe initial Gy = (Vy, &), on construit une suite de graphes G; = (V¢, &;) pour
t € N comme suit. A ’étape ¢ > 1, un nouveau sommet, noté ¢, est ajouté a I’ensemble V;_;.
Le sommet ¢ est connecté par 'unique aréte (¢, V), ou V; € V;_1 est appelé point d’ancrage de
t, & V;—1. Le graphe G; est alors défini par V; =V, U{t} = Vo U[t], et & = E—1 U{(t, i)}

On note de plus ny = |Vi| = no + ¢, er = |&| = eg + t. Le modéle est alors spécifié par le
choix probabiliste de chaque V;. Soit « € [0, 1]. On pose alors, notant F;_1 = a(Vf’l):

Dt_l(’U)
+ (1 — a)=——~, 15.1
sy Tma) 5 (15.1)

Yo € Vi1, P(V; =v|Fio1) =«
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ot D;_1(v) est défini comme le degré du sommet v dans le graphe G;_;. Vérifions qu’on a bien
une loi de probabilité sur V;_1: sommant sur v € V,_1, on obtient

> vev,, Di-1(v)

a+(1-a) Ser .

La somme des degrés des sommets d’un graphe vaut deux fois le nombre d’arétes. L’expression
précédente vaut donc bien 1. On notera m;(v|V, ') le membre de droite de (15.1). Ainsi pour
tout le €Vy X -+ xXVi_g, et tout v € Vy_1, on a:

P(V; = v|V1t71 = viil) = Wt(v\vfl). (15.2)

En mots, avec probabilité « le sommet d’ancrage V; est choisi uniformément dans V;_1, et avec
probabilité 1 — « choisi selon une distribution proportionnelle au degré D;_1(v). C’est ce biais
vers les sommets de plus fort degré qui fournit 1’attachement préférentiel. On a alors le

Théoréme 15.1. Soit o € [0,1[. Soit Xi(t) = > cy, 1p,(v)=i le nombre de sommets de degré
i € N dans G;. Soient les constantes {c;};>1 définies par

2 Ci 33—«
=— Vi>2 =1- - 15.3
“ 3—a = Ci_1 2420+ (1 —a)i ( )
On a alors pour tout i > 1, lim;_, Xit(t) = ¢; presque stirement.

Voyons en quoi cela implique que le graphe de Barabési-Albert est en loi de puissance.
On a pour i > 1 ’évaluation

G =0 Hj:Q (1 - m)
— ‘ 3
=crexp (2, In(1 - W&wﬂ)
= ¢y exp Z;:z[_%% + 7J’]) )
ou y; = O(j_Q), et est donc sommable. On a donc ’équivalent pour i — oo:
C; ~ C X i_ﬂ7

oup = ?:—z C’est en ce sens que le graphe de Barabasi-Albert est en loi de puissance d’exposant
B. En faisant varier o dans [0, 1], 8 décrit l'intervalle [3, +oo].

La preuve procéde en deux étapes. On analyse d’abord le comportement des moyennes
x;(t) := EX;(t). On controle ensuite les probabilité de fluctuation de X;(¢) autour de sa moyenne.
Les résultats intermédiaires correspondants constituent les deux lemmes qui suivent.

Lemme 15.1. (Controle de la moyenne x;(t)). Pouri > 1 et € > 0 fixés, la quantité §;(t) :=
x;(t) — ¢;t vérifie §;(t) = O(t) en t — co.

Preuve. On considére d’abord le cas i = 1. La dynamique (15.1) donne la relation suivante:

P(Xy(t+1) — X1(t) = 0|F) =P (Dy(Vigr) = 1|F)
=Xl 4 (1 )00,

P(X (t+1)— X1 (t) =1|F) =1-P(Xi(t+1) - X1(t) = 0|F).

On en déduit
L1\ (1 i a)xl(t)

t+1)—a(t)=1- ANy
zat+1) = 21(t = 3
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d’ou

d1(t+1) :51(t)—cl+1fxl(t)[n%+1 a]

2ey

=6 ()1 — & + 52 41— o1+ ot 4 Uoalty

L’expression de n; et e; implique que lorsque ¢ — oo, le coefficient de ¢; s’écrit 1 + a + (1 —
a)/2+ O(1/t), soit encore 1/c¢; + O(1/t). On obtient ainsi:

01t + 1) < 61(t) + O(1/1),

d’ot1 01(t) = O(In(¢)). L’évaluation 01 (t) = O(t¢) est a fortiori vérifie.
Pour ¢ > 2, on écrit

:aX —1(t) +(1 )(1 1);21 1(15)’
P(X;(t+1) — X;(t) = —1|F) IP(D (Vi) = il 7))

0l (] ) OX0)

P(X;(t+1) = X;(t) =0[F) =1-P(Xi(t+1)—Xi(t) € {-1,1}F).
Ceci entraine

@ (i—1)(1—-a) N (01—«

I’l(t + 1) = zz(t) + xl_l(t)[;t 2, } - l(t)[’l’Tt + 2, ]7
d’ou )
G+ D) = 60) el S @l + g

)
il -+ U5 — g2 + LU= 4 o)
— (t) 1_ . + ()gleta)]+c [a+ (1 a)(l 1)]

FO(E) — aft + e 0522,

ou on a utilisé I’hypothése de récurrence sur i: §;_1(¢t) = O(t¢). Dans cette derniére relation, les
termes constants s’annulent pour

(1-a)(z—1)
2

1—
ci—1la+ |=cll+a+

soit
ci 3—«

=1 -
Ci—1 24+2a+ (1 —a)i

vérifiée par définition de ¢;. Il vient donc
16:(t + DI < 16:(1)] + O,
Sommant sur ¢, on obtient comme annoncé d;(t) = O(t). O

Lemme 15.2. (Controle des fluctuations X;(t) — x;(t)). Pour tous t,i > 1, et tout a >0, on a

(L2
P(X:(0) - (0] 2 @) < 208 (- ). (1.4

Nous prouverons ce lemme dans la section suivante, aprés avoir vu l'inégalité d’Azuma-
Hoefdding.
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Preuve. (du théoréme 15.1). On pose, pour tout ¢ > 1, a; := 41/tin(t). D’aprés le lemme 15.2,
on a
16tIn(t)\ 2
8t ) 2
Ce membre de droite étant sommable en t, le lemme de Borel-Cantelli donne I’existence d’un
rang T aléatoire presque stirement fini tel que:

P(Xi(t) — 2(t)] > ar) < 2exp (

t>1T = |X2(t) — .%'Z(t)| < ag.
Ainsi avec probabilité 1, pour ¢ assez grand, on a:

X0 | oo, 60
4 ot 4

— ¢

D’aprés Pexpression de a, le premier terme est en O(y/In(t)/t), et tend donc vers 0 en ¢t — oco.
Le second terme est, d’aprés le lemme 15.1 en O(t*~1) pour tout € > 0, et tend lui aussi vers 0.
Le résultat du théoréme en découle. O

15.2 Inégalité d’Azuma-Hoeffding

Définition 15.1. Etant donnée une filtration {F;}i>0, i.e. une suite de tribus ordonnée pour
Vinclusion (i.e. ¥t > 0,F; C Fyy1), une suite de variables aléatoires {M;}:>0 est une martingale
pour {Fi}i>0 si et seulement si pour tout t > 0, i) My est Fy-mesurable, et ii) E(M;yq|calF}) =
M,.

L’inégalité d’Azuma-Hoeffding est le théoréme suivant:

Théoréme 15.2. Soient une filtration {F; }1>0, et une martingale associée {M;}i>o. On suppose
que pour tout s = 1,...,t il existe des constantes cs telles qu’on a presque stirement la propriété

d’incréments bornés:
|Ms - M571| S Cs.- (155)

Alors, pour tout a > 0, on a l’inégalité

a2

Preuve. On écrit
Mt — Mt,1 = ZCt + (1 — Z)(—Ct)7

ou la variable aléatoire Z = [M; — M;_1 + ¢t]/(2¢:) appartient a [0,1] d’aprés ’hypothése
d’accroissements borneés, et vérifie E(Z|F;—1) = 1/2 d’aprés 'hypothése de martingale. Soit
6 > 0. La convexité de la fonction z — e entraine I'inégalité

ee(M,,—Mt_l)ngz"Ct+(1—Z)e*90t.

1l vient alors: . ;
C —vc
E {ea(Mt—MHﬂfH} Lt te ™
- 2
En développant les exponentielles dans le membre de droite de cette derniére expression, on voit
que celui s’écrit
1 Z 2(0cy)?» - Z (62c2 /2)P _ e

9 ] ]
2 = (2p)! p!
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On obtient alors par conditionnements successifs

Eef(Mi—Mo) _ g [E{ee(Mt*Mt—lJthfl*Mo)|ft71 ]

= [69(Mt71—M0)]E {ee(Mt_Mt71)|]:t71}]
< iR [ea(Mt,l_MO)]
< P2 el

L’inégalité de Markov donne alors pour a > 0:

]P(Mt _ MO > a) < EeQ(Mt—Mg)e—Ga < e—[9a—92/2zz=1 cg .

Pour la valeur de # > 0 qui minimise cette borne, soit 6 = a/(Zizl c?), on obtient alors la
majoration annoncée, en e~ /(2Xi1 D) O
Corollaire 15.1. Sous les mémes hypothéses, on a pour tout a > 0:

P(|M; — My| > a) < 2% /@Ei=1 €2, (15.7)

Preuve. Le membre de gauche de (15.7) s’écrit
P(M; — My > a) + P((—My;) — (—My) > a).

Remarquant que {—Mj,} ;>0 est encore une martingale, & incréments bornés par les ¢, on obtient
le résultat en appliquant I'inégalité d’Azuma-Hoeffding & chacun des deux termes. O

Corollaire 15.2. Soientt > 1 et des ensembles mesurables Qq, ...,y et soit f une fonction de
Q:=Q1 x -+ xQ dans R. On suppose l’existence de constantes cs,s = 1,...,t telles que pour
tout T € Q, tout s € [t] et tout ys € Qs, on ait

@) = f@ ysal )] < o

Alors étant données des variables aléatoires X a valeurs dans Qs, s € [t], la variable aléatoire
Y = f(X}) vérifie

2

Ya >0, P(Y —EY >a) <e *Ti=1°%,

Preuve. On définit Fy = o(X7), et My = E[Y|Fs], s = 0,...,t, de sorte que Fy est la tribu
triviale, et donc My = E(Y), et F; contient toute U'information X}, et donc M; = Y. Par
ailleurs, les propriétés élémentaires de l’espérance conditionnelle garantissent la propriété de
martingale pour {M;}s—o,.. . On écrit alors

t

M, = / f(Xiai) H P(X; € dx;).
Qg1 XX

1=s+1
Il vient alors pour s € {0,...,t —1}:

t

M, — M,y < / POt — F 1) T P(X € das).

Qg XXy i—s

Par hypotheése sur f, 'intégrand est majoré par cg, et donc son espérance est elle aussi majorée
par ¢s. La borne d’Azuma-Hoeffding s’applique donc, donnant le résultat. O
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15.3 Accroissements bornés et couplage

Pour prouver le lemme 15.2, il nous suffit de montrer que la différence X;(t) — z;(t) s’écrit
M, — My pour une martingale {M;}s—o, . ¢ dont les accroissements sont bornés par 2: en effet
le résultat du lemme est alors une simple application de la borne d’Azuma-Hoeffding. Le but de
cette section est d’établir le

Lemme 15.3. Soient i,t > 1 fizés. Pour tout s = 0,...,t, on pose M, := E(X;(t)|Fs), ot
X;(t) est le nombre de sommets de degré i dans le graphe de Barabdsi-Albert Gy, et Fs = o(V{)
représente l'information dans la construction séquentielle jusqu’a ’étape s du graphe en question.

Alors X;(t) —E(X;(t)) = My — My, et {Ms} est une martingale & incréments majorés par 2.

La définition de M, est semblable a celle dans la preuve du corollaire 15.2. On ne peut
cependant pas appliquer ce dernier: ici les variables Vi sont dépendantes. Afin de prouver le
lemme. nous allons utiliser la construction de couplage suivante.

Preuve. Soit s € [t], et soit v§ € Vo x -+ x Vs_1. Soit V! € V,_1, distribué selon 7(-|v{"'). On
construit alors itérativement (V,,,V,)) pour u = s+ 1,...,t en posant, pour tous v,v € V,_1:

v & {us, Vi3 = P(Vu=Vy=o[Vi3 Vi) = mu(uui Vi),

S

(v,0") € {vs, VI} = PV, =0V, =v|V5" V]!

S

N Tru(U|'UfV;j:11)7ru(v'\vfflVS/ufl)
)= T (s [0} VI D+ (Vs VLY
(15.8)
Notons G,, et G, les graphes construits correspondants respectivement aux points d’ancrage V,,,
V.l. On a alors les propriétés suivantes, par récurrence sur v = s,...,t. Les degrés D, _1(v) et
D!,_,(v) coincident pour v ¢ {vs, V/}. Cela implique que

u—1

v € Vi\{vs, VY = PV, = Vy = o|VGL V) = mu (0o VL) = mu (oo V). (15.9)
vEV, -1 Dufl(t) = Zvevu_l D;—l(t) = 2€u71:

Du—1(vs) + Du-1(V) = Dyy1(vs) + Dy 1 (V7).

Cela implique aussi, d’aprés 'identité >

On en déduit:

T (Vs [TV + mu (V0 VIR = mu(vs o V) 4w (Vo). (15.10)
Les propriétés (15.9), (15.10) garantissent que I’équation (15.8) définit bien une loi de probabilité
pour (V,,, V) sur V,,—1 X V,_1, et que par ailleurs pour tout v € V,,_1,
P(V, = o[V V) = ma(oof Vi),

S

P(Vy = o|[VIR Vi) = ma(oly V.
Cela entraine, en prenant des espérances conditionnelles, que la loi de V,, conditionnellement &
VAt est donnée par m, (v[vj V%", et la loi de V, conditionnellement & V/*~! est donnée par
T (v[0§ V"), En d’autres termes, la séquence v§ V%, a la loi du processus de construction de
Barabasi-Albert conditionnellement a Vi# = v3, et la séquence v~ *V/* a la loi du processus de
construction de Barabési-Albert conditionnellement & V{*~1 = v~

Oun rappelle que la fonction f est définie telle que le nombre X;(¢) de sommets de degré ¢ dans

Gy vaut f(V}!). Les propriétés précédentes impliquent alors que, conditionnellement & V§ = vg,
on a

M, = lEf(vastJrl), Ms = Ef(vfilvs/—lt)-
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Or, d’aprés la construction couplée des deux suites (V,,, V., les degrés des sommets v € V; dans
Gt coincident avec ceux dans G} pour tout u ¢ {vs, V/}. Il en ressort que avec probabilité 1,

[foiVip) = foi Vi <2

Par conséquent,
| My — M| = [E[f(v;Viy) — floi 7 VIO €2,

comme annoncé. O



124 CHAPITRE 15. GRAPHES EN LOI DE PUISSANCE



Bibliography

[1] D. Aldous. Ultimate instability of exponential back-off protocol for acknowledgement-based
transmission control of random access communication channels. IFEE Transactions on
Information Theory, 33:219-223, 1987.

[2] S. Asmussen. Applied Probability and Queues. Springer, 2003.

[3] T. Bodineau. Modélisation de phénoménes aléatoires: introduction auz chaines de Markov
et auz martingales. Ecole Polytechnique, 2015.

[4] J. Bonnans and S. Gaubert. Recherche opérationnelle: aspects mathématiques et applica-
tions. Ecole Polytechnique, 2015.

[5] A. Ephremides and B. Hajek. Information theory and communication networks: an uncon-
summated union. IEEE Transactions on Information Theory, 44(6), 1998.

[6] B. Hajek. Notes for ece 467: Communication network analysis. 2006.

[7] F. Kelly. Charging and rate control for elastic traffic. Fur. Trans. Telecommun., (8):33-37,
1997.

[8] F. Kelly and E. Yudovina. Stochastic Networks. Cambridge University Press, 2014.

[9] P. Key and L. Massoulié. Fluid models of integrated traffic and multipath routing. Queueing
Systems: Theory and Applications, 2006.

[10] T. Lindvall. Lectures on the coupling method. Dover, 2002.
[11] J. Nash. The bargaining problem. Econometrica, 18:155-162, 1950.

[12] P. Robert. Réseaux de communications, algorithmes et probabilités. Ecole Polytechnique,
2014.

[13] R. T. Rockafellar. Convez analysis. Princeton Mathematical Series, No. 28. Princeton
University Press, Princeton, N.J.; 1970.

[14] H.-Q. Ye, J. Ou, and X.-M. Yuan. Stability of data networks: stationary and bursty models.
Oper. Res., 53(1):107-125, 2005.

125



