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Chapitre 1

Introduction

Ce cours a pour but de fournir au lecteur des outils pour mieux appréhender les réseaux
d'information au sens large, allant des réseaux de transport de données qui sous-tendent l'Internet
aux réseaux sociaux�en ligne ou non. Il s'agit de proposer des modèles des systèmes et des
phénomènes d'intérêt, desméthodes algorithmiques pour leur contrôle (idéalement décentral-
isé), et en�n des analyses mathématiques caractérisant le comportement et la performance
de ces systèmes.

La première partie aborde la question de l'allocation des ressources dans les réseaux de trans-
port de données. L'exemple clé est l'allocation de bande passante des liens physiques de l'Internet,
mais le cadre proposé est aussi pertinent pour les problèmes de gestion des ressources de mémoire
et de calcul dans les �datacenters�.

La perspective de modélisation consiste à envisager un transfert de données comme un �ux,
caractérisé par un débit. On y introduit le critère de �maximisation d'utilité du réseau� (NUM
pour Network Utility Maximisation) pour réaliser cette allocation, approche inspirée de la micro-
économie. NUM a l'avantage de donner lieu à des algorithmes distribués simples; on peut
d'ailleurs interpréter le protocole TCP comme une instance particulière de tels algorithmes. On
introduit aussi la notion de stabilité et l'objectif de maximisation de la �région de stabilité�. On
établit alors que cette région de stabilité est bien maximisée lorsque les ressources sont allouées
selon NUM, ce qui justi�e a posteriori NUM.

La deuxième partie traite de la di�usion massive, �virale� d'une information vers un grand
nombre de destinataires, de la préservation de cette information dans ce grand système, ainsi que
de sa localisation. Les scénarios concrets couverts par cette problématique incluent la propagation
d'une rumeur dans un réseau social, la maintenance d'une donnée dans les mémoires de capteurs
défaillants, ou encore l'opération d'un système pair-à-pair tel que BitTorrent.

Le modèle de �ux n'est plus adapté dans ce contexte. Un processus épidémique rend mieux
compte des phénomènes d'intérêt. On considère plusieurs variantes de ces processus. Lorsque
le réseau sous-jacent est totalement connecté, un type particulier d'épidémie (modèle de Reed-
Frost) motive l'introduction des graphes aléatoires d'Erd®s-Rényi, dont les composantes connexes
caractérisent les populations atteintes par l'épidémie. Pour des réseaux de topologie générale, la
conductance, caractéristique de cette topologie, conditionne l'étendue de l'épidémie. On établit
aussi comment la conductance et un autre descripteur topologique (le rayon spectral) condition-
nent le temps de survie d'une épidémie modélisant la persistance d'information dans le système.
On introduit ensuite le modèle de Kleinberg de graphe navigable, ainsi que son analyse du temps
de recherche d'information dans de tels graphes, rendant compte du célèbre phénomène de petit
monde. On conclut par un traitement du modèle d'attachement préférentiel de Barabasi-Albert
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6 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

comme explication de la prévalence des �lois de puissance�.



Chapitre 2

Contrôle de débits en réseau

Dans ce chapitre on considère un ensemble �xe S (�ni) d'usagers, ou transmissions, ou �ux,
indicés par s ∈ S, en compétition pour les ressources ` ∈ L d'un réseau, l'ensemble L étant lui
aussi supposé �ni. C` désigne la capacité de la ressource `.

A chaque �ux s on associe un ensemble Ls ⊂ S de ressources. On fait l'hypothèse que le �ux
requiert la même capacité xs de chaque ressource ` ∈ Ls.

Notant As` = 1`∈Ls , une allocation de capacités {xs}s∈S ∈ RS+ est donc faisable si et seule-
ment si: ∑

s∈S
As`xs ≤ C`, ` ∈ L. (2.1)

On notera C le sous-ensemble de RS+ de vecteurs x véri�ant ces contraintes.

Ce cadre permet de modéliser les situations suivantes:

Partage de la �bande passante� dans l'Internet: Ici, chaque �ux correspond à une trans-
mission de données le long d'un chemin physique du réseau d'un serveur vers un terminal. La ca-
pacité xs correspond au nombre d'octets par unité de temps transférée depuis le serveur jusqu'au
terminal. Cette quantité xs est donc une idéalisation: en réalité l'information est paquétisée,
et les paquets sont transmis séquentiellement à des instants discrets le long de chaque lien du
chemin.

Transmission �multicast� dans l'Internet: Les liens ` ∈ Ls forment un arbre avec la source
de transmission pour racine et les récepteurs pour feuilles.

Contrôle d'allocation de bande passante et de CPU dans le �cloud computing�: Une
extension simple de ce modèle peut être proposée pour re�éter l'allocation de ressources en �cloud
computing�. Dans ce contexte, à chaque usager s ∈ S correspond le �calcul� d'un contenu (par
exemple la compression d'un document à un nouveau format) et l'acheminement le long de liens
du réseau du contenu ainsi synthétisé depuis le serveur vers le client. En séparant l'ensemble des
ressources L en les liens L′ et les serveurs L′′, les capacités C` sont donc en bits/s pour ` ∈ L′
et en cycles CPU pour ` ∈ L′′. Supposons que pour le transfert s ∈ S, il faut αs` cycles de CPU
auprès de chaque serveur `(s) ∈ L′′s pour synthétiser un bit, qui devra ensuite être transmis le
long des liens `′ ∈ L′(s). Les contraintes de capacité sur les débits xs auxquels chaque usager s
peut recevoir du contenu prennent encore la forme (2.1), avec As` = 1`∈L′(s) + αs`1`∈L′′(s).

7



8 CHAPITRE 2. CONTRÔLE DE DÉBITS EN RÉSEAU

2.1 Principes d'allocation de ressources

l'équité au sens max-min

Une allocation {xs}s∈S est dite max-min équitable si elle est faisable, et pour chaque usager
s ∈ S, il existe un lien ` utilisé par s tel que xs est le maximum des débits alloués aux usagers
s′ utilisant `, et de plus ce lien ` est saturé. En équations:

∀s ∈ S, ∃` ∈ Ls : xs = max{xs′ ,Ls′ 3 `} &
∑
s′∈S

As`xs′ = C`. (2.2)

De manière équivalente, l'allocation {xs}s∈S est max-min équitable si et seulement si elle est
faisable, et pour toute autre allocation faisable {ys}s∈S , si il existe s ∈ S tel que ys > xs, alors il
existe s′ ∈ S tel que ys′ < xs′ ≤ xs. En d'autres termes, c'est l'allocation faisable qui maximise
le plus petit des débits alloués, et qui parmi de telles allocations maximise le second plus petit
débit obtenu, et ainsi de suite.

Exercice 2.1. prouver l'existence et l'unicité de l'allocation max-min équitable. Indice: déter-
miner cette allocation en suivant une procédure de remplissage (water-�lling en anglais) par
étapes: augmenter graduellement à la même vitesse le débit de chaque usager jusqu'à saturation
d'un lien (on obtient une première allocation de min`∈L C`/n`, n` désignant le nombre d'usagers
utilisant `). Geler l'allocation des usagers traversant un lien saturé, et continuer l'augmentation
graduelle pour tous les usagers qui ne traversent pas encore de lien saturé, et ainsi de suite
jusqu'à ce que l'allocation de chaque usager soit gelée.

L'équité proportionnelle

Une variante de ce principe d'équité a été proposée par Frank Kelly [7]. L'allocation {xs}s∈S
est dite proportionnellement équitable si elle est faisable, et si pour chaque allocation faisable
alternative {ys}s∈S , la somme sur s des variations relatives (ys − xs)/xs est non positive:

∀y ∈ C,
∑
s∈S

ys − xs
xs

≤ 0. (2.3)

Une caractérisation alternative de l'équité proportionnelle permet d'établir directement son unic-
ité:

Proposition 2.1. L'allocation proportionnellement équitable dans C réalise le maximum dans le
problème d'optimisation suivant:

Max
∑
s∈S log(xs) (2.4)

sur x ∈ RS+ (2.5)

tel que x ∈ C. (2.6)

Preuve. Soit x une allocation proportionnellement équitable , qu'on suppose donc exister. Soit
y ∈ C une autre allocation faisable. Dé�nissant pour t ∈ [0, 1], f(t) =

∑
s∈S log(tys + (1− t)xs),

le vecteur tx + (1 − t)y appartient bien à C car C est un ensemble convexe. La fonction log est
concave, donc f est concave. Par ailleurs sa dérivée en t = 0 vaut∑

s∈S

ys − xs
xs

,
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et est donc négative ou nulle par dé�nition de l'équité proportionnelle. Une fonction concave est
en-dessous de sa tangente, et donc∑

s∈S
log(ys)− log(xs) = f(1)− f(0) ≤ (1− 0)f ′(0) ≤ 0.

Ceci établit que x est une solution de (2.4).
Réciproquement, une solution de (2.4) existe, et est unique car la fonction à maximiser étant

strictement concave, son maximum sur un ensemble convexe est nécessairement atteint en un
point unique. Le raisonnement précédent implique que ce maximiseur x est bien proportionnelle-
ment équitable.

Caractérisation alternative de l'équité proportionnelle

Une des premières contributions de John Nash [11] à la théorie des jeux a consisté à proposer
une approche axiomatique pour caractériser le résultat d'une négociation, ou marchandage, entre
plusieurs agents (en anglais: Nash's bargaining solution. Voir aussi [8]).

Le cadre proposé par Nash est le suivant. Pour un ensemble S d'agents s ∈ S, si ceux-ci
ne coopèrent pas is obtiennent chacun un bien-être (welfare) x0

s ∈ R; ils peuvent cependant
coopérer et s'accorder pour obtenir un vecteur x de bien-être appartenant à l'ensemble C ⊂ RS .
L'ensemble C est supposé convexe, et tel qu'il existe x ∈ C avec x ≥ x0. Notant φ(C, x0) une
allocation obtenue par négociation, les axiomes proposés par Nash sont les suivants:

1. Invariance par changement d'échelle: pour tous poids λs > 0, µs ∈ R, notant y0
s =

λsx
0s+ µs et

C′ = {(λsxs + µs)s∈S , x ∈ C}
alors φ(C′, y0) = (λsφ(C, x0)s + µs)s∈S .

2. E�cacité au sens de Pareto: φ(C, x0) ≥ x0 et, s'il existe une allocation x ∈ C telle que
x ≥ φ(C, x0), alors φ(C, x0) = x.

3. Symétrie: si la région C et le vecteur x0 sont symétriques (invariants par n'importe quelle
permutation des indices s ∈ S), alors les allocations φ(C, x0)s sont identiques pour tout
s ∈ S.

4. Indépendance par rapport aux alternatives super�ues: si on restreint la région C à un
sous-ensemble C′ ⊂ C qui contient φ(C, x0), alors φ(C′, x0) = φ(C, x0).

Le résultat établi par Nash (initialement pour deux agents, mais valide pour un nombre arbi-
traire d'agents) est le suivant: une allocation x satisfaisant ces axiomes réalise le maximum de∏
s∈S(xs − x0

s) sur les vecteurs x ∈ C tels que x ≥ x0. Preuve: exercice.

Une nouvelle généralisation: fonctions d'utilité et cadre micro-économique

On suppose désormais qu'une fonction Us : R+ → R est associée à chaque usager s ∈ S, et que
l'utilité, ou bien-être, que l'usager s retire d'une allocation xs est Us(xs).

L'objectif qu'on adopte maintenant, conformément à l'usage en micro-économie, consiste en
la maximisation du bien-être total cumulé, dé�ni comme la somme des utilités individuelles:

Maximiser
∑
s∈S Us(xs) (2.7)

sur x ∈ RS+ (2.8)

tel que x ∈ C. (2.9)
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Le terme �Maximisation de l'utilité du réseau� (Network Utility Maximisation) est parfois utilisé
pour décrire ce principe d'allocation.

L'équité proportionnelle est un cas particulier: il correspond au choix de fonctions d'utilité
toutes identiques, Us(x) = log(x).

Un autre exemple d'intérêt consiste à prendre

Us(x) = ws
x1−α

1− α
, x > 0 (2.10)

où ws > 0 est un poids positif, et α > 0, α 6= 1 est un paramètre commun à toutes les fonctions
d'utilité Us.

Dé�nition 2.1. L'allocation réalisant le maximum dans (2.7) pour le choix des fonctions d'utilité
(2.10) est par dé�nition l'allocation α-équitable pondérée par les poids ws.

2.2 Contrôle distribué: un algorithme �primal�

Nous considérons maintenant une version relaxée des contraintes strictes (2.1): nous supposons
que l'utilisation de chaque lien ` ∈ L à un débit y` induit un coût C`(y`), où la fonction C` est
supposée croissante, continument dérivable et convexe. On notera p`(y`) = C ′`(y`). Il s'agit donc
d'une fonction continue et croissante d'après l'hypothèse de convexité de la fonction C`.

L'objectif naturel d'optimisation dans ce contexte est alors le suivant:

Maximiser
∑
s∈S Us(xs)−

∑
`∈L C`(y`) (2.11)

sur x ∈ RS+ (2.12)

avec ∀` ∈ L, y` =
∑
s∈S As`xs. (2.13)

On considère alors l'algorithme �primal� suivant pour le contrôle des débits xs (la dépendance
des xs par rapport au temps n'est pas explicitée pour alléger les notations):

d

dt
xs = κs(xs)

(
U ′s(xs)−

∑
`

As`p`(y`)

)
(2.14)

Dans cette équation, le facteur κs(xs) est une fonction continue à valeurs positives et module la
vitesse d'adaptation de xs; cette quantité ne dépend que de xs et peut donc être calculée par la
source de tra�c s. Il en va de même pour la quantité U ′s(xs). L'adaptation du débit xs selon
(2.14) est donc implémentable par la source de tra�c xs dès lors que la quantité

∑
`As`p`(y`) lui

soit connue.
Interprétations possibles: le �prix� p`(y`) peut être interprété comme le délai d'attente

des paquets de données au lien `. La somme
∑
`As`p`(y`) s'interprète alors comme le délai total

de transmission de paquets le long de la route entre la source de s et sa destination. Dans le
cas de transferts de données sur Internet, le protocole de transmission TCP impose l'envoi d'un
accusé de réception par la destination à la source lors de l'arrivée d'un paquet. Le délai à la
source entre l'envoi d'un paquet et le retour de l'accusé de réception correspondant fournit ainsi
une estimation de ce délai aggrégé le long du chemin.

Alternativement, le prix p`(y`) peut représenter la fraction de paquets rejetés à l'accès du
lien `. On en obtient de manière heuristique la fraction de paquets perdus au total pour la
source s comme 1 −

∏
`:As`=1(1 − p`(y`)). Pour de petites valeurs des p` ce dernier terme est

approximativement
∑
`∈LAs`p`.
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Stabilité par la méthode de Lyapunov

Pour établir la convergence de l'algorithme primal décrit précédemment, on aura recours au
résultat suivant.

Théorème 2.1. Etant donné un ensemble O ⊂ Rn et une fonction continue F : O → R
n, soit

(x(t))t>0 une solution de l'équation di�érentielle ẋ = F (x), supposée rester dans O pour tout
t > 0.

Soit une fonction V : O → R, supposée continument dérivable et telle que pour tous a,A ∈ R,
a ≤ A, les ensembles {x ∈ O : V (x) ≤ A} et {x ∈ O : V (x) ∈ [a,A]} sont compacts ou vides.

Notant B = argmin{V (x);x ∈ O} l'ensemble des points qui réalisent le minimum V ∗ de V
sur O, on suppose que

∀x ∈ O \B, ∇V (x) · F (x) < 0. (2.15)

Alors on a:
lim
t→∞

V (x(t)) = V ∗ et lim
t→∞

d(x(t), B) = 0.

En particulier si B est réduit à un point x∗, on a limt→∞ x(t) = x∗.

La fonction V dans cet énoncé est dite fonction de Lyapunov.

Preuve. Notons que
d

dt
V (x(t)) = ∇V (x(t)) · F (x(t)).

D'après (2.15), on a décroissance de V (x(t)). La trajectoire t → x(t) est donc con�née à
l'ensemble {x : V (x) ≤ V (x(0))}, qu'on a supposé compact.

Pour un ε > 0 donné, et un t tel que V (x(t)) ≥ V ∗ + ε, on a:

d

dt
V (x(t)) ≤ sup

x∈O:V (x)∈[V ∗+ε,V (x(0))]

∇V (x) · F (x).

L'ensemble {x ∈ O : V (x) ∈ [V ∗ + ε, V (x(0))]} est par hypothèse compact. La fonction dans le
membre de droite est continue d'après les hypothèses sur F et V et y atteint donc son maximum.
Celui-ci est donc strictement négatif, d'après l'hypothèse (2.15). Cela implique qu'il existe T (ε)
tel que pour t ≥ T (ε), V (x(t)) ≤ V ∗ + ε. La convergence de V (x(t)) vers V ∗ en découle. Par
ailleurs de toute sous-suite de x(t) on peut extraire un sous-suite convergente, et nécessairement
celle-ci converge vers un point de B, ce qui établit la convergence de d(x(t), B) vers 0.

Pour garantir que le problème (2.11) admet un optimum �ni, il est aisé de véri�er que
l'hypothèse suivante su�t:

∀s ∈ S, ∃x̄s tel que U ′s(x̄s) <
∑
`∈L

As`p`(x̄s). (2.16)

Nous faisons de plus l'hypothèse

∀s ∈ S, Us strictement concave, continument dérivable sur (0,∞), et lim
x→0

U ′s(x) = +∞.
(2.17)

Nous avons alors le

Théorème 2.2. Pour des fonctions de gain κs continues à valeurs strictement positives, des
fonctions d'utilité Us véri�ant (2.17)�(2.16), des fonctions de coût C` convexes et continument
dérivables sur R+, toute solution de l'équation di�érentielle (2.14) converge vers l'unique solution
dans RS+ du problème d'optimisation (2.11).
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Preuve. On note
W (x) =

∑
s∈S

Us(xs)−
∑
`∈L

C`(y`)

la fonction à optimiser dans (2.11), et on pose V = −W .
La dérivée temporelle de V (x(t)) s'écrit d'après (2.14):

d
dtV (x) = −

∑
s∈S

d
dtxs

[
U ′s(xs)−

∑
`∈LAs`C

′
`(y`)

]
= −

∑
s∈S κs(xs)

[
U ′s(xs)−

∑
`∈LAs`p`(y`)

]2
.

Cette dérivée est donc strictement négative sauf en un point x auquel on a

∀s ∈ S, U ′s(xs) =
∑
`∈L

As`p`(y`).

En un tel point la fonction W a un gradient nul, et atteint donc son maximum car elle est
concave. Ce maximum est unique sous l'hypothèse de stricte concavité des Us, qui implique la
stricte concavité de W .

Il ne nous reste plus qu'à véri�er les hypothèses de compacité requises pour conclure en
invoquant le théorème précédent. Pour cela, on remarque que puisque la valeur V (x(t)) décroit
avec t, que d'après (2.16), V (x) → +∞ lorsque x → ∞, la trajectoire x(t) reste nécessairement
dans un compact de RS+, soit K.

Cette propriété combinée avec la condition U ′s(0
+) = +∞ et le caractère continument di�éren-

tiable de C` garantissent l'existence d'un ε > 0 tel que pour tous s ∈ S, t > 0, on ait xs(t) ≥ ε > 0.
Considérant alors pour ensemble O le fermé K ∩ [ε,+∞)S , les ensembles {x ∈ O : V (x) ≤ A}
et {x ∈ O : V (x) ∈ [a,A] sont d'après la continuité de V des intersections de compacts et de
fermés, donc des compacts.

Remarque 2.1. On pourrait préciser des conditions d'existence et d'unicité de solutions des
équations di�érentielles ẋ = F (x) considérées. Par exemple, d'après le théorème de Cauchy-
Lipschitz, il su�t que la fonction F soit Lipschitzienne. Des conditions plus faibles sont possibles,
et s'avèrent nécessaires pour traiter du cas de l'algorithme dual; cf sections 2.4 et 2.6.

2.3 Interprétation du protocole TCP: fonctions d'utilité im-

plicites

Le protocole TCP (Transport Control Protocol) régule les transmissions de paquets de données
sur Internet, notamment pour tout transfert de pages Web (impliquant alors le protocole HTTP)
ou tout transfert de �chiers au moyen du protocole FTP.

Ici nous nous contentons d'une description schématique et partielle de ce protocole (en par-
ticulier on ignore la phase initiale dite de �slow start� et on se concentre sur la phase dite de
�congestion avoidance�), notre but étant de modéliser son opération en termes d'un algorithme
primal tel que précédemment introduit.

Le protocole TCP régule l'envoi de paquets depuis l'expéditeur au moyen d'une �fenêtre de
congestion�, cwnd, qui détermine le nombre de paquets pouvant être transmis avant d'avoir reçu
l'accusé de réception correspondant par le destinataire. Le mécanisme adopté par l'expéditeur
est le suivant. A l'arrivée d'un accusé de réception, la fenêtre de congestion est augmentée d'une
quantité 1/cwnd. Par ailleurs lorsqu'un paquet est perdu en route (ce que l'expéditeur infère
d'après l'absence d'accusés de réception correspondants), la fenêtre de congestion est divisée par
2.
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Pour préciser notre modèle, nous introduisons un paramètre supplémentaire, le temps de
délai aller-retour (RTT pour Round Trip Time) entre l'expédition d'un paquet et la réception
de l'accusé de réception correspondant.

Nous considérons à nouveau un ensemble S de transferts s, chacun ayant un RTT, Ts, supposé
�xe, associé. On adopte un modèle �uide de l'envoi des paquets, xs désignant le débit d'envoi
de ces paquets. L'identi�cation xs = cwnds/Ts est aussi faite. En�n on suppose que le taux
d'arrivée d'accusés de réception est donné par xs, alors que le taux de pertes de paquets est
donné par xs

∑
`As`p`, où p` est le taux de perte au lien `, supposé fonction de la charge totale

y` :=
∑
sA`sxs: p` = C ′`(y`).

Au �nal notre modèle est le suivant:

d

dt
cwnds = Ts

d

dt
xs = xs

1

cwnds
− xs(

∑
`

As`p`)cwnds/2,

le premier terme correspondant au taux d'accroissement de la fenêtre, et le second à son taux de
réduction. Il vient donc

d

dt
xs = T−2

s − 1

2
x2
s

∑
`

As`p` =
x2
s

2

[
2

(xsTs)2
−
∑
`

As`p`

]
. (2.18)

Cette dernière expression est de la forme (2.14) avec comme fonction de gain κs(x) = x2
s/2 et

une fonction d'utilité Us véri�ant U
′
s(xs) = 2

(xsTs)2
. Cela est compatible avec le choix Us(xs) =

wsx
1−α
s /(1 − α) pour ws = 2/T 2

s et α = 2. On peut ainsi interpréter le protocole TCP comme
réalisant implicitement une maximisation d'utilité, et allouant les débits selon un critère de
2-équité pondérée par des poids ws = 2/T 2

s .

Remarque 2.2. Le débit d'équilibre correspondant x∗s est, en notant p(s) =
∑
`As`p` le taux de

perte sur le chemin de l'usager s, donné par

x∗s =

√
2

Ts
√
p(s)
·

Cette dépendance du débit en 1/Ts et en 1/
√
p(s) est véri�ée en pratique, et peut aussi être

retrouvée via une modélisation plus précise du protocole TCP.
Cette dépendance forte du débit réalisé sur le RTT Ts peut éventuellement être problématique:

le débit obtenu depuis un serveur lointain via une �bre optique largement surdimensionnée peut
s'avérer plus faible que le débit obtenu depuis un serveur proche via un lien de faible capacité; un
choix systématique du serveur pour lequel le débit réalisé par TCP est le plus grand peut conduire
à une utilisation ine�cace des ressources disponibles.

Remarque 2.3. L'analyse heuristique de TCP ci-dessus et les modèles d'algorithme primal
précédents peuvent guider la conception de nouveaux algorithmes. Ainsi, si on recherche une al-
location d'équilibre proportionnellement équitable, i.e. une fonction d'utilité Us(xs) = log(xs), on
vise alors à l'équilibre 1/xs = p(s). Pour obtenir cela on peut par exemple remplacer l'adaptation
cwnds ← cwnds/2 lors de la détection de pertes par cwnds ← cwnds − 1/Ts.

Remarque 2.4. Une variante de l'analyse ci-dessus consiste à remplacer le premier terme
xs/cwnds dans l'expression de la dérivée de cwnds par xs(1 − p(s))/cwnds, arguant que seuls
les paquets non perdus induisent un accusé de réception. L'analyse donne alors, posant κs(x) =
T−2
s + x2

s/2:
d

dt
xs = κs(x)

[
1

1 + (xsTs)2/2
− p(s)

]
·
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Cette modi�cation mineure du modèle conduit alors à identi�er comme nouvelle fonction d'utilité

Us(xs) =

√
2

Ts
Arctan(Tsxs/

√
2).

2.4 Dynamiques de gradient: existence et unicité

On considère une fonction F sur Rd+ et des fonctions κi : Rd+ → (0,∞). On dit par abus de
langage que la fonction x satisfait l'équation di�érentielle

d

dt
xi = κi(x)[−∂iF (x)]+xi (2.19)

si la fonction satisfait pour tout t l'équation intégrale

xi(t) = xi(0) +

∫ t

0

κi(x(u))[−∂iF (x(u))]+xi(u)du, (2.20)

où

[a]+b =

{
a si b > 0,
max(0, a) si b = 0,

et si de plus l'intégrale
∫ t

0

∣∣∣κi(x(u))[−∂iF (x(u))]+xi(u)

∣∣∣ du est �nie (on dit alors que la fonction

xi(t) est absolument continue).
Le membre de droite de (2.19) est potentiellement discontinu en x, ce qui rend le théorème

de Cauchy-Lipschitz inapplicable. Pour autant on a:

Théorème 2.3. Soit une fonction F : Rd+ → R ∪ {+∞} convexe, continument di�érentiable
sur chaque ensemble {x : F (x) ≤ A} pour tout A ∈ R. On suppose chacun de ces ensembles
compact. Soient des fonctions κi : Rd+ → (0,∞), supposées minorées au-dessus de 0, continument
dérivables de dérivées uniformément bornées et strictement positives.

Alors l'équation (2.19) admet une unique solution pour chaque condition initiale x(0) ∈ Rd+.
De plus la valeur F (x(t)) décroit avec t vers F ∗, la valeur minimale de F sur Rd+. Si la

fonction F admet un unique minimiseur x∗ sur Rd+, alors limt→∞ x(t) = x∗.

La preuve du théorème 2.3 est donnée en �n de chapitre. Elle fait appel à certains outils
d'analyse fonctionnelle qui seront cités sans preuve et ne seront pas utilisés par la suite.

Remarque 2.5. Le théorème précédent montre comment le calcul di�érentiel �intuitif � peut trou-
ver un cadre rigoureux pour une dynamique de descente de gradient lorsqu'on cherche à minimiser
une fonction convexe régulière sur Rd+. Par ailleurs la construction discrète utilisée pour prouver
l'existence donne un schéma itératif qui pourrait être implémenté au moins approximativement
de manière distribuée.

2.5 Lagrangien, dualité et multiplicateurs de Lagrange

On considère le problème d'optimisation

Minimiser J(x) (2.21)

sur x ∈ C0 (2.22)

tel que ∀` ∈ L, f`(x) ≤ 0 (2.23)
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pour un ensemble convexe C0 ⊂ RS , et des fonctions J , f` convexes et di�érentiables sur C0.
On dé�nit le Lagrangien de ce problème comme la fonction

L(x, λ) = J(x) +
∑
`∈L

λ`f`(x), x ∈ C0, λ ∈ RL+. (2.24)

Les poids non-négatifs λ` ci-dessus sont appelés multiplicateurs de Lagrange associés à la con-
trainte correspondante f`(x) ≤ 0 dans (2.21).

On dé�nit le problème dual suivant associé à (2.21):

Maximiser D(λ) (2.25)

sur λ ∈ RL+, (2.26)

où par dé�nition
D(λ) := inf

x∈C0
L(x, λ). (2.27)

Pour tout x solution faisable de (2.21), et tout λ ≥ 0, on a

L(x, λ) ≤ J(x) (2.28)

et donc, notant J∗ etD∗ les valeurs optimales de (2.21) et (2.25) respectivement, il vientD∗ ≤ J∗.
Dé�nition 2.2. Un vecteur λ∗ ≥ 0 est dit de Kuhn-Tucker si pour tout x ∈ C0 on a

L(x, λ∗) ≥ J∗. (2.29)

Le théorème suivant est une version particulière du théorème de Kuhn-Tucker; pour un traite-
ment plus en profondeur, consulter par exemple [13].

Théorème 2.4. Supposons qu'il existe un vecteur de Kuhn-Tucker λ∗. Alors
(i) λ∗ est solution optimale du problème dual et D∗ = J∗.
(ii) Un point x∗ qui réalise le minimum dans (2.21) réalise le minimum de L(x, λ∗) sur

x ∈ C0.
(iii) Pour un vecteur x∗ ∈ int(C0) solution optimale de (2.21), auquel les fonctions J , f` sont

di�érentiables, on a les deux propriétés suivantes:

∀` ∈ L, λ∗`f`(x∗) = 0, (complémentarité) (2.30)

∇J(x∗) +
∑
`∈L

λ∗`∇f`(x∗) = 0, (stationnarité) (2.31)

(iv) Supposant que pour un vecteur λ∗ (qu'on ne suppose plus a priori de Kuhn-Tucker) et un
point x∗ ∈ C0 satisfaisant les contraintes f`(x

∗) ≤ 0 on a complémentarité et stationnarité, alors
λ∗ est de Kuhn-Tucker, et x∗ est solution optimale.

Preuve. (i) La propriété (2.29) garantit que D(λ∗) ≥ J∗. Le résultat vient alors de ce que
D∗ ≤ J∗.

(ii) En combinant (2.29) et (2.28) il vient que x∗ solution optimale de (2.21) minimise L(x, λ∗)
sur C0.

(iii) D'après (ii), au point x∗ on a nécessairement la propriété de stationnarité, qui exprime
que le gradient de L(x, λ∗) par rapport à x s'annule en x∗. Par ailleurs, on a J(x∗) = L(x∗, λ∗)
et donc chacun des termes λ∗`f`(x

∗), qui sont nécessairement non positifs puisque x∗ satisfait les
contraintes f`(x

∗) ≤ 0 et λ∗ ≥ 0, doit être nul. C'est la propriété de complémentarité.
(iv) Si x∗ satisfait la propriété de stationnarité alors la fonction convexe x → L(x, λ∗) est

minimisée en x∗. Puisque x∗ satisfait les contraintes f`(x
∗) ≤ 0, la contrainte de complémentarité

implique que L(x, λ∗) ≥ L(x∗, λ∗) = J(x∗) ≥ J∗. λ∗ est de Kuhn-Tucker. De plus pour tout x
solution faisable de (2.21) on a J(x) ≥ L(x, λ∗) ≥ L(x∗, λ∗) = J(x∗) d'où l'optimalité de x∗.
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Remarque 2.6. La preuve s'adapte facilement pour établir une version plus générale du théorème,
selon laquelle on remplace la condition x∗ ∈ int(C0) dans (iii) par x∗ ∈ C0, auquel cas on doit
redé�nir la stationnarité de x∗ comme

∀x ∈ C0,

〈
x− x∗,∇J(x∗) +

∑
`∈L

λ∗`∇f`(x∗)

〉
≤ 0.

Cette modi�cation est nécessaire pour traiter du cas d'optima réalisés à la frontière du domaine
C0.

Nous donnons pour �nir une condition su�sante pour l'existence d'un vecteur λ∗ de Kuhn-
Tucker.

Lemme 2.1. Supposons que la valeur J∗ est �nie (J∗ > −∞) et l'existence d'un vecteur x̂ ∈ C0

tel que pour tout ` ∈ L, f`(x̂) < 0. Alors il existe un vecteur de Kuhn-Tucker λ∗.

Preuve. On considère l'ensemble

C1 := {(z0, (z`)`∈L) ∈ R1+|L| : ∃x ∈ C0 tel que J(x)− J∗ < z0 et∀` ∈ L, f`(x) ≤ z`}.

Cet ensemble est non vide: il contient par exemple le vecteur (J(x̂)− J∗ + 1, (f`(x̂))`∈L). Il est
par ailleurs convexe (véri�cation aisée). On considère aussi l'ensemble C2 = (R−)1+|L|, lui aussi
non vide et convexe. Leur intersection est vide, car sinon il existerait un vecteur x ∈ C0 tel que
J(x) < J∗ et ∀` ∈ L, f`(x) ≤ 0, ce qui contredit le caractère optimal de J∗. On a alors (cf.
par exemple corollaire 2.3 p. 22, poly de R.O. de J.F. Bonnans et S. Gaubert) l'existence d'une
forme linéaire q 6= 0 telle que

∀z1 ∈ C1, z2 ∈ C2, q · z1 ≥ q · z2.

Les coordonnées qi sont nécessairement non négatives, car sinon en faisant varier z2 dans C2 on
pourrait obtenir toutes les valeurs de R+ pour le membre de droite. Le résultat de séparation
s'exprime alors comme l'existence de poids qi non tous nuls, non négatifs, tels que pour tout z1

dans C1, on a

q · z1 ≥ 0.

Reprenant la dé�nition de C1, cela implique que pour tout x ∈ C0, on a

q0(J(x)− J∗) +
∑
`∈L

q`f`(x) ≥ 0.

En choisissant x = x̂ dans cette expression, il vient que nécessairement q0 > 0. Posant λ∗` = q`/q0,
on obtient �nalement le vecteur λ∗ de Kuhn-Tucker recherché.

Exercice 2.2. Montrer que lorsque α→ 1, l'allocation α-équitable avec poids identiques converge
vers l'allocation proportionnellement équitable.

Exercice 2.3. Montrer que lorsque α → ∞, l'allocation α-équitable tend vers l'allocation max-
min équitable.
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2.6 Un algorithme dual

L'algorithme primal (2.14) est applicable dans le cas de contraintes relaxées de capacité, carac-
térisées par les fonctions de coût C` et leurs dérivées p`. L'algorithme dual de cette section permet
de traiter le cas de contraintes strictes de capacité, i.e. de résoudre le problème d'optimisation
d'origine (2.7).

On remarque que la contrainte de capacité stricte correspond à un cas limite où la fonction
de coût vaut 0 pour un argument ≤ C`, et +∞ pour un argument > C`.

En changeant les signes pour se ramener à une minimisation convexe plutôt qu'une maximi-
sation concave, par dé�nition le problème dual de (2.7) est dé�ni comme suit:

Minimiser D(λ) (2.32)

sur λ ∈ RL+, (2.33)

où

D(λ) := sup
x∈RS+

∑
s∈S

Us(xs) +
∑
`∈L

λ`[C` −
∑
s∈S

As`xs].

Nous allons appliquer le théorème 2.4 et le lemme 2.1 pour établir

Théorème 2.5. Supposons les fonctions Us(x) concaves et di�érentiables sur R+, avec U
′
s(0+) =

+∞. Alors il existe un unique vecteur x∗ ∈ (0,+∞)S qui réalise l'optimum dans (2.7), et il existe
un vecteur λ∗ de Kuhn-Tucker associé tel que

∀s ∈ S, U ′s(x∗s) =
∑
`∈L

A`sλ
∗
` , (2.34)

∀s ∈ S, ∀` ∈ L, λ∗` [C` −
∑
s∈S

As`x
∗
s] = 0. (2.35)

Preuve. La condition U ′s(0+) = +∞ garantit que la fonction objectif
∑
s∈S Us(xs) admet un

optimum x∗ dans (0,∞)S , et donc les fonctions objectif et contrainte sont bien di�érentiables en
ce point. De plus les conditions du lemme 2.1 sont aussi véri�ées. L'existence d'un vecteur de
Kuhn-Tucker λ∗ en découle. Le théorème 2.4 (iii) s'applique alors et donne le résultat recherché.

Explicitons le problème dual. Supposons

Us strictement concave, continument dérivable, U ′s(0+) = +∞, U ′s(+∞) = 0.

Sous ces hypothèses, U ′s est continue dérivable, strictement décroissante, et envoie (0,+∞) sur
lui-même. Le bijection réciproque gs := U ′s

−1 est donc bien dé�nie, décroissante, et envoie encore
(0,∞) sur lui-même. Pour λ tel que ∀s, λs :=

∑
`As`λ` > 0, on a alors

D(λ) =
∑
s∈S

Us(gs(λ
s)) +

∑
`∈L

λ`[C` −
∑
s∈S

As`gs(λ
s)].

L'algorithme dual que nous considérons prend alors la forme suivante. A tout instant t (on omet
de représenter la dépendance des xs et des λ` en t), on pose

xs = gs(λ
s), (2.36)
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i.e. les sources de tra�c adaptent instantanément leur débit xs pour maximiser L(x, λ). Les
ressources ` ∈ L adaptent leur paramètre selon la dynamique

d

dt
λ` = κ`(λ)[

∑
s∈S

A`sxs − C`]+λ` . (2.37)

Voyons en quoi cette équation s'interprète comme une descente de gradient pour la minimisation
de la fonction D(λ). On a

∂

∂λ`
D(λ) =

[
C` −

∑
s∈S

As`xs

]
+
∑
s∈S

∂

∂λ`
(xs)

[
U ′s(xs)−

∑
`′∈L

As`′λ`′

]
.

Le second terme est nul d'après le choix (2.36). On a donc bien un gradient projeté, et le
théorème 2.3 de la section précédente s'applique, modulo des hypothèses techniques adéquates
de régularité et positivité des fonctions κ`, Us impliquées.

Remarque 2.7. En prenant comme facteur de gain κ` ≡ 1, la dérivée de λ` devient [
∑
s∈S A`sxs−

C`]
+
λ`

dans la dynamique de gradient (2.37). On peut interpréter cette dynamique comme celle de
la quantité de données en attente à l'entrée du lien `: le terme

∑
s∈S A`sxs−C` est la di�érence

entre le taux d'arrivée et le taux de service de données au lien `. Et de même que la quantité
de données en attente pour être transmises le long de `, le multiplicateur est contraint à prendre
des valeurs non négatives par l'opération [·]+λ` .

Ainsi la �le d'attente en entrée du lien émule naturellement une dynamique de gradient pour
le problème dual.

Une implémentation possible de l'algorithme dual est alors comme suit. La source s, pour
réguler son débit d'envoi xs selon (2.36) utilise en guise de λs =

∑
`∈LAs`λ` le volume de tra�c

envoyé, et encore en attente à l'un des liens ` tels que As` = 1. Une telle approche sous-tend la
variante TCP-Vegas du protocole TCP.

2.7 Preuve du théorème 2.3

Preuve. Théorème 2.3, existence: On �xe un pas de temps ε > 0. On construit par récurrence
x(n), n ∈ N, démarrant avec la condition initiale x(0) et posant

xi(n+ 1) =

{
xi(n) si n 6= i(mod d),
max(0, argminz∈Ii(n)(F (x−i(n), z)) si n = i(mod d),

où, on a dé�ni Ii(n), posant bi(n) = xi(n)− dεκi(x(n))∂iF (x(n)), par

Ii(n) := [max(0,min(xi(n), bi(n))),max(xi(n), bi(n))].

En d'autres termes on met à jour de manière cyclique chacune des d coordonnées, en adaptant une
coordonnée i par une modi�cation de taille au plus |dεκi(x(n))∂iF (x(n)))|, de façon à minimiser
F , tout en maintenant cette coordonnée dans R+.

Par construction, F (x(n)) est décroissante. La suite des x(n) reste donc dans l'ensemble
supposé compact {x ∈ Rd+ : F (x) ≤ F (x(0))}. On a aussi supposé F continument dérivable
sur un tel ensemble. Le gradient de F évalué en x(n) reste donc borné uniformément en n. Les
di�érences x(n) − x(n − 1) ont donc une norme majorée par εC pour une constante C, et ce
uniformément en n et en ε. Le lemme 2.2 ci-dessous implique donc que la suite de fonctions

x(ε)(t) = x(n), t ∈ [nε, (n+ 1)ε),
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admet une sous-suite convergeant uniformément sur tout intervalle compact [0, T ] lorsque ε→ 0
vers une limite Lipschitzienne.

Soit x une telle fonction limite d'une sous-suite des fonctions x(ε). On veut établir que x
satisfait la représentation intégrale (2.20). Pour ce faire on �xe i ∈ [d]. Pour tout s ∈ (0, t), on
écrit

xi(s+ h)− xi(s) = lim
ε→0

εd
∑

n:s≤εn≤s+h

argminz∈Ii(n)(F (x−i(n), z))1n=d(mod d).

On distingue selon plusieurs cas.
Cas 1: xi(s) > 0. Par continuité de ∂iF , et continuité de la trajectoire limite x, la limite

vaut, pour h > 0 assez petit, −h∂iF (x(s)) + o(h). La dérivée en s de xi existe donc et vaut
−∂iF (x(s)).

Cas 2: xi(s) = 0 et ∂iF (x(s)) ≥ 0. La limite vaut alors, encore par continuité de ∂iF et
continuité de la trajectoire limite x, o(h). La dérivée à droite en s de xi existe donc et vaut
0 = max(0,−∂iF (x(s))).

Cas 3: xi(s) = 0 et ∂iF (x(s)) < 0. La limite vaut alors −h∂iF (x(s)) + o(h). La dérivée à
droite existe alors, et est strictement positive car égale à −∂iF (x(s)). Mais dans ce cas la dérivée
à gauche de xi en s ne saurait être strictement positive, car cela impliquerait xi(s− h) < 0 pour
h > 0 assez petit. On est donc en un point de non dérivabilité de la trajectoire.

Pour conclure que la représentation intégrale est satisfaite on invoque le théorème de Rademacher,
selon lequel toute fonction Lipschitzienne est presque partout dérivable, et égale à l'intégrale de
sa dérivée.

Nous citons sans preuve le Lemme suivant. Il s'agit d'une variante du théorème d'Arzela-
Ascoli. Ce dernier caractérise les suites de fonctions continues fn sur [0, T ] qui sont compactes
pour la topologie de la convergence uniforme. Pour une preuve on pourra consulter [14].

Lemme 2.2. Soit une suite de fonctions fn : (0, T ) → R telle que, pour une constante M > 0
et une suite {σn}n≥0 tendant vers 0 dans R, on a les propriétés suivantes:

(i) {fn(0)}n≥0 est bornée;
(ii) ∀s, t ∈ [0, T ], |fn(t)− fs(t)| ≤M |t− s|+ σn.

Alors la suite fn admet une sous-suite qui converge uniformément sur [0, T ] vers une fonction
limite, qui est M -Lipschitzienne sur [0, T ].

Preuve. Théorème 2.3, unicité: Soient x, x̃ deux solutions issues de la même condition initiale
x(0).

On dé�nit la fonction

f(t) :=

d∑
i=1

gi(x(t))(xi(t)− x̃i(t))2,

où on a posé gi = 1/κi. Cette fonction est alors absolument continue, presque partout dérivable
de dérivée

f ′(t) = 2
∑d
i=1(xi(t)− x̃i(t))[−∂iF (x(t))]+xi(t) −

gi(x(t))
gi(x̃(t) [−∂iF (x̃(t))]+x̃i(t)

+
∑d
i=1(xi(t)− x̃i(t))2Di(t),

où Di(t) est la dérivée en temps de gi(x(t)). D'après hypothèses de régularité (continument
dérivables) et de minoration au-dessus de 0 sur les κi , le deuxième terme est majoré par bf(t)
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pour une constante b ≥ 0. On décompose le premier terme comme somme de

A(t) := 2

d∑
i=1

(xi(t)− x̃i(t)){[−∂iF (x(t))]+xi(t) − [−∂iF (x̃(t))]+x̃i(t)},

et

B(t) = 2

d∑
i=1

(xi(t)− x̃i(t))[1−
gi(x(t))

gi(x̃(t))
][−∂iF (x̃(t))]+x̃i(t).

A nouveau des hypothèses de régularité sur les κi et donc les gi nous permettent de majorer B(t)
par bf(t) pour une constante b ≥ 0. Considérons en�n A(t). Le vecteur −{−∂iF (x(t))]+xi(t)} est
un sous-gradient (cf. [13]) en x(t) de la fonction convexe valant F sur Rd+ et +∞ ailleurs. De
même, le vecteur {−[−∂iF (x̃(t))]+x̃i(t) est un sous-gradient de cette fonction en x̃. La propriété

de monotonie du sous-gradient des fonctions convexes (cf. [13]) garantit donc que A(t) ≤ 0. Il
s'en suit que

f ′(t) ≤ bf(t),

et donc puisque f(0) = 0,

f(t) ≤ b
∫ t

0

f(s)ds.

Le lemme de Gronwall (cf. ci-dessous) entraine alors que f(t) ≤ 0. Ceci implique l'unicité
annoncée.

Lemme 2.3. (Gronwall). Soit une fonction f : [0, T ] → R telle que pour deux constantes
a, b ≥ 0, on a

∀t ∈ [0, T ], f(t) ≤ a+ b

∫ t

0

f(s)ds.

Alors:
f(t) ≤ aebt.

Preuve. Posant g(t) = e−bt
∫ t

0
f(s)ds, on a par hypothèse

g′(t) ≤ ae−bt.

En intégrant (on peut supposer b > 0 car pour b = 0 le résultat est trivial), ceci donne

g(t) = e−bt
∫ t

0

f(s)ds ≤ a

b
(1− e−bt),

qui entraine

a+ b

∫ t

0

f(s)ds ≤ ebt.

Le résultat en découle après une nouvelle utilisation de l'hypothèse.

Preuve. Théorème 2.3, convergence vers un minimiseur: La valeur F (x(t)) décroit avec
t, puisqu'elle décroit sur la construction discrète utilisée pour prouver l'existence de la solution
x(t). Soit x∗ un minimiseur de F sur Rd+. Soit x(t) ∈ Rd+ tel que F (x(t)) < ∞ un point de la
trajectoire. Puisque la fonction convexe s→ F ((1− s)x(t) + sx∗) est au-dessus de sa tangente,
on a:

F (x∗) ≥ F (x(t)) +
∑
i

(x∗i − xi)∂iF (x(t)) ≥ F (x(t))−
∑
i

(x∗i − xi(t))[−∂iF (x(t))]+xi(t). (2.38)
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Ici on a utilisé le fait que pour xi(t) = 0, alors

(x∗i − xi(t))∂iF (x(t)) = −x∗i (−∂iF (x(t))) ≥ −x∗i max(0,−∂iF (x(t))).

Ce même argument établit que {−[−∂iF (x))+
xi}i=1,...,d est un sous-gradient de F en x.

On a par ailleurs

d

dt
F (x(t)) =

∑
i

∂iF (x(t))κi(x(t))[−∂iF (x(t))]+xi(t) ≤ −κmin
∑
i

(
[−∂iF (x(t))]+xi(t)

)2

.

D'après (2.38) et l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

F (x(t))− F (x∗) ≤ ||x∗ − x(t)|| · ||[−∂iF (x(t))]+xi(t)||.

Pour un ε > 0 tel que F (x(t)) ≥ F (x∗) + ε, cela donne donc, notant C l'ensemble compact des
x tels que F (x) ≤ F (x(0)):

d

dt
F (x(t)) ≤ −κmin min

x∈C
(||x− x∗||−2(F (x(t))− F (x∗))2 ≤ −κmin min

x∈C
(||x− x∗||−2ε2.

On conclut donc que pour tout ε, au bout d'un temps �ni, F (x(t)) ≤ F (x∗) + ε.
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Chapitre 3

Chaînes de Markov

Le traitement des chaînes de Markov dans ce chapitre est volontairement succinct. Le lecteur
pourra consulter par exemple les cours [3] et [12], ou le livre [2] pour un traitement plus approfondi
et pour les résultats énoncés ici sans preuve.

3.1 Chaînes de Markov

On considère un ensemble dénombrable (�ni ou in�ni) E.
Une matrice P = (pij)i,j∈E est dite de probabilités de transition si pij ≥ 0 et

∑
k∈E pik = 1

pour tous i, j ∈ E.
Une chaîne de Markov de probabilités de transition P est une suite {Xn}n∈N de variables

aléatoires qui véri�e la propriété suivante: pour tout n > 0, toute suite xn0 := {x0, . . . , xn} ∈
En+1, on a

P(Xn = xn|Xn−1
0 = xn−1

0 ) = P(Xn = xn|Xn−1 = xn−1) = pxn−1xn . (3.1)

Notant {νx}x∈E la loi de X0, on a alors la factorisation, pour tout xn0 ∈ En+1:

P(Xn
0 = xn0 ) = νx0

n∏
i=1

pxi−1xi . (3.2)

On note Pν la loi de la chaîne correspondante, et Eν l'espérance sous cette loi. On note Px la
loi de la chaîne conditionnellement à X0 = x, et Ex l'espérance sous cette loi. On a alors pour
toute loi ν sur E, en conditionnant par rapport à la valeur x de X0:

Pν =
∑
x∈E

νxPx.

De l'équation (3.2) on obtient immédiatement pour tous n,m tels que 1 ≤ n ≤ m, et tout
xn+m

0 ∈ En+m+1 tel que P(Xn = xn) > 0:

P(Xn+m
0 = xn+m

0 |Xn = xn) = P(Xn−1
0 = xn−1

0 |Xn = xn)P(Xn+m
n+1 = xn+m

n+1 |Xn = xn).

En d'autres termes, pour une chaîne de Markov, conditionnellement à sa valeur présente (Xn),
son passé (Xn−1

0 ) est indépendant de son futur (Xn+m
n+1 ).

23
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Exemple 3.1. Supposons donnée une suite de variables aléatoires i.i.d. (indépendantes, iden-
tiquement distribuées) {Yn}n∈N à valeurs dans un espace F , indépendantes de la variable aléatoire
X0 à valeurs dans E. Alors, pour toute fonction f : E × F → F , la suite dé�nie par récurrence
par

Xn = f(Xn−1, Yn)

est une chaîne de Markov, dont on pourra (exercice) expliciter la matrice P de probabilités de
transition en fonction de f et de la loi des Yn.

Réciproquement, étant donnée une matrice de transition P , en prenant une suite {Yn}n∈N de
variables aléatoires i.i.d. uniformément distribuées sur [0, 1], on peut construire (exercice) une
fonction f : E × [0, 1] → E telle que la construction par récurrence ci-dessus est une chaîne de
Markov de matrice de transition P .

3.2 Propriétés fondamentales

Dans la suite, sauf mention contraire on dénote par Fn la tribu engendrée par les variables
aléatoires Xn

0 , soit Fn = σ(Xn
0 ).

Dé�nition 3.1. Une telle suite {Fn}n≥0 de tribus ordonnée pour l'inclusion (i.e. Fn ⊂ Fn+1)
est appelée �ltration. On appelle Fn-temps d'arrêt un temps aléatoire T à valeurs dans N tel que
pour tout n ∈ N, {T = n} ∈ Fn. De manière équivalente, il existe pour tout n ∈ N une fonction
φn : En+1 → {0, 1} telle que

1T=n = φn(Xn
0 ).

Théorème 3.1. (Propriété de Markov forte) Pour une chaîne de Markov {Xn}n≥0 de matrice
de transition P et un Fn-temps d'arrêt associé, conditionnellement à T <∞ et XT = x, la suite
X∞T est une chaîne de Markov de matrice de transition P issue de x, et indépendante de XT

0 .

Dé�nition 3.2. On note Tx = inf{n > 0 : Xn = x}. Un état x est dit récurrent (respective-
ment, récurrent positif) si et seulement si Px(Tx < +∞) = 1 (respectivement, Ex(Tx) < +∞).
Il est dit transient si et seulement si il n'est pas récurrent,.i.e. Px(Tx < +∞) < 1.

On note pnxy := Px(Xn = y) la probabilité d'atteindre y depuis x en n étapes, et Nx :=∑
n>0 1Xn=x le nombre total de visites à x après l'instant n = 0.

Proposition 3.1. (i) Les assertions suivantes (a), (b), (c) sont équivalentes: (a) x est récurrent;
(b) Nx = +∞ Px-presque sûrement; (c) Ex(Nx) =

∑
n>0 p

n
xx = +∞.

(ii) Les assertions suivantes (a'), (b'), (c') sont équivalentes: (a') x est transient; (b') Nx <
+∞ Px-presque sûrement; (c') Ex(Nx) =

∑
n>0 p

n
xx < +∞.

Preuve. On note Tx,1 := Tx et pour k > 1, Tx,k := inf{n > Tx,k−1 : Xn = x} le k-ème instant
positif de visite de la chaîne à l'état x. On pose θ = Px(Tx <∞).

Nx est le nombre de k tels que Tx,k <∞. D'après la propriété de Markov forte et le fait que
XTx,k = x, on a

Px(Tx,k <∞) = Ex(1Tx,k−1<∞1Tx,k<∞) = θPx(Tx,k−1 <∞),

d'où par récurrence
Px(Tx,k <∞) = θk.

Si (a) est véri�ée, alors θ = 1 et donc avec probabilité 1, Nx = +∞. (b) implique immédiatement
(c). Pour (i) il reste à prouver (c)⇒ (a) ou de manière équivalente (a′)⇒ (c′).
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Si θ < 1, on a

Ex(Nx) =
∑
k≥0

Px(Nx > k) =
∑
k>0

Px(Tx,k <∞) =
∑
k>0

θk < +∞,

soit précisément (a′)⇒ (c′).

Par négation de (i) on obtient (a′) ⇔ (c′) ⇔ (b′′) avec (b�): Px(Nx < ∞) > 0. Or il est
immédiat que (b′)⇒ (b′′), et que (c′)⇒ (b′), d'où le résultat.

Exemple 3.2. (Marche aléatoire sur N)

Pour une séquence i.i.d. de variables aléatoires ∆n à valeurs dans Z, on construit la marche
aléatoire correspondante Sn en posant

Sn+1 = max(0, Sn + ∆n).

Supposant que E(∆n) > 0, montrons que la marche aléatoire est transiente. Notant δ = E∆n >
0, d'après la loi forte des grands nombres on a la limite presque sûre

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

∆i = δ.

Nécessairement, il existe alors n0 ∈ N un instant (aléatoire) tel que

n ≥ n0 ⇒
n∑
i=1

∆i ≥ n
δ

2
·

Notons Z := infn∈N
∑n
i=1 ∆i − nδ/2. D'après ce qui précède, Z > −∞ avec probabilité 1. On

écrit alors, pour s > 0:

P(∃n ≥ 0 : Sn = 0|S0 = s) = P(∃n ≥ 0 : s+
∑n
i=1 ∆i ≤ 0)

≤ P(∃n ≥ 0 : Z + nδ/2 + s ≤ 0)
= P(s ≤ −Z).

Cette quantité est strictement inférieure à 1 pour s assez grand. En fait, elle tend vers 0 lorsque
s → ∞. On peut en déduire que l'état 0 est transient: partant de 0, avec probabilité positive on
excède un niveau s donné en un nombre �ni d'étapes, puisque nécessairement P(∆i > 0) > 0.
En�n, la probabilité de ne jamais retourner en 0 après cet instant est strictement positive d'après
ce qui précède.

Dé�nition 3.3. La chaîne est dite irréductible si pour tous x, y ∈ E il existe un entier n > 0
et une suite xn0 ∈ En+1 avec x0 = x, xn = y telle que

n∏
i=1

pxi−1xi > 0.

Lemme 3.1. Pour une chaîne irréductible, si un état x ∈ E est récurrent (respectivement,
récurrent positif), alors tous les états y ∈ E le sont aussi. On dit alors que la chaîne est
irréductible récurrente (respectivement récurrente positive). On la dit transiente si et seulement
si elle n'est pas récurrente.
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Preuve. Supposons x récurrent. Soit y ∈ E. L'irréductibilité garantit l'existence de n1, n2 tels
que pn1

yx > 0, pn2
xy > 0. L'inégalité ∑

n≥0

pnyy ≥
∑
n>0

pn1
yxp

n
xxp

n2
xy

est aisément véri�ée, et la proposition 3.1 nous donne que le membre de droite est in�ni. Le
membre de gauche l'est aussi. y est donc lui aussi récurrent.

Supposons x récurrent positif et y ∈ E quelconque. On note τk = Tx,k − Tx,k−1 la durée de
la k-ème excursion depuis x, et Zk = 1

y∈X
Tx,k
Tx,k−1

l'indicatrice du fait qu'on visite y pendant cette

excursion. En�n on note U le premier instant Tx,k après lequel on a visité y, et V l'instant Tx,k
postérieur à U tel qu'on a à nouveau visité y entre U et V .

La propriété de Markov forte donne que V − U et U ont même distribution. Comme deux
visites ont été faites à y à l'instant V , elle donne aussi que V majore une variable aléatoire de
distribution Py(Ty ∈ ·). Il vient donc

Ey(Ty) ≤ Ex(V ) = 2Ex(U) =
∑
k≥1

Ex(τk;Z1 = . . . = Zk−1 = 0) =
∑
k≥1

Ex(Tx)θk−1,

où θ := Px(Z1 = 0). Nécessairement θ < 1 car sinon on aurait Px(Ty <∞) = 0 ce qui est exclus
par irréductibilité. Donc Ey(Ty) <∞ comme annoncé.

Exemple 3.3. Soit un graphe G = (V,E) avec un ensemble dénombrable de sommets V . Notant
dx le nombre de sommets adjacents dans G au sommet x, ou degré de x dans G, et supposant
que ∀x ∈ V, dx < ∞, on pose pxy = d−1

x 1x∼y, où x ∼ y signi�e que xet y sont voisins dans G
(i.e. (x, y) ∈ E).

La chaîne de Markov {Xn} correspondante est une promenade aléatoire sur les sommets
du graphe, où à chaque étape n on saute d'un sommet Xn vers un nouveau sommet choisi
uniformément au hasard parmi les voisins de Xn. On a alors irréductibilité si et seulement si le
graphe est connexe.

Dé�nition 3.4. La période d'un état x ∈ E est dé�nie comme le PGCD des entiers n tels que
Px(Xn = x) = pnxx > 0.

L'état x est dit apériodique si sa période vaut 1.

Proposition 3.2. Pour une chaîne irréductible, chaque état a la même période. Une chaîne
irréductible est alors dite apériodique si l'un, et alors chacun, de ces états a pour période 1.

Preuve. Soient x, y deux états de périodes respectives dx, dy. En particulier l'ensemble des n
tels que pnxx > 0 est inclus dans dxN. Soient r, s tels que prxy > 0 et psyx > 0. Alors pr+sxx > 0
d'où dx|r + s. Par ailleurs pour tout n tel que pnyy > 0, on a aussi pr+n+s

xx ≥ prxyp
n
yyp

s
yx > 0, et

donc dx|r + s + n. Il vient alors dx|n, d'où dx|dy. En échangeant les rôles de x et y on a aussi
dy|dx, d'où le résultat.

Dé�nition 3.5. La loi de probabilité π sur E est dite stationnaire, ou invariante, pour la
matrice de transition P si et seulement si

∀x ∈ E, πx =
∑
y∈E

πypyx.

Remarque 3.1. Par la même relation on dé�nit aussi une mesure π non négative invariante,
cette mesure étant potentiellement de masse totale in�nie.
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Le terme �distribution stationnaire� est justi�é par le fait que, étant donnée π une distribution
stationnaire pour la matrice de transitions P , si X0 est distribué selon π, alors chaque Xn est
distribué selon π, ce qui se véri�e aisément. On a en fait l'identité en loi, pour tous n, k:

Pπ((Xk
0 ∈ ·) = Pπ(Xn+k

n ∈ ·).

Les théorèmes suivants sont fondamentaux. Pour leur preuve, consulter [3], théorème 4.6, ou
encore [12] Propositions 4.18 et 4.19, théorème 4.20, ou encore [2], théorèmes 3.2 et 3.4.

Théorème 3.2. Une chaîne de Markov ayant un état x récurrent admet une mesure (pas néces-
sairement de masse totale �nie) invariante ν, donnée par la formule

νy := Ex

Tx∑
n=1

1Xn=y.

Si la chaîne est irréductible, cette mesure invariante est unique à une constante multiplicative
près.

Théorème 3.3. (Théorème ergodique). Une chaîne de Markov irréductible de matrice de tran-
sition P admet une loi invariante π si et seulement si elle est récurrente positive. On dit alors
que la chaîne est ergodique. La loi invariante est unique, donnée par

∀x, y ∈ E, πx =
1

Ex(Tx)
=
Ey

∑Ty
n=1 1Xn=x

EyTy
· (3.3)

et pour toute fonction f telle que
∑
x∈E πx|f(x)| < +∞, on a la convergence presque sûre, ou

théorème ergodique (les moyennes en temps sont égales aux moyennes en espace):

lim
n→∞

1

n

n∑
m=1

f(Xm) =
∑
x∈E

πxf(x). (3.4)

On a en�n:

Théorème 3.4. Pour une chaîne de Markov X∞0 ergodique (i.e., irréductible, récurrente posi-
tive), supposée de plus apériodique, on a alors la convergence en loi suivante pour toute loi initiale
ν:

lim
n→∞

Pν(Xn = x) = πx,

On a une forme de réciproque de ce dernier théorème et du théorème ergodique avec le résultat
suivant:

Théorème 3.5. Une chaîne de Markov irréductible non ergodique (i.e. transiente ou récurrente
nulle) est telle que pour tout x ∈ E:

lim
n→∞

P(Xn = x) = 0. (3.5)

Dans le cas transient, ce résultat est une conséquence directe de la proposition 3.1. En e�et,
pour x transient, la somme

∑
n≥1 p

n
xx est �nie, et donc a fortiori limn→∞ pnxx = 0. On peut alors

écrire, d'après la propriété de Markov forte,

P(Xn = x) =

n∑
k=0

P(Tx = k)pn−kxx .

La conclusion s'obtient alors en invoquant le théorème de convergence dominée.
Le résultat dans le cas récurrent nul est plus délicat à établir. Bien que classique, il n'est pas

toujours explicité dans les ouvrages de référence. Pour sa preuve, on peut consulter le Théorème
2.2, p.9 dans [2], ou les pages 39-40 de [10].
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3.3 Critères d'ergodicité et de non-ergodicité

Nous donnons ici des critères d'ergodicité ou de transience / récurrence nulle de chaînes de
Markov qui ne nécessitent pas de déterminer de mesure stationnaire. La méthode consiste à
trouver une �fonction d'énergie� adaptée au processus considéré et à établir que l'évaluation de
cette fonction en l'état de la chaîne a tendance à croître (transience) ou décroître (ergodicité).
En cela elle s'apparente à la méthode de Lyapunov pour prouver la convergence de solutions
d'équations di�érentielles.

Théorème 3.6. (Critère de Foster-Lyapunov: ergodicité, temps discret). Soit {Xn}n≥0 une
chaîne de Markov irréductible sur l'espace discret E de matrice de probabilités de transition P .
Si il existe une fonction V : E → R+ telle que pour des constantes ε > 0 et b, et un ensemble
�ni K ⊂ E, et tout x ∈ E on ait

E(V (Xn+1)− V (Xn)|Xn = x) ≤
{
−ε, x /∈ K,
b− ε, x ∈ K,

alors la chaîne est ergodique.

Preuve. Pour tout instant n ≥ 0 on a

E(V (Xn+1)− V (Xn)|Xn) ≤ −ε+ b1Xn∈K .

Sommant de n = 0 à N − 1 pour un N ∈ N arbitraire on a donc

E(V (XN )− V (X0)) + εN ≤ b
N−1∑
n=0

P(Xn ∈ K).

Il vient donc

1

N

N−1∑
n=0

P(Xn ∈ K) ≥ ε

b
− EV (X0)

bN
·

Il vient donc

lim inf
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

P(Xn ∈ K) ≥ ε

b
> 0.

Pour conclure, invoquons le théorème 3.5: si la chaîne est non-ergodique, pour tout x ∈ K, on a

lim
n→∞

P(Xn = x) = 0,

et donc

lim sup
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

P(Xn ∈ K) ≤
∑
x∈K

lim sup
N→∞

1

N

N−1∑
n=0

P(Xn = x) = 0,

une contradiction qui implique l'ergodicité.

Corollaire 3.1. Supposons pour une chaîne irréductible {Xn}n≥0 qu'il existe une fonction V :
E → R+, des constantes ε > 0, b, un entier L > 0 et un ensemble �ni K ⊂ E tels que

E(V (XL)− V (X0)|X0 = x) ≤
{
−ε, x /∈ K,
b− ε, x ∈ K,

Alors la chaîne {Xn} est ergodique.
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Preuve. La chaîne de Markov {Yn} := {XLn} est telle que, d'après la preuve qui précède,

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=0

P(Yn ∈ K) ≥ ε

b
> 0.

Il existe donc nécessairement un élément x de K tel que

lim inf
N→∞

1

N

N∑
n=0

P(Xn = x) > 0.

L'ergodicité en découle encore en invoquant le théorème 3.5.

Le théorème suivant fournit des conditions pour prouver la non-ergodicité:

Théorème 3.7. Soit {Xn}n≥0 une chaîne de Markov irréductible sur l'espace discret E de
matrice de probabilités de transition P . On suppose l'existence d'une fonction V : E → R+ non
constante, d'un ensemble �ni K et d'un élément x ∈ E tels que ∀y ∈ K, V (x) > V (y).

On suppose de plus avoir:

E(V (Xn+1)− V (Xn)|Xn = x) ≥ 0, x /∈ K.

(i) Alors, si la fonction V est bornée, la chaîne est transiente.
(ii) Si la fonction V satisfait

sup
x∈E

E( |V (Xn+1 − V (Xn)| |Xn = x) < +∞,

alors la chaîne ne peut pas être ergodique.

(voir Proposition 5.4, p. 22 dans [2]; voir aussi Proposition 5.6, p.119 dans [12]).
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Chapitre 4

Protocoles d'accès aléatoire à un
canal

On s'intéresse ici à un scénario où plusieurs émetteurs cherchent à transmettre vers un même
destinataire, avec pour contrainte que leurs émissions sont inaudibles par le destinataire si elles
sont simultanées, pour cause d'interférence. On parle alors de collision entre les émissions.

Ce scénario se présente dans de nombreuses situations: transmissions d'émetteurs terrestres
vers un même satellite; transmission de paquets de données le long d'un cable (Ethernet par
exemple); émission sans �l en Wi-Fi vers un point d'accès;...

Lorsque l'ensemble des émetteurs est �xe dans le temps, et connu du destinataire, il est
possible de gérer les collisions de diverses manières. Citons par exemple un protocole à jetons:
le destinataire émet un message �broadcast�, i.e. que tous les émetteurs entendent, donnant un
�jeton� à l'un des émetteurs en le nommant dans ce message. Les autres émetteurs se taisent,
attendant de recevoir eux-mêmes le jeton, pendant que l'émetteur choisit émet. Lorsque ce
dernier a �ni sa transmission, il le signale au destinataire, qui peut alors donner le jeton à un
autre.

Dans le cas où l'ensemble des émetteurs est grand et ceux-ci transmettent rarement, le proto-
cole à jetons n'est pas satisfaisant: une transmission devrait attendre potentiellement longtemps
avant de recevoir le jeton, le canal étant alors inutilisé la plupart du temps. Les émetteurs peu-
vent aussi varier au cours du temps; le protocole à jetons nécessite alors de maintenir à jour une
liste des émetteurs potentiels, ce qui entraîne une complexité supplémentaire.

Le protocole Aloha, proposé dans les années 60 pour relier des terminaux distribués sur les îles
Hawaïennes à un ordinateur central, est l'archétype des méthodes dites d'accès aléatoire, qui sont
conçues spéci�quement pour ce type de scénarios. Le protocole Ethernet, conçu en 1973 pour
gérer les communications de machines connectées à un même réseau local, ra�ne les principes
du protocole Aloha. Il est aussi décliné sous diverses variantes dans les versions successives des
standards IEEE 802.11 pour les communications locales sans �l (Wi-Fi).

4.1 Le protocole Aloha

On considère un grand nombre d'émetteurs qui utilisent le même canal pour émettre des paquets
d'information. Supposant le temps partitionné en intervalles d'émission de longueur �xe, ou
�slots�, on fait l'hypothèse qu'une transmission engagée dans un tel intervalle n'aboutit que si
elle est la seule tentative e�ectuée pendant cet intervalle. Dans le cas contraire, l'interférence
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entre les tentatives simultanées les fait échouer.
Le protocole Aloha est conçu pour permettre à chaque émetteur de déterminer quand tenter

d'envoyer son message, l'hypothèse étant que l'émetteur n'a comme seule information le fait qu'il
a échoué ou réussi lors de chaque tentative.

Selon le protocole Aloha, chaque message non encore transmis est émi avec une probabilité
p, indépendamment des autres messages et des tentatives passées pour ce message.

4.2 Aloha avec nombre �ni de stations

On suppose qu'un nombre �ni de stations s ∈ S cherchent à émettre sur le même canal. On note
An,s le nombre de nouveaux messages à transmettre par la station s apparus pendant l'intervalle
n. On suppose aussi que chaque station s choisit de transmettre pendant l'intervalle de temps n
avec probabilité ps si elle a au moins un message en attente.

Notons Ln,s le nombre de messages en attente à la station s au début de l'intervalle n. On
se donne une suite de variables aléatoires Bn,s de Bernoulli de paramètre ps qui détermineront
si la station s tente d'émettre ou non pendant l'intervalle s. Plus précisément, la station s tente
de transmettre pendant n si et seulement si B′n,s = 1, où

B′n,s = Bn,s1Ln,s>0.

L'équation d'évolution des Ln,s est alors donnée par:

Ln+1,s = Ln,s +An,s −B′n,s
∏
s′ 6=s

(1−B′n,s′). (4.1)

Les hypothèses statistiques sur le tra�c sont que pour tout s, la suite {An,s}n>0 est i.i.d., ces
suites étant mutuellement indépendantes. On suppose de plus que chaque An,s a un second
moment �ni. On notera λs le nombre moyen de messages soumis par s à chaque intervalle:

E(A2
n,s) <∞, λs := E(An,s). (4.2)

On fait aussi l'hypothèse suivante:

∀s ∈ S, P(An,s = 0) ∈]0, 1[. (4.3)

On suppose par ailleurs que les {Bn,s} sont indépendants des {An,s} et mutuellement indépen-
dants. Notant Ln = (Ln,s)s∈S le vecteur des demandes en attente aux stations à chaque instant
n, il est clair que le suite {Ln}n≥0 est une chaîne de Markov. On véri�e aisément par ailleurs
que:

Proposition 4.1. Sous l'hypothèse (4.3), La chaîne {Ln}n≥0 est irréductible et apériodique.

Nous établissons maintenant une condition su�sante pour l'ergodicité de cette chaîne:

Proposition 4.2. Supposons

∀s ∈ S, λs < ps
∏
s′ 6=s

(1− ps′). (4.4)

Alors la chaîne est ergodique.
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Preuve. En vue d'utiliser le critère de Foster-Lyapunov 3.6 nous introduisons la fonction de
Lyapunov quadratique V (L) :=

∑
s∈S L

2
s. On introduit la notation

∆n,s = An,s −B′n,s
∏
s′ 6=s

(1−B′n,s),

de sorte que Ln+1,s = Ln,s + ∆n,s. Il vient alors

E(V (Ln+1)− V (Ln)|Ln = `) =
∑
s∈S

E[∆2
n,s + 2`s∆n,s|Ln = `].

On majore la somme des premiers termes comme suit:∑
s∈S

E[∆2
n,s|Ln = `] ≤

∑
s∈S

E[A2
n,s + 1],

qui est majorée par une constante C indépendante de ` d'après (4.2). On a par ailleurs

E[2`s∆n,s|Ln = `] = 2`s[λs − psE(
∏
s′ 6=s(1−B′n,s′))]

≤ 2`s[λs − ps
∏
s′ 6=s(1− ps′)].

Notant ε = mins[ps
∏
s′ 6=s(1− ps′)− λs], on a ε > 0 par hypothèse (4.4). Ceci entraîne

E(V (Ln+1)− V (Ln)|Ln = `) ≤ C − ε sup
s∈S

(`s).

Le critère de Foster est donc applicable, en prenant comme ensemble �ni d'états

K = {` ∈ NS : sup
s∈S

`s > C/ε}.

On peut se demander si cette condition su�sante d'ergodicité, ou stabilité, est précise ou non.
La question n'est pas à ce jour complètement élucidée (sauf pour le cas limité à deux stations).
On pourra consulter [5] pour une discussion plus détaillée du sujet. On a cependant:

Proposition 4.3. Supposons que pour chaque s on a

λs > ps
∏
s′ 6=s

(1− ps′). (4.5)

Alors la chaîne {Ln} est transiente.

Preuve. On va construire le processus modi�é L′n comme suit:

L′0 = L0,
L′n+1,s = max(0, L′n,s +An,s −Bn,s

∏
s′ 6=s(1−Bn,s)).

Chaque processus {L′n,s} est alors une promenade aléatoire sur N, telle que considérée dans
l'exemple 3.2. La condition (4.5) implique que cette marche aléatoire est transiente, et plus
encore, que l'évenement {∃n ≥ 0 : L′n,s = 0} a une probabilité tendant vers 0 lorsque L0,s tend
vers l'in�ni. Choisissons alors une condition initiale L0 = ` telle que pour tout s, on ait:

P(∃n ≥ 0 : L′n,s = 0|L0,s = `s) ≤
1

2|S|
·
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La probabilité que l'un de ces événements se produise est au plus la somme de leurs probabilités,
d`où

P(∃s ∈ S, n ≥ 0 : L′n,s = 0|L′0 = `) ≤ 1

2
·

Or sur l'événement complémentaire, on a L′n,s = Ln,s∀n, s. Ceci entraîne

P(∀s ∈ S,∀n ∈ N, Ln,s > 0) ≥ 1

2
.

La chaîne est donc transiente, l'état 0 étant lui-même transient.

Si on considère un grand nombre N de stations, chacune soumettant un tra�c faible, soit
λs ≡ λ/N de sorte que le tra�c total est constant, égal à λ, et chacune utilise le même paramètre
ps ≡ p pour un p �xé, la condition su�sante de stabilité ci-dessus s'écrit

λ < Np(1− p)N−1.

Elle est presque nécessaire, puisqu'on vient de voir que si l'inégalité stricte est renversée, alors on
a transience. Pour pouvoir concilier ergodicité avec une valeur de λ ne tendant pas vers 0 lorsque
N →∞, il faudrait alors prendre p = O(1/N), et donc une résolution des con�its désespérément
lente.

On peut cependant se demander si lorsque chaque station est active de manière très spo-
radique, par exemple juste pour transmettre un unique message, la situation s'améliore.

Cette question motive la considération du modèle avec nombre in�ni de stations qui suit, dans
l'optique de mieux comprendre Aloha dans le régime d'intérêt pratique de nombreuse stations
peu actives.

4.3 Aloha avec nombre in�ni de stations

Notons An le nombre de nouveaux messages à transmettre à la �n de l'intervalle n. En se donnant
une famille i.i.d. {Bn, i}n,i∈N de variables aléatoires de Bernoulli de paramètre p, indépendantes
de {An}n∈N, l'évolution du nombre Ln de messages en attente au début de l'intervalle n peut
alors s'écrire

Ln+1 = Ln +An − 1∑Ln
i=1 Bn,i=1.

Supposant que la suite {An} est i.i.d., alors la suite {Ln} est une chaîne de Markov à valeurs
dans N. Elle est irréductible apériodique si 1 > P(An > 0) > 0.

Non-ergodicité d'Aloha

Nous établissons maintenant que pour tout p ∈]0, 1[, et toute loi des An telle que 1 > P(An >
0) > 0, la chaîne {Ln}n∈N n'est pas ergodique, ce qu'on interprète comme une incapacité du
protocole à réguler durablement l'accès.

Nous proposons deux façons d'établir cet argument. La première preuve consiste à montrer
�à la main� qu'une mesure stationnaire, si elle existe, ne peut avoir une masse totale �nie, dans
le cas où An est une variable aléatoire de Bernoulli de paramètre q > 0, ce qui prouve la non-
ergodicité. Une construction de couplage permet ensuite d'étendre ce résultat au cas de lois des
An plus générales, i.e. telles que q = P(An > 0) ∈]0, 1[. La deuxième preuve, plus rapide, repose
sur le critère de non-ergodicité 3.7.
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Argument détaillé: Pour ` > 0, notant que conditionnellement à Ln = `, on a un départ
pendant le slot n avec la probabilité qu'une variable aléatoire binomiale de paramètres (`, p)
vaille 1, on trouve les probabilités de transition non nulles suivantes:

p`` = (1− q)[1− p`(1− p)`] + qp`(1− p)`,
p`,`−1 = (1− q)p`(1− p)`,
p`,`+1 = q[1− p`(1− p)`].

Dans le cas ` = 0, on trouve p00 = 1− q = 1− p01.
Supposons qu'il existe une mesure stationnaire ν ≥ 0. On a donc, pour tout ` > 0,

ν` =
p`−1,`

1− p``
ν`−1 +

p`+1,`

1− p``
ν`+1,

d'où

ν` ≥
p`−1,`

1− p``
ν`−1.

Il en découle par récurrence que pour tout ` > 0, ν` > 0. De plus on a l'estimation pour pour
tout a �xé dans ]1− p, 1[, et ` assez grand (mettons ` ≥ `0):

p`−1,`

1− p``
≥ 1− a`.

La mesure ν ne peut alors être normalisable, d'après

∑
`

ν` ≥ ν`0−1

∑
k≥`0

k∏
i=`0

(1− ak).

En e�et, en utilisant l'inégalité (1 − u)(1 − v) ≥ 1 − u − v valable pour u, v ∈ [0, 1], on peut

minorer le produit
∏k
i=`0

(1− ai) par 1−
∑
i≥`0 a

i = 1− a`0/(1− a). La divergence de la somme∑
i νi en découle.
Or d'après l'irréductibilité de la chaîne et le théorème 3.2, si elle est récurrente la mesure

stationnaire est unique, donc d'après le théorème ergodique 3.3, la chaîne ne peut alors être
récurrente positive, car sinon son unique loi invariante serait de masse totale �nie.

La chaîne est donc transiente ou récurrente nulle. Il vient donc, d'après le théorème 3.5, que
pour tout ` ∈ N,

lim
n→∞

P(L̃n ≤ `) = 0. (4.6)

On considère maintenant le cas lois d'arrivée pour An générales sur N, ne faisant que l'hypothèse
que P(A0 > 0) ∈]0, 1[, ce qui garantit l'irréductibilité et l'apériodicité. En prenant Ãn = 1An>0,
on construit alors deux chaînes conjointement à partir des mêmes Bn,i:

L0 = L̃0,
Ln+1 = Ln +An − 1∑Ln

i=1 Bn,i=1,

L̃n+1 = L̃n + Ãn − 1∑L̃n
i=1 Bn,i=1

On montre alors par récurrence que pour tout n ≥ 0, Ln ≥ L̃n. Supposant L̃n < Ln, soit
L̃n ≤ Ln − 1, on a alors, utilisant Ãn ≤ An:

L̃n+1 ≤ Ln − 1 +An ≤ Ln+1.
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Si Ln = L̃n, l'inégalité L̃n+1 ≤ Ln+1 vient alors du fait que le nombre de services est le même
dans les deux processus, i.e.

1∑L̃n
i=1 Bn,i=1

= 1∑Ln
i=1 Bn,i=1.

Ceci entraîne que pour tous n, ` ∈ N,

P(Ln ≤ `) ≤ P(L̃n ≤ `),

et donc d'après (4.6) que limn→∞P(Ln ≤ `) = 0. La chaîne {Ln}n≥0 ne saurait alors être
ergodique, au vu de 3.4.

Preuve alternative (critère de non-ergodicté 3.7).
On prend pour fonction V le nombre Ln de messages en attente. On a:

E(Ln+1 − Ln|Ln = x) = a− xp(1− p)x−1,

où a = EAn, le nombre moyen de nouveaux appels par intervalle, et p est la probabilité
d'émission. Le second terme tend vers 0 lorsque x tend vers +∞. Comme a > 0, on peut
donc choisir K = {0, . . . , N} pour N assez grand tel que la première condition soit véri�ée. La
seconde condition est automatiquement véri�ée en prenant b = a. En�n la dernière condition
s'établit directement si on fait l'hypothèse E(An) < +∞. On peut encore s'a�ranchir de cette
hypothèse en utilisant un argument de comparaison (couplage), si E(An) = +∞, modi�ant les
An en Ãn = An ∧ 1, et déduisant la non-ergodicité pour les An d'origine de celle pour les Ãn,
lesquels véri�ent les conditions du critère de non-ergodicité.

4.4 Variantes d'Aloha, et protocole Ethernet

Une analyse plus détaillée permet d'établir un résultat négatif plus fort encore sur la performance
d'Aloha. En e�et, on a

Proposition 4.4. Pour toute probabilité p ∈]0, 1[, toute loi des nombres d'arrivées An par
intervalle de temps telle que q := P(An > 0) ∈]0, 1[, soit J le nombre total de paquets transmis
sur le canal. Alors

P(J <∞) = 1,

i.e. avec probabilité 1, seul un nombre �ni de paquets est transmis.

Preuve: cf. PC2.
Nous considérons maintenant deux tentatives distinctes d'améliorer le protocole.
La première consiste à fournir aux émetteurs une information supplémentaire, par rapport au

feedback minimal exploité par Aloha. Supposons que le nombre total Ln = ` de transmissions
en attente est connu de chacun. La probabilité de succès de transmission, soit p`(1− p)`−1, peut
alors être maximisée par rapport au paramètre du protocole, p, ce qui donne

`(1− p)`−1 − p`(`− 1)(1− p)`−2 = 0,

soit p(`) = 1/`.

Proposition 4.5. Soit λ = E(An) le nombre moyen d'arrivées par intervalle de temps, au'on
suppose encore satisfaire P(An > 0) ∈]0, 1[. On suppose que chaque émetteur tente de transmettre
dans l'intervalle n avec probabilité p(Ln) = 1/Ln. La chaîne est alors ergodique dès que λ <
1/e ≈ 0, 368.
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Preuve. Nous utilisons le critère de Foster-Lyapunov 3.6, choisissant pour fonction de Lyapunov
V (L) = L. On a l'évaluation

E(V (Ln+1)− V (Ln)|Ln = `) = λ− (1− 1
` )`−1

≤ λ− 1
e + ε

pour tout ε > 0 �xé, pour ` assez grand. Prenant ε = (1/e − λ)/2, ce dernier terme s'écrit −ε.
Le critère de Foster donne alors l'ergodicité.

Remarque 4.1. On a supposé ici que l'état du système, le backlog Ln était connu de chaque
émetteur. Il est possible d'obtenir un mécanisme stable sur la même plage de valeurs, λ ∈ [0, 1/e[
en s'a�ranchissant de cette hypothèse, si on suppose cependant que chaque émetteur entend le
résultat de l'utilisation du canal, soit Zn = {0, 1, ∗} selon qu'il y a eu zéro, une, ou plusieurs
transmissions lors de chaque intervalle n, le cas ∗ correspondant à une collision.

Sur la base de ce feedback, chaque utilisateur peut maintenir une estimation approchée de Ln,
mettons L̂n, sur la base d'une récurrence du type

L̂n+1 = max(1, L̂n + a1Zn=0 + b1Zn=1 + c1Zn=∗),

pour un triplet (a, b, c). Un émetteur choisit alors d'émettre avec probabilité 1/L̂n.

Pour des choix judicieux de (a, b, c) (par exemple, (2−e, 0, 1)), on peut montrer que la chaîne
(Ln, L̂n) est alors ergodique; cf. [6], chapitre 4 ou [8], chapitre 5.2.

La seconde méthode utilisée pour améliorer la performance d'Aloha est l'approche utilisée
par le protocole Ethernet. Il s'agit, sans fournir aux émetteurs de feedback supplémentaire
par rapport à Aloha, de les faire réduire leur probabilité de transmettre après chaque tentative
infructueuse.

Le protocole Ethernet procède de la manière suivante. Après son k-ème échec, un émetteur
choisit un nombre uniformément au hasard dans {1, . . . , 2k} pour déterminer au bout de combien
d'intervalles il retentera de transmettre. On a alors le résultat suivant:

Théorème 4.1. (cf. [12], chapitre 1, proposition 1.6, ou [8], chapitre 5.3 théorèmen 5.11).

Supposant la loi des arrivées An Poisson de paramètre λ > 0, le nombre total de transmissions
réussies e�ectuées par le protocole Ethernet est in�ni avec probabilité 1 si λ < log(2) ≈ 0, 693, et
est �ni avec probabilité 1 si λ > log(2).

Pour autant, il ne s'ensuit pas que le protocole Ethernet induit une chaîne ergodique lorsque
λ < log(2). En e�et, une variante d'Ethernet a été proposée, selon laquelle après k échecs la
probabilité de retransmission est 2−k à chaque slot, une modi�cation mineure d'Ethernet qui
rend le système descriptible selon une chaîne de Markov plus simple. On a alors

Théorème 4.2. (Aldous, 1987 [1]) Pour tout λ > 0, la chaîne de Markov décrivant le protocole
Ethernet modifé est transiente.

A ce jour, il n'est pas su s'il existe un protocole basé uniquement sur l'observation du canal
par les émetteurs aux instants où ils transmettent et qui induise un système ergodique pour
une valeur de λ positive. Les experts penchent pour une réponse négative, mais le problème est
mathématiquement ardu, et a résisté aux tentatives de résolution pour le moment!
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Commentaires

Le protocole Aloha est instable (i.e. non ergodique), mais en fait l'observation de simulations avec
nombre �ni d'émetteurs illustre un phénomène de métastabilité: le système reste très longtemps
dans un mode de fonctionnement acceptable, avec un backlog faible et des temps d'attente limités,
avant qu'une succession de choix aléatoires malencontreux ne conduise à la congestion.

Un protocole d'accès aléatoire au canal peut être utilisé pour réserver des intervalles plus longs
de transmission, ce qui fait qu'on peut espérer une utilisation proche de 1 du canal lorsque le
ratio de la durée des intervalles utilisés pour l'accès aléatoire par rapport à la durée des intervalles
de transmission e�ective de données tend vers 0.

L'observation du phénomène de métastabilité mentionné ci-dessus, combinée avec le fait
qu'Ethernet parvient à transmettre une in�nité de paquets (au moins pour λ < log(2)), même
s'il ne rend pas le système ergodique, rend compte de la performance satisfaisante en pratique
des protocoles Ethernet et ses déclinaisons en IEEE 802.11x.



Chapitre 5

Processus de Poisson

La loi de Poisson de paramètre λ > 0 est par dé�nition la loi de probabilité {e−λ λ
k

k! }k∈N sur N.
On la notera aussi Poi(λ).

Elle est incontournable en probabilités du fait de la loi des petits nombres, selon laquelle:

Proposition 5.1. Etant données n variables aléatoires Xn,1, . . . , Xn,n de Bernoulli, indépen-
dantes de paramètres respectifs pn,1, . . . , pn,n alors sous les hypothèses

lim
n→∞

n
max
i=1

pn,i = 0, lim
n→∞

n∑
i=1

pn,i = λ > 0, (5.1)

on a la convergence en distribution de Yn :=
∑n
i=1Xn,i vers la loi de Poisson de paramètre λ.

Preuve. La convergence en loi Yn → Y est équivalente, pour des variables aléatoires à valeurs
dans N, à la convergence ponctuelle φYn(z) → φY (z) des fonctions génératrices φYn pour toute
valeur de z ∈ (0, 1). Or

φYn(z) =
∏n
i=1(1− pn,i + zpn,i)

= exp(
∑n
i=1 ln(1− pn,i + zpn,i))

= exp(
∑n
i=1 pn,i(z − 1) +O(

∑n
i=1 p

2
n,i)).

Sous les hypothèses (5.1) la convergence de φYn(z) vers exp(λ(z−1)) en découle, d'où le résultat.

5.1 Dé�nitions équivalentes du processus de Poisson

Un processus ponctuel sur R+ est par dé�nition une suite strictement croissante ordonnée 0 <
T1 < T2 < . . . < Tn < . . . d'instants aléatoires. On peut encore spéci�er cette suite via les
variables de comptage

Nt :=
∑
n≥1

1Tn≤t, t ∈ R+.

Ces données sont équivalentes puisqu'on peut retrouver chaque Tn à partir de {Nt}t∈R+
comme

le n-ème instant de saut de la fonction t→ R+. En�n, on peut la spéci�er via la collection des
variables N(C) pour des ensembles mesurables C de R+ dé�nies comme

N(C) :=
∑
n>0

1Tn∈C .

39
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On a alors

Dé�nition 5.1. Le processus ponctuel {Nt}t∈R+
est dit de Poisson si pour toute suite tn1 ∈ Rn+,

0 = t0 < t1 < . . . < tn, les variables (Nti − Nti−1
)i=1,...,n sont mutuellement indépendantes, la

loi de l'accroissement Nti −Nti−1
ne dépendant que de la di�érence ti − ti−1.

Proposition 5.2. Pour un tel processus, il existe λ > 0 appelé intensité du processus tel que la
loi de chaque incrément Nt −Ns est Poi(λ(t− s)).

Preuve. Fixons z ∈ (0, 1). Pour t > 0 rationnel, les propriétés requises entraînent que

E(zNt) = [E(zN1)]t. (5.2)

Cette expression s'étend à t irrationnel par limite monotone. Par ailleurs, E(zN1) ne saurait être
nul, car sinon E(zNt) = 0 pour tout t > 0, ce qui ne saurait avoir lieu puisque

E(zNt) ≥ P(Nt = 0) = P(T1 > t),

et le membre de droite doit tendre vers 1 lorsque t→ 0 d'après l'hypothèse T1 > 0. On a alors

lnE(zN1) = lim
t→0

1

t
[E(zNt)− 1] = lim

t→0

∑
k≥1

1

t
P(Nt = k)(zk − 1).

Si on montre que
lim
t→0

t−1
P(Nt ≥ 2) = 0, (5.3)

on pourra déduire de ce qui précède que

lnE(zN1) = (z − 1) lim
t→0

1

t
P(Nt = 1),

ce qui entrainera 1) l'existence de λ := limt→0
1
tP(Nt = 1) ≥ 0 tel que E(zN1) = eλ(z−1).

Nécessairement λ > 0 car sinon on aurait T1 = +∞. De cette expression et de (5.2), on déduit
alors que chaque incrément Nt −Ns admet une loi Poi(λ(t− s)).

Prouvons (5.3), en écrivant pour t > 0∑
n≥0

{Nnt = 0, N(n+1)t ≥ 2} ⊂ {T2 < T1 + t}.

Notant e−θ = limz→0E(zN1) = P(N1 = 0), où nécessairement θ > 0 (car sinon T1 = +∞), la
probabilité de l'événement du premier membre est d'après les hypothèses

P(Nt ≥ 2)
1

1− e−tθ
·

Comme la probabilité du membre de droite tend vers 0 lorsque t → 0, puisque cet événement
décroit vers {T2 ≤ T1}, la probabilité du membre de gauche doit tendre vers 0, soit

P(Nt ≥ 2) = o(t).

Théorème 5.1. Pour un processus de Poisson d'intensité λ, la suite τ1 = T1, τ2 = T2 −
T1, . . . , τi = Ti − Ti−1 est i.i.d., chaque τi admettant la densité exponentielle de paramètre λ
sur R+:

fλ(x) = 1x>0λe
−λx.
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Preuve. On évalue la transformée de Laplace E(
∏n
i=1 e

−αiτi) pour des poids αn1 ∈ Rn+ en procé-
dant par discrétisation. Soit h > 0 �xé. Pour tout n ≥ 1 on note Zn = 1Nnh−N(n−1)h≥1, et on
dé�nit S1 = inf{n > 0 : Zn ≥ 1}, et par récurrence Si = inf{n > Si−1 : Zn = 1}. En�n on pose

τ
(h)
i = h(Si − Si−1).

Sur l'événement

Ah := {∀i = 1, . . . , n, τi > h},

on a ∀i = 1, . . . , n, |τi − τ (h)
i | ≤ h, et donc

n∏
i=1

e−αiτi = (1 +O(h))

n∏
i=1

e−αiτ
(h)
i .

Par construction les Si − Si−1 sont i.i.d., géométriques de paramètre 1− e−λh, d'où

E
∏n
i=1 e

−αiτ(h)
i =

∏n
i=1Ee

−αiτ(h)
i

=
∏n
i=1

[∑
k≥1 e

−λ(k−1)h(1− e−λh)e−αikh
]

=
∏n
i=1

e−αih(1−e−λh)

1−e−(αi+λ)h

= (1 + o(1))
∏n
i=1

λ
λ+αi

·

Le résultat vient alors en écrivant

−(1−P(Ah)) + (1 +O(h))

n∏
i=1

e−αiτ
(h)
i ≤ E(

n∏
i=1

e−αiτi) ≤ 1−P(Ah) + (1 +O(h))E

n∏
i=1

e−αiτ
(h)
i ,

en invoquant l'évaluation précédente ainsi que la propriété limh→0P(Ah) = 1, elle-même venant
de ce que Ah croît vers l'événement {τi > 0, i ≤ n}.

Proposition 5.3. Pour une suite de variables aléatoires {τi}i≥1 i.i.d. de distribution Exponen-
tielle de paramètre λ > 0, les variables aléatoires T1 = τ1, T2 = T1 + τ2, . . . véri�ent la propriété
suivante.

Le nombre Nt =
∑
i≥1 1Ti≤t admet une loi Poissonnienne de paramètre λt. Conditionnelle-

ment à Nt = n, les variables aléatoires Tn1 sont distribuées comme l'échantillon trié U(1) <
U(2)<...<U(n)

de n variables aléatoires U1, . . . , Un i.i.d. uniformément distribuées sur (0, t).

Preuve. Ecrivons

P(Nt = n) = P(

n∑
i=1

τi ≤ t <
n+1∑
i=1

τi).

On montre par récurrence que Ti admet une loi Gamma de paramètres λ, i, c'est-à-dire de densité
sur R+

fλ,i(x) =
(λ)xi−1

(i− 1)!
λe−λx1x∈R+

,

en utilisant le fait que la densité de Ti est la convolution de celle de Ti−1 et de la densité
Exponentielle de paramètre λ:

fλ,i+1(x) = 1x∈R+

∫ x

0

(λ)yi−1

(i− 1)!
λe−λyλe−λ(x−y)dy.
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Il vient donc

P(Nt = n) =

∫ t

0

(λy)n−1

(n− 1)!
λe−λye−λ(t−y)dy = e−λt

(λt)n

n!
,

d'où la loi Poissonnienne de Nt de paramètre λt.
Pour une fonction �xée F : R+ → R continue bornée, on a

E[F (Tn1 )|Nt = n] = eλtn!
(λt)n

∫
Rn+

F (s1, s1 + s2, . . . , s1 + . . .+ sn)1s1+...+sn≤t
∏n
i=1 λe

−λsidsi(e
−λ(t−s1−...−sn))

= n!
tn

∫
Rn+

F (s1, s1 + s2, . . . , s1 + . . .+ sn)1s1+...+sn≤t
∏n
i=1 dsi.

Le changement de variables (sn1 ) → (tn1 ) avec ti = s1 + . . . si met en bijection les n-uplets sn1
dans Rn+ tels que s1 + . . . + sn ≤ t avec les n-uplets tn1 dans Rn+ de coordonnées croissantes et
tels que tn ≤ t. De plus la transformation linéaire correspondante a pour déterminant +1. La
formule de changement de variables donne alors, en posant t0 = 0:

E[F (Tn1 )|Nt = n] =
n!

tn

∫
Rn+

F (tn1 )1t1<t2<...<tn<t

n∏
i=1

dti. (5.4)

La densité de n variables i.i.d. uniformément distribuées sur (0, t) est précisément

f(tn1 ) =
n∏
i=1

1

t
10<ti<tdti.

Par symétrie, le n-échantillon correspondant réordonné et la permutation qui le réordonne sont
indépendants, la permutation étant uniformément distribuée sur le groupe symétrique Sn, et
l'échantillon réordonné admettant la densité

f̃(tn1 ) = n!10<t1<...tn<t

n∏
i=1

1

t
dti.

L'identi�cation de cette densité avec la fonction contre laquelle F (tn1 ) est intégrée dans (5.4)
permet de conclure.

Nous introduisons maintenant la transformée de Laplace d'un processus ponctuelN = {Ti}i>0.
Pour une fonction f : R+ → R, on note

N(f) =
∑
n>0

f(Tn).

La transformée de Laplace de N évaluée en la fonction f , qu'on note LN (f) est dé�nie par

LN (f) = Ee−N(f).

Sa donnée sur une classe su�samment riche de fonctions f caractérise la loi du processus ponctuel.
En particulier, sa donnée sur la famille des fonctions non négatives, constantes par morceaux, à
support compact su�t. En e�et, pour deux suites tn1 et αn1 de Rn+, telles que t1 < t2 . . . < tn, en
posant t0 = 0 et

f(t) =

n∑
i=1

1ti−1<t≤tiαi,

on obtient

N(f) =

n∑
i=1

αi(Nti −Nti−1).
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La connaissance de LN (f) pour cette classe de fonctions f équivaut à la connaissance de la
transformée de Laplace des variables (Nti −Nti−1)ni=1 et donc caractérise leur distribution. En
utilisant à nouveau l'argument que l'événement Ahdé�ni plus haut a une probabilité tendant
vers 1 lorsque h tend vers 0, on peut déduire que la donnée de ces lois pour tout tn1 caractérise
complètement la loi du processus.

Remarque 5.1. La connaissance de LN (f) pour d'autres classes de fonctions su�t encore à
caractériser la loi de N . Par exemple les fonctions non négatives continues à support com-
pact su�sent, puisque par convergence monotone on peut approcher une fonction constante par
morceaux par une fonction continue bornée, et donc déduire LN (f) pour f constante par morceaux
comme limite monotone.

A partir de la proposition précédente, nous pouvons caractériser la transformée de Laplace
d'un processus de Poisson.

Proposition 5.4. Soit le processus ponctuel N = {Tn}n>0 construit à partir de la suite {τi}i>0

d'interarrivées, supposée i.i.d. de distribution exponentielle de paramètre λ > 0. Alors pour toute
fonction non négative intégrable à support compact f : R+ → R+, on a l'expression suivante
pour la transformée de Laplace du processus:

LN (f) = E(e−N(f)) = exp

(
−λ
∫
R+

(1− e−f(x))dx

)
. (5.5)

Preuve. Soit [0, t] un intervalle contenant le support de la fonction. Au vu de la proposition
précédente, on peut engendrer le processus sur [0, t] en tirant au sort Nt selon une loi de Poisson
de paramètre λt, puis conditionnellement en cette valeur, en choisissant les points U1, . . . , UNt
de manière i.i.d. uniformément distribués sur [0, t]. On a alors N(f) =

∑Nt
i=1 f(Ui), et donc

LN (f) =
∑
n≥0 e

−λt (λt)n

n! E
∏
i=1 ne

−f(Ui)

=
∑
n≥0 e

−λt (λt)n

n!

(
1
t

∫ t
0
e−f(u)du

)n
= exp

(
−λt+ λ

∫ t
0
e−f(u)du

)
,

d'où l'expression annoncée.

Cette expression permet immédiatement de retrouver le fait que les incréments Nti − Nti−1

sont indépendants et distribués selon une loi de Poisson de paramètre λ(ti − ti−1). En e�et,
prenant f constante par morceaux comme précédemment, on obtient

Ee−
∑n
i=1 αi(Nti−Nti−1

) = exp(−
n∑
i=1

λ(ti − ti−1)(1− e−αi),

qui est bien la transformée de Laplace de variables de Poisson indépendantes de paramètres tels
qu'annoncé. Plus généralement, cette proposition permet de voir que pour une collection de par-
ties mesurables C1, . . . , Cn disjointes de R+, la loi des nombres N(Ci) de points correspondants
est celle de variables aléatoires de Poisson indépendantes, de paramètres respectifs λ

∫
Ci
dx.

5.2 Processus de Poisson généraux

On se place maintenant sur l'espace Rd avec d ≥ 1, et on se munit d'une fonction λ : Rd → R+,
supposée localement intégrable ( i.e. mesurable et d'intégrale �nie sur tout compact). On pose
alors
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Dé�nition 5.2. Un processus ponctuel N sur Rd est donné soit par une collection, �nie ou
dénombrable, de points {Ti}i>0 distincts de Rd, soit par la donnée des nombres N(C) de tels
points tombant dans chaque partie mesurable C de Rd.

Un tel processus ponctuel est dit Poisson de mesure d'intensité λ, pour une fonction λ : Rd →
R+ localement intégrable si pour toute collection �nie disjointe d'ensembles mesurables bornés
C1, . . . Cn ⊂ Rd, les variables N(Ci) correspondantes sont mutuellement indépendantes, chacune
ayant pour loi Poisson(

∫
Ci
λ(x)dx).

Pour montrer l'existence de tels processus, on s'appuie sur la construction précédente. On
partitionne Rd en une union disjointe de Ci tels que ∀i ≥ 1,

∫
Ci
λ(x)dx < ∞, et on construit la

restriction de N à chaque Ci indépendamment des autres, en suivant la procédure suivante.
On prend une suite {Ui,n}n≥1 de variables aléatoires i.i.d. de densité (

∫
Ci
λ(y)dy)−1λ(x) sur

Ci, et un nombre aléatoire Ni de loi Poisson(
∫
Ci
λ(x)dx), indépendant des {Ui,n}n≥1.

On forme alors la restriction Ni de N à Ci comme donnée par la collection des Ui,n pour
n = 1, . . . , Ni.

Pour une fonction non négative mesurable, intégrable sur Ci on a alors, notant λi =
∫
Ci
λ(y)dy,

E exp(−
∑N
n=1 if(Ui,n)) =

∑
n≥0 e

−λi λ
n
i

n! λ
−n
i

(∫
Ci
λ(x)e−f(x)dx

)n
= exp(−

∫
Ci
λ(x)(1− e−f(x))dx.

En considérant le processus ponctuel N obtenu comme union de ces restrictions Ni aux di�érents
Ci, par indépendance des constructions individuelles, il vient, pour f non négative, intégrable à
support compact:

LN (f) = Ee−N(f) =
∏
i≥1

Ee−Ni(f) = exp

−∑
i≥1

∫
Ci

λ(x)(1− e−f(x))dx

 .

Comme les Ci forment par hypothèse une partition de Rd, la somme ci-dessus vaut
∫
Rd
λ(x)(1−

e−f(x))dx. En spécialisant le choix de f comme précédemment, l'expression de cette transformée
de Laplace implique que le processus ainsi construit satisfait la dé�nition donnée d'un processus
de Poisson d'intensité λ. On a donc prouvé le

Théorème 5.2. Pour λ : Rd → R+ localement intégrable, il existe un processus de Poisson
d'intensité correspondante. Sa transformée de Laplace est donnée pour toute f : Rd → R+

intégrable à support compact par

LN (f) = exp

(
−
∫
Rd

λ(x)(1− e−f(x))dx

)
.

5.3 Propriétés utiles

Propriété de Markov

Pour un processus de Poisson d'intensité λ > 0, n ≥ 1, tn1 ∈ Rn tel que 0 < t1 < . . . < tn, et
xn1 ∈ Nn, on a alors

P(Ntn = xn|Nt1 = x1, . . . , Ntn−1 = xn−1) = P(P(Ntn = xn|Ntn−1 = xn−1) = P(Ntn−tn−1 = xn−xn−1).

Cette propriété découle directement de la dé�nition (indépendance des accroissements, et invari-
ance de leur loi par translation).
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Propriété de Markov forte

Pour la preuve du résultat ci-dessous, consulter [12], Théorème 8.20, p. 178:

Théorème 5.3. On note Ft = σ(Ns, 0 ≤ s ≤ t) la tribu engendrée par la donnée du processus
N restreint à [0, t]. Soit T un temps d'arrêt associé (i.e., {T ≤ t} ∈ Ft pour tout t ∈ R+).
Alors, si N est un processus de Poisson d'intensité λ > 0 sur R+, sur l'événement {T < +∞}
le processus {Nt+T −NT }t∈R+ est aussi de Poisson d'intensité λ, et de plus est indépendant de
{Nt}t≤T .

Remarque 5.2. On exprime parfois la dernière propriété comme l'indépendance du processus
translaté {Nt+T − NT }t∈R+

avec la tribu FT , dé�nie comme l'ensemble des événements A tels
que pour tout t ≥ 0, A ∩ {T ≤ t} ∈ Ft.

Stabilité par échantillonnage

Proposition 5.5. Soient {Un}n≥1 une suite de variables aléatoires i.i.d. à valeurs dans [k], et
N = {Tn}n≥1 un processus de Poisson d'intensité λ, indépendant des {Un}n≥1. On construit
alors les k processus ponctuels N i, i ∈ [k] en assignant à N i les points Tn de N tels que Un = i.
Alors les processus N i sont mutuellement indépendants, de Poisson, d'intensité λpi où pi =
P(Un = i).

Preuve. On va obtenir le résultat en calculant la transformée de Laplace jointe des processus Ni.
Pour cela on se donne k fonctions fi : [0, t]→ R+ continues, et on écrit, utilisant l'indépendance
des {Un}n≥1 et de N :

E
−

∑
i∈[k]N

i(fi) = E
∏
n≥1:Tn≤t(

∑
i∈[k] 1Un=ie

−fi(Tn))

= E
∏
n≥1:Tn≤t(

∑
i∈[k] pie

−fi(Tn))

= LN (g),

en posant g(x) = − ln(
∑
i∈[k] pie

−fi(x)). En appliquant la formule de la transformée de Laplace
de N il vient

E
−

∑
i∈[k]N

i(fi) = exp
(
−λ
∫
R+

(1− e−g(x))dx
)

= exp
(
−
∑
i λpi

∫
R+

(1− e−fi(x))dx
)
.

L'indépendance des Ni ainsi que la caractérisation de leur loi en découle.

Considérant le premier point T1 du processus N , et la valeur U1 associée, par hypothèse T1

admet une loi Exponentielle de paramètre λ, et est indépendante de U1 qui vaut i avec probabilité
pi = λi∑

j∈[k] λj
si on a noté λj = pjλ l'intensité de Nj .

On peut retrouver ce résultat en partant des processus indépendants N j , en considérant les
premiers points T j1 de chaque N j , qui admettent une loi Exponentielle de paramètre λj . Cela
s'exprime comme suit:

Proposition 5.6. Etant données des variables aléatoires {T j}j∈[k] de loi Exponentielle de paramètre
λj, mutuellement indépendantes, alors le couple (T = minj∈[k] T

j , J) où J ∈ [k] réalise le mini-
mum dans la dé�nition de T , est indépendant, T admettant une loi Exponentielle de paramètre
λ =

∑
j∈[k] λj, et J la loi {λjλ }j∈[k].
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Preuve. Par le calcul: pour t > 0, j ∈ [k], on a

P(J = j, T ≤ t) = P(T j ≤ t, T i ≥ T j , i 6= j)

=
∫ t

0
λje
−λjsds

∏
i 6=j e

−λis

=
λj
λ [1− e−λt].

Stabilité par superposition

En passant par les transformées de Laplace, il est immédiat de voir que pour deux processus de
Poisson N1, N2 mutuellement indépendants, d'intensités respectives λ1, λ2 alors N1 +N2 est de
Poisson d'intensité λ1 + λ2.



Chapitre 6

Processus Markoviens de sauts

Pour les résultats énoncés ici sans preuve, le lecteur pourra consulter [12], chapitres 9 et 10, ou
[2], chapitre 2.

Soit E un ensemble discret (�ni ou dénombrable). Par dé�nition, un processus de Markov
homogène sur E est une collection de variables aléatoires Xt,t ≥ 0 à valeurs dans E, véri�ant
pour tous n > 0, xn1 ∈ En, t1 < · · · < tn la propriété de Markov suivante :

P(Xtn = xn|Xt1 = x1, . . . , Xtn−1 = xn−1) = P(Xtn = xn|Xtn−1 = xn−1),

et (hypothèse d'homogénéité) telle que ce membre de droite ne dépend que de xn−1, xn et
tn − tn−1. On note alors

pxy(t) := P(Xt+s = y|Xs = x).

Par conditionnements successifs, on a

∀n > 0, xn1 ∈ En, t1 < · · · < tn, P(Xt1 = x1, . . . , Xtn = xn) = P(Xt1 = x1)

n−1∏
j=1

pxjxj+1(tj+1−tj).

On a de plus l'équation de semi-groupe, dite de Chapman-Kolmogorov:

∀x, y ∈ E, s, t ∈ R+, pxy(t+ s) =
∑
z∈E

pxz(s)pzy(t),

obtenue en écrivant le membre de gauche comme P(Xt+s = y|X0 = x), puis en conditionnant
selon la valeur z de Xs.

6.1 Les processus Markoviens de sauts

Il s'agit de processus Markoviens comme nous venons de les introduire, supposés véri�er la
condition technique supplémentaire: avec probabilité 1, le processus {Xt}t≥0 a un temps de
séjour dans chaque état successif strictement positif. On note 0 < T1 < T2 < . . . < Tn les
instants où le processus saute, et Yn le nouvel état atteint à Tn. τn := Tn+1−Tn est le temps de
séjour dans l'état Yn.

On suppose de plus les trajectoires continues à droite:

∀n > 0, XTn = Yn et Xt ≡ Yn sur [Tn, Tn+1[.

Ces hypothèses ont des conséquences sur la régularité des probabilités de transition pxy(t). Ainsi:

47
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Lemme 6.1. Pour un processus Markovien de sauts sur E,

∀x ∈ E, lim
t→0

pxx(t) = 1.

Preuve. Par dé�nition, pxx(t) = P(Xt = x|X0 = x) ≥ P(T1 > t|X0 = x). Or

lim
t→0

P(T1 > t|X0 = x) = P(T1 > 0|X0 = x),

et le membre de droite vaut 1 par hypothèse.

Malgré cette régularité, certaines trajectoires pathologiques restent possibles: l'absorption,
i.e. le processus reste indé�niment dans un même état Yn, et l'explosion, i.e. les temps de sauts
Tn croissent vers une limite �nie T∞. Dans la pratique les processus que nous rencontrerons
seront exempts de cette dernière pathologie.

6.2 Structure et générateur in�nitésimal

Notation: On note Px la loi du processus conditionnellement à X0 = x, et pour une loi ν sur
E, on note aussi Pν =

∑
x∈E νxPx la loi de la chaîne lorsque l'état initial X0 est distribué selon

ν. On considère la chaîne à temps discret {Xnh}nN obtenue par échantillonnage du processus
{Xt}t∈R+

avec un pas de temps h > 0. Il est immédiat de véri�er qu'il s'agit d'une chaîne de
Markov de probabilités de transition pxy(h).

Loi de τ0 sous Px

On introduit la quantité τ
(h)
0 = h inf{k ∈ N : Xkh 6= X(k−1)h}. Sur l'événement {τ1 > h}, on a

τ
(h)
0 − h ≤ τ0 ≤ τ (h)

0 . (6.1)

Pour t > 0 �xé, on a donc

Px

(
τ

(h)
0 − h > hd t

h
e
)
≤ Px(τ0 > t) ≤ Px

(
τ

(h)
0 > hd t

h
e
)
.

Cela implique

Px(τ0 > t) = (1 + o(1))Px

(
τ

(h)
0 > hd the

)
= (1 + o(1))pxx(h)d

t
h e

= (1 + o(1)) exp
(
d the log pxx(h)

)
,

où le terme o(1) tend vers 0 lorsque h tend vers 0. D'après le lemme 6.1, limh→0 pxx(h) = 1,
d'où par un développement limité de log pxx(h):

Px(τ0 > t) = (1 + o(1)) exp

(
d t
h
e(pxx(h)− 1)(1 + o(1))

)
.

Le membre de gauche étant indépendant de h, on en déduit l'existence de qx ∈ R+ ∪ {+∞} tel
que

lim
h→0

1

h
(1− pxx(h)) = qx.

On distingue alors trois cas:
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(i) qx = 0: alors ∀t > 0, Px(τ0 > t) = 1. On a donc absorption du processus dans l'état x,
qu'il ne quitte jamais.

(ii) qx = +∞: alors ∀t > 0, Px(τ0 > t) = 0. Ceci entraîne Px(τ0 > 0) = 0, ce qui contredit
l'hypothèse faite de temps de séjour strictement positif. Ce cas est donc exclu.

(iii)qx ∈ (0,+∞). Alors ∀t > 0, Px(τ0 > t) = exp(−qxt). Le temps de séjour τ0 dans l'état
x suit donc une loi exponentielle de paramètre qx.

Loi jointe de τ0 et Y1 sous Px

On suppose qx > 0 (pas d'absorption). Pour α > 0 et y ∈ E, y 6= x �xés, on veut calculer

Ex(e−ατ0 ;Y1 = y).

Sur {τ1 > h} on a non seulement (6.1) mais aussi X
τ
(h)
0

= Y1, d'où l'équivalence dans la première

ligne ci-dessous

Ex(e−ατ0 ;Y1 = y) ∼ Ex(e−ατ
(h)
0 ;X

τ
(h)
0

= y)

=
∑
n≥1 e

−αnh
Px(X0 = Xh = . . . = Xh(n−1) = x,Xnh = y)

=
∑
n≥1 e

−αnh[pxx(h)]n−1pxy(h)

=
∑
n≥1 e

−αnh∑
m≥nPx(τ

(h)
0 = hm)pxy(h)

=
∑
m≥1Px(τ

(h)
0 = hm)e−αh 1−e−αmh

1−e−αh pxy(h)

∼ [1−Ex(e−ατ
(h)
0 )]

pxy(h)
1−e−αh

Lorsque h→ 0, le premier terme tend vers 1−Ex(e−ατ0) = α/(α+ qx), d'où l'équivalent

Ex(e−ατ0 ;Y1 = y) ∼ qx
qx + α

pxy(h)

hqx
·

On en déduit l'existence d'une limite qx,y := limh→0 pxy(h)/h. On en déduit aussi que τ0 et Y1

sont indépendants sous Px, avec Px(Y1 = y) = qxy/qx.

Dé�nition 6.1. La matrice Q dont les entrées qxy pour x 6= y, x, y ∈ E sont les limites qxy
précédentes, et les termes diagonaux sont donnés par qxx = −qx, x ∈ E est appelée générateur
in�nitésimal du processus {Xt}t∈R+

.

Notant P (h) = {pxy(h)}x,y∈E on établi l'existence de la limite limh→0 h
−1[P (h) − I], où I

est la matrice identité.
Les équations de semi-groupe P (t+ h) = P (t)P (h) = P (h)P (t) peuvent alors se di�érencier

(cela requiert une justi�cation dans le cas |E| = +∞, que nous ne donnons pas ici; voir [2] pour
cela) pour donner

d

dt
P (t) = P (t)Q,

d

dt
P (t) = QP (t),

deux identités connues sous le nom d'équations de Kolmogorov �forward� et �backward� respec-
tivement. Dans le cas d'un espace d'états E �ni, en rajoutant la condition initiale P (0) = I, ces
équations admettent pour unique solution

P (t) = exp(tQ) =
∑
n≥0

tn

n!
Qn.
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Structure des processus de saut

On a la caractérisation suivante:

Théorème 6.1. Pour un processus de saut {Xt}t∈R+
, la séquence associée {Yn}n∈N est une

chaîne de Markov de matrice de transition pxy = 1x 6=y
qxy
qx

. Conditionnellement en {Yn}n∈N, les
temps de séjour {τn}n∈N sont indépendants, avec τn de loi exponentielle de paramètre qYn .

Preuve. Il s'agit d'évaluer, pour tous n ≥ 1, α0, . . . , αn ∈ R+, x1, . . . , xn ∈ E, la quantité

Ex

(
e−α0τ0 × · · · × e−αnτn ;Y1 = x1, . . . , Yn = xn

)
,

et de montrer qu'elle vaut

qx
qx + α0

× · · · × qxn
qxn + αn

× qxx1

qx
× · · · ×

qxn−1xn

qxn−1

·

En considérant la chaîne échantillonnée {X0, Xh, X2h, . . .}, les mêmes calculs que précédemment
conduisent au résultat.

Exemple 6.1. Pour E = N, qx,x+1 = λ, et qxy = 0 si y 6= x + 1, cela nous donne le processus
de comptage d'un processus de Poisson.

6.3 Explosions et processus de vie et de mort

En pratique on part de la donnée du générateur in�nitésimal Q plutôt que du semi-groupe
(P (t))t∈R+

. En l'absence d'explosion (i.e. limn→∞ Tn = +∞), le théorème précédent indique
que la loi du processus est caractérisée par le générateur Q, puisqu'on a une construction explicite
de toute la trajectoire {Xt}t∈R+ . Voici une première condition su�sante de non-explosion.

Théorème 6.2. Si la chaîne de Markov {Yn}n∈N des états visités par le processus {Xt}t∈R+ est
irréductible récurrente, alors presque sûrement limn→∞ Tn = +∞, i.e. on n'a pas d'explosion.

Preuve. Fixons un état x, et notons νn :=
∑n
k=0 1Yk=x le nombre de visites de la chaîne discrète

à x aux instants k ≤ n. D'après la caractérisation des processus de saut, la séquence des temps
de séjour en x à chaque visite est i.i.d., de distribution exponentielle de paramètre qx. Par
récurrence de l'état x pour la chaîne discrète, νn → +∞ presque sûrement lorsque n→∞. Par
la loi forte des grands nombres, le temps total passé en x avant Tn, qui minore Tn, tend alors
presque sûrement vers l'in�ni.

Processus de vie et de mort

Par dé�nition, il s'agit de processus Markoviens de sauts sur N qui de l'état n ne peuvent passer
qu'à l'état n+ 1 (on parle de naissance d'un individu) ou n− 1 (on parle de mort d'un individu).
Leur générateur in�nitésimal est complètement spéci�é par les taux de naissance βn = qn,n+1 et
de mort δn = qn,n−1. En e�et, pour n 6= m avec |n−m| > 1, le taux qnm est par hypothèse nul;
le paramètre qn de la loi exponentielle du temps de séjour en n est nécessairement donné par

qn = βn + δn,

d'après la condition de normalisation
∑
m6=n qn,m = qn. On a dans ce cas le critère de non-

explosion suivant:
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Proposition 6.1. Si
∑
n≥0

1
βn+δn

= +∞, alors le processus de vie et mort associé aux taux

{βn, δn}n≥0 n'a, avec probabilité 1, pas d'explosion.

Preuve. Si la chaîne reste con�née à un nombre �ni de valeurs, elle prend l'une d'elles une in�nité
de fois. Le même argument que précédemment (cas récurrent) permet de conclure. Sinon,
{Yn}n∈N prend toutes les valeurs k supérieures à Y0. T∞ = limn→∞ Tn est alors supérieur ou
égal à la somme Z :=

∑
k≥Y0

Zk de variables aléatoires Zk indépendantes, exponentielles de
paramètre βk + δk. Une variable aléatoire Z vaut +∞ presque sûrement si sa transformée de
Laplace Ee−αZ vaut 0 pour tout α > 0. Or

Ee−αZ =
∏
k≥Y0

βk + δk
βk + δk + α

= exp

−∑
k≥Y0

log(1 +
α

βk + δk
)

 .

La somme dans cette exponentielle est in�nie si et seulement si
∑
k≥Y0

1
βk+δk

= +∞, d'où le
résultat.

6.4 Lois stationnaires et théorèmes limites

Partant de l'équation de Kolmogorov �forward�,

d

dt
P (t) = P (t)Q,

on obtient en la multipliant à gauche par le vecteur ligne donnant la loi initiale de X0, p(0) =
{px(0)}x∈E

d

dt
P(Xt = z) =

d

dt

∑
x∈E

px(0)pxz(t) =
∑
x,y∈E

px(0)pxy(t)qyz.

On ne justi�e pas ici ce résultat dans le cas |E| = +∞, qui requiert des arguments supplémentaires
pour échanger somme in�nie et dérivation. L'équation ci-dessus s'interprète encore

d

dt
P(Xt = z) =

∑
y∈E

P(Xt = y)qyz.

Cela justi�e la dé�nition

Dé�nition 6.2. Une loi {πx}x∈E est dite stationnaire pour la processus Markovien de sauts
{Xt}t∈R+ si elle véri�e

∀x ∈ E,
∑
y∈E

πyqyx = 0,

ou de manière équivalente

∀x ∈ E, πx
∑
y 6=x

qxy =
∑
y 6=x

πyqyx. (6.2)

Ces dernières équations sont appelées équations de balance, ou d'équilibre, du processus.

Exemple 6.2. (Processus de vie et de mort)
Les équations prennent la forme:

π0β0 = π1δ1,
πi(βi + δi) = πi−1βi−1 + πi+1δi+1, i ≥ 1.
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On obtient alors par récurrence:

πn = π0

n∏
i=1

βi−1

δi
· (6.3)

Dé�nition 6.3. Le processus de sauts {Xt}t∈R+
est irréductible (respectivement, irréductible

récurrent) si et seulement si la chaîne induite {Yn}n∈N l'est.

Dé�nition 6.4. L'état x ∈ E est dit récurrent positif si et seulement si

Ex(Rx) < +∞,

où Rx := inf{t > τ0 : Xt = x}.

Dé�nition 6.5. Une mesure non négative µ sur E est invariante si et seulement si

∀y ∈ E,∀t > 0, µy =
∑
x∈E

µxpxy(t)

ce qu'on note encore matriciellement µ′ = µ′P (t).

Théorème 6.3. Si le processus {Xt}t∈R+
est irréductible récurrent, une mesure invariante µ

existe et est unique à un facteur multiplicatif près. On peut la dé�nir comme, ayant �xé un état
arbitraire x ∈ E:

∀y ∈ E, µy = Ex

∫ Rx

0

1Xs=yds.

On peut aussi la dé�nir selon

∀y ∈ E, µy =
1

qy
Ex

Tx∑
n=1

1Yn=y,

où Tx := inf{n ≥ 1 : Yn = x} est le temps d'atteinte de x de la chaîne induite.

Remarque 6.1. La dernière expression fournit une relation entre la mesure invariante µ̂ de la
chaîne induite {Yn}n∈N et celle du processus {Xt}t∈R+

, puisque cette dernière s'écrit µy =
µ̂y
qy
.

Eléments de preuve: On considère la chaîne échantillonnée {Xn}n∈N. Une mesure in-
variante pour {Xt}t∈R+

est invariante pour {Xn}n∈N. Pour établir l'unicité annoncée, il su�t
donc de montrer qu'on a unicité pour cette dernière, ce qui découle de la théorie des chaînes de
Markov dès qu'on a irréductibilité et récurrence.

L'irréductibilité de {Xn}n∈N découle de celle de {Yn}n∈N. En e�et, pour deux états x, y il
existe une suite x0 = x, . . . , xn = y d'états tels que chaque transition de xi à xi+1, i = 1, . . . , n−1,
a une probabilité positive pour {Yn}n∈N. On peut choisir des intervalles de temps Ai non vides
tels que

τi ∈ Ai, i = 0, . . . , n⇒ Tn =

n−1∑
i=0

τi < 1 < Tn+1 =

n∑
i=0

τi.

Sur l'événement {Y n0 = xn0 , τi ∈ Ai, i = 1, . . . , n} on a alors X1 = y. Or cet événement a une
probabilité positive, chaque temps de séjour τi ayant une loi exponentielle, d'où l'irréductibilité
de {Xn}n∈N.

La récurrence de {Xn}n∈N s'établit comme suit. Comme {Yn}n∈N est récurrente par hy-
pothèse, elle visite un état x une in�nité de fois. Comme chaque temps de séjour est exponentiel,
une in�nité de ces temps de séjour a une durée supérieure à 1. Donc {Xn}n∈N visite x une
in�nité de fois.
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Corollaire 6.1. Pour {Xt}t∈R+ irréductible récurrent, la récurrence positive est véri�ée par tous
les états ou aucun.

Preuve. En e�et, l'état x est récurrent positif si et seulement si
∑
y∈E µy < +∞, puisque cette

somme coïncide avec Ex(Rx). La condition de sommabilité est véri�ée par une mesure invariante
si et seulement si elle est véri�ée par toutes. En construisant la mesure invariante à partir d'un
autre état x′ 6= x, le résultat en découle.

Dé�nition 6.6. Le processus {Xt}t∈R+ est dit ergodique s'il est irréductible, récurrent positif.

On a alors les résultats suivants:

Théorème 6.4. Le processus {Xt}t∈R+
est ergodique si et seulement si il est irréductible, non

explosif, et il existe une loi de probabilité π véri�ant les équations de balance (6.2) ou de manière
équivalente, π′Q = 0.

Dans ce cas, π est l'unique loi invariante, et est donnée par

πx =
1

Ex(Rx)
·

Théorème 6.5. (Théorème ergodique) Pour un processus de sauts {Xt}t∈R+
ergodique sur E

de loi stationnaire π, on a pour toute fonction π-intégrable f : E → R et toute loi initiale pour
X0 la limite presque sûre

lim
t→∞

1

t

∫ t

0

f(Xs)ds =
∑
x∈E

πxf(x).

Théorème 6.6. Pour un processus de sauts {Xt}t∈R+
ergodique sur E de loi stationnaire π, on

a la convergence en loi de Xt vers π lorsque t→∞, soit

∀x ∈ E, lim
t→∞

P(Xt = x) = πx.

On a encore une forme de réciproque:

Théorème 6.7. Pour un processus irréductible transient ou récurrent nul, pour toute loi initiale
ν et état x, on a

lim
t→∞

Pν(Xt = x) = 0.

En�n, de même que l'existence d'une loi de probabilité stationnaire implique le caractère positif
récurrent, l'existence d'une mesure stationnaire de masse totale in�nie implique que le processus
est transient ou récurrent nul.

Exemple 6.3. La �le M/M/∞. On suppose qu'aux instants Tn d'un processus de Poisson
d'intensité λ > 0 des clients arrivent dans un système, le client arrivant à l'instant Tn résidant
alors pour un temps σn dans le système avant de le quitter. On suppose de plus la suite {σn}
i.i.d., indépendante de {Tn}, et chaque σn admettant une loi exponentielle de paramètre µ. En
utilisant la propriété d'absence de mémoire de la loi exponentielle, montrer que le processus Xt

comptant le nombre de clients dans le système est un processus Markovien de sauts sur N de
taux de transition non nuls qi,i+1 = λ, qi,i−1 = µi. Déterminer une mesure stationnaire.

Exemple 6.4. La �le M/M/1/∞. On suppose encore que des clients arrivent aux instants Tn
d'un processus de Poisson d'intensité λ > 0, et qu'à chacun est associée une variable aléatoire
σn distribuée comme précédemment, qu'on interprète comme le temps de service du client. On
suppose qu'un unique serveur traite les clients, dans l'ordre d'arrivée (discipline FIFO: First
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In First Out), chaque client quittant le système dès que son service est �ni. Montrer que le
processus Xt comptant le nombre de clients dans la �le est Markovien, de taux de transition non
nuls qi,i+1 = λ, qi,i−1 = µ1i>0.

Quel processus de Markov obtient-on si la politique de service est �Processor Sharing�, i.e. le
serveur partage sa capacité de service équitablement entre les clients présents?

6.5 Critère d'ergodicité

Pour un processus Markovien de sauts, on a le critère suivant:

Théorème 6.8. Soit un processus Markovien de sauts {Xt}t∈R+ irréductible, non-explosif sur
l'espace discret E, de générateur in�nitésimal Q. Si il existe une fonction V : E → R+ et des
constantes ε > 0, b et un ensemble �ni K ⊂ E tels que pour tout x ∈ E∑

y 6=x

qxy[V (y)− V (x)] ≤
{
−ε si x /∈ K,
b− ε si x ∈ K, (6.4)

alors le processus est ergodique.

Preuve. La chaîne induite {Yn}n∈N a pour probabilités de transition qxy/qx, x, y ∈ E, x 6= y.
Notant N = inf{n > 0 : Yn ∈ K}, on a d'après l'hypothèse (6.4) en divisant par qy:

E(V (Yn+1)− V (Yn)|Yn = y) ≤ −ε/qy + b1y∈K/qy,

d'où
E(V (YN )− V (Y0)) ≤ E

∑N−1
k=0 (q−1

Yk
(−ε+ b1Yk∈K))

≤ E b
qY0

1Y0∈K − εE
∑N−1
k=0

1
qYk
·

Pour Y0 = y ∈ K, notant R(K) l'instant du N -ème saut, i.e. le premier saut après 0 auquel le
processus se retrouve dans K, cette dernière expression donne, puisque le temps moyen de séjour
dans l'état Yk est conditionnellement en la valeur de Yk donné par 1/qYk , et en utilisant le fait
que V est non négative:

E(R(K)|X0 = y) ≤ 1
ε

(
V (y) + b

qy

)
≤ 1

ε supz∈K

(
V (z) + b

qz

)
.

Considérons maintenant la suite {Zn} extraite de la chaîne induite {Yn}, correspondant aux
instants successifs où Yn visite K. Le nombre de telles visites de Yn à K est in�ni avec probabilité
1 d'après l'évaluation précédente. {Zn} est alors une chaîne de Markov d'après la propriété de
Markov forte de {Yn}, irréductible d'après l'irréductibilité supposée de {Yn}. Notons pxy les
probabilités de transition correspondantes, x, y ∈ K. Pour tous x, y ∈ K tels que pxy > 0, on a

E(R(K)|X0 = x, Z1 = y) ≤ sup
z,z′∈K:pzz′>0

1

pzz′

1

ε
sup
z∈K

(
V (z) +

b

qz

)
,

soit une majoration C <∞ uniforme en de tels x, y ∈ K.
Pour un état quelconque x ∈ K, au vu de la structure des processus de saut, on a

E(Rx|X0 = x) ≤ CE(Tx|Z0 = x),

où Tx est le premier instant n > 0 auquel Zn = x. Or la chaîne irréductible Zn est nécessairement
ergodique car à valeurs dans un ensemble �ni K, donc E(Tx|Z0 = x) < +∞, ce qui établit
l'ergodicité du processus {Xt}t∈R+

.
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6.6 Réversibilité

Pour un processus de Markov {Xt}, en dé�nissant X̃t := X−t son renversement en temps, on
véri�e aisément qu'il satisfait encore la propriété de Markov. Supposant de plus que le processus
est stationnaire, de loi invariante π, on a alors dans le cas du temps discret la matrice de
probabilités de transition P̃ pour X̃ donnée par

∀x, y ∈ E, p̃xy = P(X̃n+1 = y|X̃n = x) = P(X−n−1 = y|X−n = x) =
πy
πx
pyx.

Dans le cas du temps continu on obtient pareillement pour la matrice de taux de transition Q̃
du processus {X̃}:

∀x 6= y ∈ E, q̃xy = lim
h→0

P(X−t−h = y|X−t = x)

h
=
πy
πx
qyx.

Dans le cas particulier où la loi de {X̃} est la même que la loi de {X}, on dit que le processus
est réversible. D'après ce qui précède, le processus est réversible si et seulement si on a en temps
discret l'identité sur la matrice de transition

∀x, y ∈ E, πxpxy = πypyx,

et en temps continu l'identité sur le générateur in�nitésimal:

πxqxy = πyqyx.

Un cas particulier intéressant concerne la restriction des taux de transition d'un processus. Pour
un générateur in�nitésimal Q, et un sous-ensemble F ⊂ E, on peut dé�nir la matrice de taux Q̂
sur F qui est la restriction de Q à F prenant soin de modi�er la diagonale: q̂xx = −

∑
y 6=x,y∈F qxy.

Alors si Q est réversible pour la loi π, on véri�e immédiatement que Q̂ est encore réversible pour
la restriction de π à F .
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Chapitre 7

Quelques modèles de réseaux

7.1 Le modèle d'Erlang: réseaux à pertes

Ce modèle fut introduit au début du siècle dernier par Agner Krarup Erlang pour modéliser la
performance des réseaux téléphoniques. On considère un ensemble de liens ` ∈ L, chaque lien
pouvant supporter C` communications en parallèle, et un ensemble de routes r ∈ R, chaque
route r empruntant un ensemble de liens Lr ⊂ L.

Le modèle de tra�c est alors le suivant: de nouveaux appels pour la route r se présentent
aux instants d'un processus de Poisson d'intensité λr. Si au moins un circuit est disponible sur
chaque ` ∈ Lr lors de l'arrivée d'un nouvel appel, celui-ci est accepté, et occupera un circuit sur
chaque lien pendant une durée exponentiellement distribuée de paramètre µr. Sinon l'appel est
simplement rejeté.

Le processus {Xt(r)} comptant le nombre d'appels en cours le long de chaque route r est alors
Markovien de sauts. En l'absence des rejets d'appel (i.e. si les capacités C` étaient in�nies) les
taux non nuls seraient qx,x+er = λr, qx,x−er = xrµr; pour un tel processus, qui est simplement
une collection de �les M/M/∞ n'interagissant pas, on a la loi réversible

πx =
∏
r∈R

e−ρr
ρxrr
xr!

, x ∈ NR,

où ρr = λr/µr. Le processus correspondant aux rejets d'appel dus aux capacités �nies est en
fait la restriction de ce processus au sous-ensemble �ni

F = {x ∈ NR : ∀` ∈ L,
∑
r∈R

A`rxr ≤ C`}.

Ici on a noté A`r = 1`∈Lr . Il admet donc la loi stationnaire

π̂(x)
1

Z

∏
r∈R

e−ρr
ρxrr
xr!

, x ∈ F,

pour une constante de normalisation Z.

Le problème de dimensionnement consiste à choisir les capacités C` de manière à avoir une
probabilité de rejet acceptable. La formule précédente fournit un angle d'attaque sur ce problème,
rendu délicat par la présence de la constante de normalisation Z.
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7.2 Réseaux de Jackson

On considère un ensemble I de stations de service. On suppose que le taux de départ de la station
i est µiφi(n) lorsque n clients sont présents, et qu'un client quittant i se dirige vers la station j
avec une probabilité pij , et quitte dé�nitivement le système avec probabilité pi,ext = 1−

∑
j∈I pij .

On suppose ∑
j∈I

pij ≤ 1

. Exemples:

• φi(n) = 1n>0: �le à un serveur, servant à vitesse 1 des clients dont le temps de service est
exponentiellement distribué de paramètre µi.

• φi(n) = n: �le avec in�nité de serveurs de vitesse 1, temps de service Exp(µi).

• φi(n) = min(ki, n): �le avec ki serveurs.

On suppose par ailleurs que des clients externes arrivent à la station i selon un processus de
Poisson d'intensité λ̄i.

On a alors les taux de transitions non nuls: qn,n+ei = λ̄i, qn,n−ei = φi(ni)pi,ext, qn,n−ei+ej =
φi(ni)pij .

Equations du tra�c: la loi de conservation naturelle pour les taux d'arrivée totaux λi, dus
aux arrivées externes et aux routages probabilistes depuis des stations, est la suivante:

∀i ∈ I, λi = λ̄i +
∑
j∈I

λjpji.

Si la matrice Id−P est inversible, ce que nous supposerons, ces equations admettent pour unique
solution λ = (Id− PT )−1λ̄.

Véri�ons maintenant que le processus admet pour mesure stationnaire, ayant posé ρi := λi/µi:

πn =
∏
i∈I

ρnii∏ni
m=1 φi(m)

·

Le processus n'est en général pas réversible, et on ne peut donc pas espérer véri�er les équations
de balance détaillée. Comme il est cependant fastidieux de véri�er les équations de balance
globale:

πn(
∑
i,j

qn,n−ei+ej+
∑
i

qn,n−ei+
∑
j

qn,n+ej ) =
∑
i,j

πn−ei+ej ,nqn−ei+ej+
∑
i

πn−eiqn−ei,n+
∑
j

πn+ejqn+ej ,n

pour tout n ∈ NI , nous allons nous simpli�er la tâche en établissant qu'une équation de balance
dite partielle est satisfaite, qui impliquera la balance globale. Cette équation est la suivante:

∀i, πn(
∑
j qn,n−ei+ej + qn,n−ei) =

∑
j πn−ei+ejqn−ei+ej ,n + πn−eiqn−ei,n,

πn
∑
j qn,n+ej =

∑
j πn+ejqn+ej ,n.

La première équation donne, en simpli�ant les facteurs communs dans π:

µiφi(ni)(
∑
j

pij + pi,ext) = ρ−1
i φi(ni)

∑
j

[ρj/φj(nj + 1)]pjiµjφj(nj + 1) + λ̄i,
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qui est bien véri�ée d'après les équations de tra�c. La seconde équation donne après simpli�cation∑
j

λ̄j =
∑
j

λjpj,ext.

Cette identité découle à nouveau des équations du tra�c.
Cett loi est normalisable si et seulement si

∀i,
∑
n≥0

ρni∏n
m=1 φi(m)

<∞.

En particulier, le processus est récurrent positif dans le cas de �les à ki serveurs si et seulement
si:

∀i, ρi < ki.

7.3 File à priorités préemptives

On considère un serveur de capacité 1, et des arrivées de clients de R classes r ∈ [R]. Les
clients de classe r arrivent selon un processus de Poisson d'intensité λr et requièrent un service
exponentiel de paramètre µr. On note ρr := λr/µr la charge de service de la classe r.

La règle de service est la suivante. Le serveur se consacre toujours au service d'un client
de plus haute priorité (par exemple en ordre FIFO au sein d'une classe), la priorité décroissant
avec le label r. Il y a notamment préemption du service en cours de clients de classe r lors de
l'arrivée d'un client de classe r′ < r. Le travail e�ectué sur un client avant interruption n'est pas
perdu, et donc le temps résiduel de service est toujours distribué selon la même loi exponentielle
de paramètre µr.

L'absence de mémoire des lois exponentielles et l'indépendance des incréments de processus
de Poisson entraîne que le processus {X(t)}t∈R+ où Xr(t) est le nombre de clients de classe r
présents à l'instant t est Markovien de sauts à valeurs dans NR, de taux de transition non nuls

qx,x+er = λr, qx,x−er = µr1xr>01x1=...=xr−1=0.

Ergodicité et transience

Montrons que le processus est ergodique si ρ :=
∑
r∈[R] ρr < 1, et transient si ρ > 1.

Pour établir l'ergodicité on considère la fonction de Lyapunov V (x) :=
∑
r∈[R] xr/µr.

On a alors pour tout x ∈ NR:∑
y 6=x

qx,y[V (y)− V (x)] =
∑
r∈[R]

ρr − 1x6=0.

Par ailleurs, le processus {X(t)}t∈R+ est clairement irréductible (de tout état on peut revenir en
0) et non-explosif (le taux qx est majoré uniformément en x par

∑
r∈[R] λr + µr).

Posant K = {0} ⊂ NR, ε = 1 − ρ, b = 1, la condition de �drift� de la fonction de Lyapunov
V est véri�ée lorsque ρ < 1, d'où ergodicité.

Supposons ρ > 1. Notons Nr(t) le nombre d'arrivées de clients de classe r dans (0, t] et Dr(t)
le nombre de départs correspondants. Supposons X(0) = 0, de sorte que

Xr(t) = Nr(t)−Dr(t).
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Notons Wr(t) le temps passé par le serveur à travailler au service de la classe r sur (0, t] et σr,m
le temps de service du m-ème client de la classe r. Il vient

Wr(t) ≥
Dr(t)∑
m=1

σr,m.

Un processus de Poisson Nr d'intensité λr véri�e la loi forte des grands nombres

lim
t→∞

Nr(t)

t
= λr presque sûrement.

En e�et, on peut écrire

btc
t

∑btc−1
k=0 Nr((k, k + 1])

btc
≤ Nr(t)

t
≤ dte

t

∑dte−1
k=0 Nr((k, k + 1])

dte
·

Les variables Nr((k, k+1]) sont i.i.d., Poisson de paramètre λr, et la loi forte des grands nombres
standard implique alors celle pour le processus de Poisson.

On distingue alors deux cas. Si pour un r ∈ [R], Dr(t) ≤ λrt/2, alors d'après la loi forte des
grands nombres pour Nr, il vient que Xr(t) ≥ λrt/2 + o(t).

Si par contre pour tout r ∈ [R], Dr(t) ≥ λrt/2, alors la loi forte des grands nombres appliquée
aux temps de service σr,m, et le fait que Dr(t) ≤ Nr(t) = O(t) impliquent que

Wr(t) ≥ Dr(t)
1

µr
+ o(Dr(t)) = Dr(t)

1

µr
+ o(t).

Or
∑
r∈[R]Wr(t) ≤ t par dé�nition. On a alors

V (X(t)) =
∑
r∈[R]

[Nr(t)−Dr(t)]
1

µr
≥
∑
r∈[R]

ρrt−Wr(t) + o(t) ≥ t[ρ− 1] + o(t).

Dans un cas comme dans l'autre, on obtient une minoration en Ω(t) de maxr∈[R]Xr(t). Le
processus est donc nécessairement transient, ne passant qu'un temps �ni dans n'importe quel
état de NR.

Nombre moyen de clients par classe à l'équilibre

On suppose maintenant ρ < 1 et µ1 = . . . = µR = µ. Pour chaque r ≤ R �xé, le nombre
X≤r(t) :=

∑
s≤rXs(t) constitue alors un processus Markovien de sauts, de taux d'arrivée Poisson∑

s≤r λs et de taux de départ µ sauf lorsque le système est vide.
En e�et, la politique de priorité préemptive fait que la dynamique du nombre de clients de

classe s ≤ r n'est pas a�ectée par le nombre de clients de classe > r. De plus, la distinction faite
par le serveur entre clients de classe s < r n'a�ecte pas les statistiques du processus, d'après
notre hypothèse µs ≡ µ.

Ce sous-système est donc une �le d'attenteM/M/1/∞ de charge
∑
s≤r ρs. Le nombre moyen

de clients à l'équilibre est donc donné par

E(
∑
s≤r

Xs) =

∑
s≤r ρs

1−
∑
s≤r ρs

·

On en déduit:

E(Xr) =
∑
s≤r ρs

1−
∑
s≤r ρs

−
∑
s<r ρs

1−
∑
s<r ρs

= ρr

(1−
∑
s≤r ρs)(1−

∑
s<r ρs)



Chapitre 8

Politiques d'ordonnancement
stabilisantes

8.1 Stratégie de poids maximal

On considère le problème d'ordonnancement générique suivant. Chaque r ∈ R indice un type de
service. A chaque instant n ∈ N, on peut choisir un vecteur de service sn dans l'ensemble Sn, où
Sn ⊂ NR peut changer d'un instant à l'autre, sn(r) désignant le nombre maximal de requêtes
de type r traitées pendant cet instant. On suppose de plus que pour une constante smax, on a
Sn ⊂ [0, smax)R.

Une fois ce service e�ectué on a l'arrivée de An(r) ∈ N nouvelles requêtes de service de type
r.

Notant Xn(r) le nombre de requêtes de type r en attente à la �n de l'instant de service n, on
a alors l'équation d'évolution

∀r ∈ R, n ∈ N, Xn(r) = (Xn−1(r)− sn(r))+ +An(r).

On fait les hypothèses statistiques suivantes. Les vecteurs An sont i.i.d., de moyenne a ∈ RR+ , et
les ensembles Sn sont i.i.d., de loi ν, et indépendants des An. On pose alors la dé�nition

Dé�nition 8.1. Pour tout S ⊂ ([0, smax) ∩N)R, on désigne par ν(·|S) une loi de probabilité à
support dans S. La région de capacité C du système est alors dé�nie comme

C =

{
x ∈ RR+ : ∀S ⊂ ([0, smax) ∩N)R,∃ν(·|S)S : ∀r ∈ R, xr ≤

∑
S
ν(S)

∑
s∈S

ν(s|S)sr

}
(8.1)

Lorsque la loi ν est concentrée sur un unique ensemble S ⊂ NR, la région C est l'ensemble
des vecteurs x ∈ RR+ tels qu'il existe un vecteur y ≥ x dans l'enveloppe convexe de S.

Exemple 8.1. Commutation de paquets dans les routeurs: pour un routeur avec N ports d'entrée
et N ports de sortie, la fonction dite de commutation de paquets au sein du routeur doit perme-
ttre d'envoyer un paquet reçu à n'importe quel port d'entrée vers n'importe quel port de sortie.
Une architecture couramment étudiée consiste à maintenir à chaque port d'entrée i ∈ [N ] N �les
d'attente distinctes, une par port de sortie, où sont stockés les paquets destinés au port corre-
spondant. L'architecture dite �crossbar� permet alors à chaque étape de créer un appariement
arbitraire parmi les N ! possibilités entre les ports d'entrée et de sortie.
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Le cadre précédent permet de modéliser ce contexte: on associe un type de service à chaque
paire (i, j) ∈ [N ]× [N ] de ports d'entrée et de sortie; Xn(i, j) est le nombre de paquets en attente
au port d'entrée i destinés au port de sortie j. L'ensemble S des vecteurs de service possibles
correspond aux matrices si,j de permutation.

On a alors (théorème de Birkho�-von Neumann) la caractérisation suivante de la région de
capacité comme l'ensemble des matrices x ∈ [0, 1][N ]×[N ] telles que

∀i, j ∈ [N ]× [N ],
∑
k∈[N ]

xi,k ≤ 1,
∑
k∈[N ]

xk,j ≤ 1.

Exemple 8.2. Ordonnancement dans les réseaux sans �l: une station émettrice dispose d'une
puissance d'émission P par unité de temps. Elle envoie des paquets de données vers les stations
destinatrices r ∈ R. Le vecteur G ∈ RR+ des gains de transmission de l'émetteur vers les
destinataires est i.i.d.. A chaque instant n, la station doit choisir une unique destination r ∈ R
vers qui transmettre, la quantité d'information reçue étant alors donnée par PGr (il s'agit d'une
idéalisation; cf. formule de Shannon pour la capacité d'un canal Gaussien, fonction du rapport
signal sur bruit, qui dans un régime de puissance faible après linéarisation redonne le modèle
décrit ici). Si les produits PGr sont entiers, on se retrouve encore dans le cadre précédent.

On introduit dans ce cadre la politique de poids maximal:

Dé�nition 8.2. Etant données des fonctions de poids φr : N→ R+, la politique d'ordonnancement
de poids maximal correspondante consiste par dé�nition à choisir à chaque étape n un vecteur
sn ∈ Sn qui réalise le maximum dans

max
s∈Sn

∑
r∈R

φr(Xn−1(r)).

Dans la suite on s'intéresse uniquement aux fonctions de poids φr(x) = wrx
α pour des poids

wr > 0 et un exposant commun α > 0.

Exemple 8.3. La politique �serve the longest queue �rst� peut être vue comme un cas particulier
de la politique de poids maximal, avec wr ≡ 1 et α = 1.

Théorème 8.1. On �xe une politique de poids maximal (w,α) avec wr, α > 0. On suppose que
∀r ∈ R, E(A(r)1+α) <∞ etar > 0. Si pour un ε > 0, on a (1 + ε)a ∈ C, où a = E(An) et C est
la région de capacité, alors la chaîne de Markov {Xn} est ergodique. Si a /∈ C, alors il n'existe
aucune politique d'ordonnancement qui induise une chaîne de Markov {Xn} ergodique.

Remarque 8.1. La politique de poids maximal est myope: elle fait une décision à l'instant n
sur la base de l'ensemble Sn de volumes de service réalisables à cet instant, sans prise en compte
explicite de la distribution ν(S). Elle n'implique pas non plus d'estimation explicite des taux
d'arrivée moyens ar. Il est donc remarquable qu'une stratégie aussi simple permette de stabiliser
le système dès que cela est faisable (le seul cas qu'on n'a pas traité est lorsque le vecteur a est à
la frontière de l'ensemble C; pour cela on peut établir que, si les An ont une variance non nulle,
la chaîne de Markov peut être rendue récurrente nulle mais pas ergodique). De par sa simplicité,
cette politique est aussi adaptative: lors d'un changement dans les taux moyens d'arrivée, aucun
changement dans la politique n'est nécessaire pour préserver l'ergodicité.

Preuve. Ergodicité des politiques de poids maximal: Soit ε > 0 tel que (1 + ε)a ∈ C. En
vue d'appliquer le critère d'ergodicité de Lyapunov-Foster, on introduit la fonction V dé�nie sur
N
R par

∀x ∈ NR, V (x) :=
∑
r∈R

(1 + α)−1wrx
1+α
r .
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On �xe x ∈ NR et on cherche à majorer E(V (Xn)− V (Xn−1)|Xn−1 = x).
On note

hr := Xn(r)−Xn−1(r) = An(r) + max(−sn(r),−Xn−1(r)).

La dérivée de la fonction xr → wr(1 + α)−1x1+α
r étant xr → wrx

α
r , une formule de Taylor au

premier ordre donne l'existence de scalaires aléatoires θr ∈ [0, 1] tels que

E(V (Xn)− V (Xn−1)|Xn−1 = x) = E(
∑
r∈R

wr(xr + θrhr)
αhr|Xn−1 = x).

On écrit ce second membre comme la somme A+B de deux termes donnés par

A = E(
∑
r∈R

wr(xr)
αhr|Xn−1 = x)

et

B = E

[∑
r∈R

wr{(xr + θrhr)
α − xαr }hr|Xn−1 = x

]
.

On évalue le terme A comme suit:

A = E(
∑
r∈R wr(xr)

α(An(r) + max(−sn(r),−xr))|Xn−1 = x)
= E(

∑
r∈R wr(xr)

α(ar + max(−sn(r),−xr))|Xn−1 = x)
≤ E(

∑
r∈R wr(xr)

α(ar − sn(r))|Xn−1 = x) +
∑
r∈R wrs

α+1
max,

où on a remplacé hr par son expression, utilisé l'indépendance de An et de Xn−1, et majoré
xαr max(−sn(r),−xr) par −xαr sn(r) + sα+1

max.
D'après la condition a(1 + ε) ∈ C, on a l'existence d'une distribution ν(·|S) sur S telle que∑

S
ν(S)

∑
s∈S

ν(s|S)s ≥ (1 + ε)a.

D'après la dé�nition de la politique de poids maximal, on a sur l'événement{Xn = x}:∑
r∈R

wrx
α
r sn(r) ≥

∑
s∈Sn

ν(s|Sn)
∑
r∈R

wrx
α
r s(r).

D'après l'indépendance entre Xn−1 et Sn, les deux dernières conditions donnent

E(
∑
r

wrx
α
r sn(r)|Xn−1 = x) ≥

∑
S
ν(S)

∑
s∈S

ν(s|S)
∑
r∈R

wrx
α
r s(r) ≥ (1 + ε)

∑
r∈R

wrx
α
r ar.

Notant C =
∑
r∈R wrs

α+1
max, on a donc la majoration

A ≤ −ε
∑
r∈R

wrx
α
r ar + C.

On majore maintenant le terme B comme suit. Pour α ≤ 1, on a

|(xr + θrhr)
α − xαr | ≤ |θrhr|α ≤ |hr|α,

et donc
B ≤

∑
r∈R

wrE(|hn(r)|α|Xn = x).
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On peut par exemple majorer |hn(r)|α par An(r)α+sαmax, et ensuite utiliser l'indépendance entre
An et Xn−1 pour conclure que B est majorée par une constante C ′ =

∑
r∈R wr(EAn(r)α+sαmax).

Dans le cas α > 1, on utilise une formule de Taylor au premier ordre pour obtenir la majoration

|(xr + θrhr)
α − xαr | ≤ (xr + |hr|)α − xαr ≤ α(xr + |hr|)α−1|hr|.

Nous utilisons maintenant l'inégalité valide pour tous réels a, b, c non négatifs:

(a+ b)c ≤ 2c[ac + bc]

pour obtenir
|(xr + θrhr)

α − xαr | ≤ 2α−1[|hr|α + |hr|xα−1
r ].

Utilisant à nouveau l'inégalité |hr|c ≤ An(r)c + scmax valable pour c ≥ 0, on obtient

B ≤
∑
r∈R

wr2
α−1

[
E(An(r)α) + sαmax + {smax +EAn(r)}xα−1

r

]
.

En combinant ces évaluations on obtient la majoration (en changeant la dé�nition de la constante
C, et pour des coe�cients βr > 0):

E(V (Xn)− V (Xn−1)|Xn−1 = x) ≤ −ε
∑
r∈R

wrx
α
r ar + C +

∑
r∈R

βrx
α−1
r .

Pour appliquer le critère de Lyapunov-Foster, il nous reste à déterminer un ensemble �niK ⊂ NR
et un ε′ > 0 tel que pour x /∈ K, le membre de droite de cette expression soit majoré par −ε′.
Posons ε′ = 1 (n'importe quelle constante marche) et

K = {x ∈ NR : −ε
∑
r∈R

wrx
α
r ar + C +

∑
r∈R

βrx
α−1
r > −1}.

Il est alors facile de véri�er que |K| <∞: pour x ∈ K nécessairement

εmin
r∈R

(wrar)[sup
r∈R

xr]
α < C + 1 + (

∑
r∈R

βr)[sup
r∈R

xr]
α−1,

et donc soit x = 0, soit en divisant par [supr∈R xr]
α−1, nécessairement

εmin
r∈R

(wrar)[sup
r∈R

xr] ≤ C + 1 + (
∑
r∈R

βr),

d'où la conclusion d'ergodicité.
Non-ergodicité: On suppose maintenant a /∈ C. Comme l'ensemble C est convexe, d'après

le théorème de séparation de convexes disjoints (cf par exemple [4], corollaire 2.3 p.22), il existe
un vecteur b ∈ RR et un δ > 0 tels que pour tout x ∈ C, on ait∑

r∈R
brar ≥ δ +

∑
r∈R

brxr.

Montrons que ce vecteur b peut être choisi à coordonnées non négatives. En e�et, soit x ∈ C. Le
vecteur x′ tel que x′r = xr si br ≥ 0 et x′r = 0 si br < 0 est aussi dans C, par dé�nition de C. On
a donc, puisque a ≥ 0, ∑

r∈R
b+r (ar − xr) ≥

∑
r∈R

br(ar − x′r) ≥ δ.
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On suppose donc ∀r ∈ R, br ≥ 0. Nous allons appliquer le critère de non-ergodicité 3.7 en
choisissant comme fonction de Lyapunov

V (x) :=
∑
r∈R

brxr.

On a
E(V (Xn)− V (Xn−1)|Xn−1 = x) ≤

∑
r∈R

brar.

Le membre de droite est bien majoré uniformément en x ∈ NR. Dans l'autre direction nous
avons

E(V (Xn)− V (Xn−1)|Xn−1 = x) ≥
∑
r∈R

br[ar −E(sn(r)|Xn−1 = x)].

Choisissant pour ν(s|S) une loi concentrée sur les vecteurs s ∈ S qui maximisent
∑
r∈R s(r)br,

on obtient:

E(V (Xn)− V (Xn−1)|Xn−1 = x) ≥
∑
r∈R

br[ar −
∑
S
ν(S)

∑
s∈S

ν(s|S)sr] ≥ δ > 0.

On est donc dans la cadre d'application du théorème 3.7, et le processus ne peut être ergodique.

Remarque 8.2. On peut en fait montrer la transience de n'importe quelle politique (Markovienne
ou non), en utilisant la loi des grands nombres: elle implique que V (Xn)→∞ presque sûrement.

8.2 Réseaux multi-bonds: poids maximal et �backpressure�

On part encore de l'existence d'un ensemble �ni R de types de service, et on note Xn(r) le
nombre de services de type r en attente après l'instant n. Cependant le traitement d'une tâche
de type r peut soit la faire disparaître, soit la transformer en une tâche de type r′ ∈ R, r′ 6= r.
On va noter s(r, r′) le nombre de services de tâches r pouvant être traitées en un pas de temps de
fa�on à les transformer en tâches de type r′, avec r ∈ R, r′ ∈ R′ := R∪ {ext}, où ext désigne la
complétion de la tâche. On note S ⊂ NR×R′ l'ensemble des vecteurs de traitement réalisables.

On suppose qu'il existe smax < ∞ qui majore chaque s(r, r′) réalisable. On suppose par
ailleurs que l'ensemble S est monotone, i.e. si s ≤ s′ et s′ ∈ S, alors s ∈ S.

En�n on suppose que pendant l'instant n, un nombre An(r) de nouvelles requêtes de service
de type r apparaissent, les vecteurs An étant supposés i.i.d. de moyenne a = (ar)r∈R.

Notant Xn(r) le nombre de services de type r restants après l'instant n, leur évolution sera
alors la suivante: pour le choix d'un vecteur sn ∈ S, on aura

Xn(r) = Xn−1(r) +An(r) +
∑
r′∈R

s′n(r′, r)−
∑
r′∈R′

s′n(r, r′),

où s′n(r, r′) ∈ [0, sn(r, r′)]. On supposera que les s′n(r, r′) sont choisis tels que

∀r ∈ R,
∑
r′∈R′

s′n(r, r′) = min(Xn−1(r),
∑
r′∈R′

sn(r, r′)).

Pour �naliser la spéci�cation de cette politique, on peut par exemple spéci�er les s′n(r, r′) pour
un r �xé séquentiellement en r′, posant

s′n(r, r′) = min(sn(r, r′), Xn−1(r)−
∑
r′′<r′

s′n(r, r′′)).
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Dans ce cadre, la politique dite de poids maximal avec �backpressure� consiste à choisir un
vecteur sn qui réalise le maximum dans

max
s∈S

∑
r∈R

∑
r′∈R′,r′ 6=r

s(r, r′)[wrXn−1(r)α − wr′Xn−1(r′)α].

Exemple 8.4. On suppose donné un graphe orienté G = (V,E) avec des capacités entières ce
pour chaque arête e ∈ E. Un ensemble F de types de tra�c f ∈ F est donné, et à chaque
f correspond un noeud d'entrée s(f) et un noeud destination d(f). N'importe quel chemin du
graphe peut être utilisé pour acheminer le tra�c de type f depuis son entrée en s(f) dans le
réseau vers sa destination d(f).

On peut alors associer à chaque paire (v, f) ∈ V × F telle que v 6= d(f) un type de service
r correspondant. A chaque pas de temps il s'agit de déterminer pour chaque arête e = (v, w),
quel type de tra�c f en attente à v acheminer vers le noeud w; si on choisit un type f tel que
w = d(f) le tra�c acheminé atteint alors sa destination. Sinon il est simplement déplacé dans le
réseau vers un autre noeud.

Une variante de cet exemple consiste à associer la capacité aux noeuds du graphe plutôt qu'aux
arêtes. Dans ce cas il s'agit de choisir pour chaque noeud v de capacité cv d'une part quel tra�c
f présent en v transmettre au moyen de cette capacité, et aussi vers quel voisin w le transmettre.

Dé�nition 8.3. La région de capacité est par dé�nition l'ensemble des vecteurs zr ∈ RR+ tels
que pour un vecteur c dans l'enveloppe convexe de S on ait

r ∈ R, zr +
∑

r′∈R,r′ 6=r

c(r′, r) ≤
∑

r′∈R′,r′ 6=r

c(r, r′).

Remarque 8.3. Il n'est pas di�cile d'étendre le cadre présent au scénario où les ensembles Sn
de vecteurs de transmission réalisables à chaque étape n varient de manière i.i.d.. On pourra
s'inspirer de la section précédente (politiques de poids maximal) pour généraliser ce qui est décrit
ici (dé�nition de région de stabilité, théorème ci-dessous) à un tel scénario.

Le processus décrit ci-dessus est irréductible sous les conditions suivantes:

P(An(r) = 0∀r) > 0,∀r0 ∈ R,∃k > 0, r1, . . . , rk−1 ∈ R, rk = ext, s1, . . . , sk ∈ S :

k∏
i=1

si(ri−1, ri) > 0,

(8.2)
et si la politique de choix du vecteur de service est telle qu'avec probabilité positive n'importe
quel vecteur s ∈ S peut être sélectionné. Cela n'est pas a priori garanti pour les politiques de
poids maximal, que l'on pourrait modi�er en introduisant un choix probabiliste entre le vecteur
de service choisi par cette politique et un autre vecteur de service choisi uniformément au hasard
dans S.

Une condition plus forte garantissant l'irréductibilité sous (8.2) sans modi�er la politique de
poids maximal consiste à imposer l'existence d'un ordre total ≤ sur les types de service r tel que
∃s ∈ S : s(r, r′) > 0⇒ r < r′.

En�n, l'irréductibilité peut être véri�ée pour la politique de poids maximal sous (8.2) si
l'ensemble Sn des vecteurs de service disponibles à l'instant n est un sous-ensemble i.i.d. de S
qui avec probabilité positive ne contient que le vecteur s pour tout s ∈ S.

On a le théorème suivant:

Théorème 8.2. On suppose l'existence d'un ε > 0 tel que (ar + ε)r∈R ∈ C. Pour des poids
wr > 0 et un exposant α > 0, sous la politique de poids maximal et backpressure (w,α), supposant
∀r ∈ R,E(An(r)1+α) <∞ et l'irréductibilité du processus Xn, alors celui-ci est ergodique.

Inversement, si a /∈ C, alors aucune politique ne peut rendre le processus ergodique.
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Preuve. Ergodicité: On prend comme fonction de Lyapunov

V (x) :=
∑
r∈R

wr
1 + α

x1+α
r .

On note Dn(r, r′) le nombre de tâches de type r transformées en tâches de type r′ pendant
l'instant n, et

hr = Xn(r)−Xn−1(r) = An(r) +
∑

r′∈R,r′ 6=r

Dn(r′, r)−
∑

r′∈R′,r′ 6=r

Dn(r, r′).

Pour tout x ∈ NR on a, d'après le théorème de Rolle (ou la formule de Taylor à l'ordre 1),
l'existence de θr ∈ (0, 1) tels que

E[V (Xn)− V (Xn−1)|Xn−1 = x] =
∑
r∈R

E[wr(xr + θrhr)
αhr|Xn−1 = x].

On décompose ce terme en une somme A+B avec

A =
∑
r∈RE[wrx

α
r hr|Xn−1 = x],

B =
∑
r∈RE[wr{(xr + θrhr)

α − xαr }hr|Xn−1 = x].

Contrôle de A: en utilisant l'expression de hr, on obtient:

A =
∑
r∈R wrx

α
r ar −

∑
r 6=r′ E[Dn(r, r′)(wrx

α
r − wr′xαr′)|Xn−1 = x]

=
∑
r∈R wrx

α
r ar −

∑
r 6=r′ E[sn(r, r′)(wrx

α
r − wr′xαr′)|Xn−1 = x]

+
∑
r 6=r′ E[{sn(r, r′)−Dn(r, r′)}(wrxαr − wr′xαr′)|Xn−1 = x].

Notant A = A1 − A2 + A3 cette dernière décomposition, la politique de poids maximal choisit
sn qui maximise A2, lequel s'écrit encore∑

r∈R
E[wrx

α
r

∑
r′ 6=r

(sn(r′, r)− sn(r′, r))|Xn−1 = x].

D'après la condition (ar + ε)r∈R ∈ C, comme le maximum d'une fonction linéaire est réalisé en
un point extrêmal d'un ensemble convexe, on a nécessairement:∑

r

wrx
α
r

∑
r′ 6=r

(sn(r′, r)− sn(r′, r)) ≥
∑
r

wrx
α
r (ar + ε) = A1 + ε

∑
r∈R

wrx
α
r .

Par ailleurs, puisque Dn(r, r′) ≤ sn(r, r′), et on ne peut avoir inégalité stricte Dn(r, r′) <
sn(r, r′)que si Xn−1(r) < |R|cmax, on a:

A3 ≤
∑
r

cmaxwr[|R|cmax]α,

soit une constante C indépendante de x. Au �nal,

A ≤ −ε
∑
r∈R

wrx
α
r + C,

Contrôle de B: On distingue deux cas. Si α ≤ 1, on a

|(xr + θrhr)
α − xαr | ≤ |θrhr|α ≤ |hr|α,
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et donc

B ≤
∑
r

wrE[|hr|1+α|Xn−1 = x] ≤
∑
r

wrE[21+α(An(r)1+α + (2|R|cmax)1+α|Xn−1 = x].

On a alors B ≤ C pour une constante indépendante de x.
Si α > 1, on a, invoquant encore le théorème de Rolle (ou la formule de Taylor à l'ordre 1),

l'existence de θ′r ∈ (0, 1) tel que:

|(xr + θrhr)
α − xαr | ≤ |(xr + |hr|)α − xαr |

≤ α(xr + θ′r|hr|)α−1|hr|
≤ α2α−1(xα−1

r + |hr|α−1)|hr|.

On en déduit
B ≤ α2α−1

∑
r∈R

wrE[xα−1
r |hr|2 + |hr|α+1|Xn−1 = x].

Utilisant |hr|c ≤ 2c(An(r)c + (2|R|cmax)c) pour c = 2, c = 1 + α, ainsi que l'hypothèse
E(An(r)1+α) <∞, on en déduit que pour deux constantes C1, C2, on a

B ≤ C1(sup
r
xr)

α−1 + C2.

On véri�e alors comme dans la preuve du précédent théorème que le critère de Lyapunov-Foster
s'applique.

Non-ergodicité: On suppose que a /∈ C. D'après le théorème de séparation il existe donc
b ∈ RR et δ > 0 tels que pour tout z ∈ C,

∑
r∈R arbr ≥ δ+

∑
r∈R zrbr. En utilisant comme dans

la preuve du théorème précédent la monotonie de C on peut choisir b à coordonnées non-négatives.
Notons V (x) :=

∑
r∈R brxr. Pour une condition initiale X0, et pour un n > 0 arbitraire, on

a

Xn(r) = X0(r) +

n∑
m=1

Am(r) +

n∑
m=1

∑
r′

sm(r′, r)− sm(r, r′).

Notant zn(r) := −(1/n)
∑n
m=1

∑
r′ sm(r′, r)− sm(r, r′), on distingue deux cas.

Premier cas: Il existe r tel que zn(r) < 0. Alors on a Xn(r) ≥
∑n
m=1Am(r).

Deuxième cas: Pour tout r, zn(r) ≥ 0. Alors par dé�nition zn ∈ C. Le résultat de
séparation implique alors:

V (Xn) ≥ n

[
δ +

∑
r

br[
1

n
(

n∑
m=1

Am(r))− ar]

]
.

En combinant ces deux cas, on a donc:

max
r∈R

(Xn(r)) ≥ nmin

(
min
r

1

n
(

n∑
m=1

Am(r)),
1∑
r br

[
δ +

∑
r

br[
1

n
(

n∑
m=1

Am(r))− ar]

])
.

La loi des grands nombres permet de conclure que maxnXn(r) tend vers +∞ presque sûrement,
et donc le processus ne peut être ergodique.



Chapitre 9

Transferts dans Internet:
dynamiques de �ots

9.1 Modèles Markoviens du nombre de transferts en cours

Nous revisitons le problème d'allocation de bande passante abordé au chapitre 2, en nous intéres-
sant maintenant à la dynamique des nombres de transferts en cours. Dans ce contexte, r ∈ R
désigne un type de transfert, Nr(t) le nombre de transferts de type r en cours à l'instant t.

On considère un modèle à temps continu, avec arrivée de nouvelles requêtes de type r aux
instants d'un processus de Poisson d'intensité νr,et un volume de données pour chaque transfert
de type r distribué selon une loi exponentielle de paramètre µr.

On suppose en�n que la vitesse de traitement de chacun des Nr(t) transferts de type r à
l'instant t, dénotée λr(N(t)), est l'allocation équitable des ressources du réseau selon un critère
d'équité (w,α) comme introduite dans le chapitre 2. Etant donnés les liens ` ∈ L du réseau, leur
capacité C, et la matrice d'incidence A`r des types de transferts sur les liens, {λr(N(t))}r∈R
solution du problème d'optimisation

max
∑
r∈RNr(t)Ur(λr)

sur λ ∈ RR+
tels que ∀` ∈ L,

∑
r∈RA`rNr(t)λr ≤ C`,

où la fonction d'utilité Ur est donnée par

∀x ∈ R+, Ur(x) =

{
wr

x1−α

1−α si α 6= 1,

wr(x) si α = 1.

Le modèle Markovien pour l'évolution de N est alors spéci�é par les taux de transition non nuls
suivants:

∀r ∈ R, qn,n+er = νr
∀r ∈ R, qn,n−er = nrµrλr(n).

Remarque 9.1. On peut motiver ce modèle en invoquant une séparation d'échelles de temps,
selon laquelle le contrôle de congestion convergerait en un temps quasi instantané en comparaison
des échelles de temps des arrivées et départs.

69
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9.2 Stabilité optimale des allocations équitables

On note ρr := νr/µr la charge, ou volume de travail par unité de temps qu'apportent les transferts
de type r. On dé�nit la région de stabilité du réseau comme

C := {z ∈ RR+ : ∀` ∈ L,
∑
r∈R

A`rzr ≤ C`}.

On a alors le résultat suivant:

Théorème 9.1. Le processus de Markov {Nr(t)} correspondant à une allocation (w,α)-équitable
pour des poids positifs wr, α est ergodique si il existe un ε > 0 tel que (1 + ε)ρ ∈ C. Si par contre
ρ /∈ C, aucune politique d'allocation de débits λr(N) respectant les contraintes de capacité C` des
liens ` ∈ L ne peut rendre le processus ergodique.

Preuve. Ergodicité: On prend comme fonction de Lyapunov

L(n) :=
∑
r∈R

1

µr

∫ nr

0

U ′r(ρr/x)dx =
∑
r∈R

wr
µr
ρ−αr

nα+1
r

α+ 1
,

en vue d'invoquer le critère de Foster-Lyapunov en temps continu fourni par le théorème 6.8.
Pour cela il nous faut majorer la quantité ∆(n) dé�nie comme

∆(n) :=
∑
n′ 6=n

qn,n′ [L(n′)− L(n)] =
∑
r∈R

νr[L(n+ er)− L(n)] + µrnrλr(n)[L(n− er)− L(n)].

La formule de Taylor nous donne l'existence de poids θr, θ
′
r ∈ (0, 1) tels que

∆(n) =
∑
r∈R

νr

[
wr
µr

(
nr + θr
ρr

)α]
− µrnrλr(n)

[
wr
µr

(
nr − θ′r
ρr

)α]
.

On écrit alors ∆ comme la somme A+B avec, notant Λr(n) := nrλr(n),

A :=
∑
r∈R wr[ρr − Λr(n)]

(
nr
ρr

)α
,

B :=
∑
r∈R wrρr

[(
nr+θr
ρr

)α
−
(
nr
ρr

)α]
− wrΛr(n)

[(
nr−θ′r
ρr

)α
−
(
nr
ρr

)α]
·

Pour majorer le terme A, on introduit la fonction F : RR+ → R dé�nie par

F (x) =
∑
r∈R

wrn
α
r

x1−α
r

1− α
·

Cette fonction est concave, et maximisée sur l'ensemble des vecteurs x ∈ C par Λ(n). Le vecteur
{(1 + ε)ρr} appartient aussi par hypothèse à C. Il s'ensuit que la fonction G dé�nie sur [0, 1] par

G(t) := F (tΛ(n) + (1− t)(1 + ε)ρ)

est concave, et maximale en t = 1. On a donc d'après la concavité G′(t) ≥ 0 pour tout t ∈ [0, 1]
et en particulier G′(0) ≥ 0. En explicitant cette dérivée il vient∑

r∈R
[Λr(n)− (1 + ε)ρr]wrn

α
r ((1 + ε)ρr)

−α ≥ 0.
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Cela implique

A ≤ −ε
∑
r∈R

wrρ
1−α
r nαr .

On majore maintenant B. Argumentant comme dans les preuves d'ergodicité pour les politiques
de poids maximal, on obtient facilement que pour des constantes C1, C2 choisies de manière
appropriée, on a

B ≤ C1 + C2(max
r∈R

nr)
max(0,α−1).

Les conditions du critère de Foster en découlent alors aisément.

Non-ergodicité: On suppose maintenant ρ /∈ C. Il existe donc un vecteur b, qu'on peut
choisir non négatif de par la propriété de monotonie de C, et une constante δ > 0 tels que pour
tout Λ ∈ C, ∑

r∈R
brΛr + δ ≤

∑
r∈R

brρr.

On considère la chaîne à temps discret aux instants de saut, {Y (n)}, et la fonction de Lyapunov
V (Y ) :=

∑
r∈R(br/µr)Yr. On a

E[V (Y (n+ 1))− V (Y (n))|Y (n) = y] =
1∑

r∈R νr + µryrλr(y)

∑
r∈R

br[ρr − yrλr(y)].

Ce terme est clairement majoré uniformément en y ∈ N
R. Il est par ailleurs minoré par

δ/
∑
r∈R νr + µryrλr(y) et donc par 0. En�n, en choisissant K = {0} on a bien la dernière

condition, ∃y /∈ K tel que pour tout x ∈ K, V (y) > V (x). Donc la chaîne {Y (n)} est non-
ergodique. Supposons en vue d'établir une contradiction que le processus {N(t)} est ergodique.
Il admet alors une distribution de probabilité stationnaire π, caractérisée par

π(n)qn =
∑
n′ 6=n

π(n′)qn′,n.

La distribution {π(n)qn} est alors invariante pour la chaîne de Markov {Y (n)}. Or les taux qn
sont majorés par

∑
r∈R νr+µrcmax. Donc l'existence d'une probabilité stationnaire pour {N(t)}

implique l'existence d'une probabilité stationnaire pour {Y (n)} ce qui est exclu d'après l'analyse
précédente.

Remarque 9.2. Pour établir l'ergodicité on a seulement utilisé le fait que le domaine C sur
lequel on optimise l'utilité totale des allocations Λ(n) par classe est convexe. Le résultat peut donc
s'appliquer au cas où le contrôle de congestion optimise l'utilité obtenue en utilisant plusieurs
routes.

Plus précisément, supposons que chaque classe r d'usagers dispose d'un ensemble Sr de
chemins possibles le long desquels transférer des données, un chemin s ∈ Sr utilisant les liens
` tels que A`s = 1, pour une matrice d'incidence A. La généralisation naturelle de l'allocation
équitable à ce cadre consiste à allouer aux nr usagers de classe r un débit λr =

∑
s∈Sr yrs

caractérisé comme réalisant

max
∑
r∈R nrUr(

∑
s∈Sr yrs)

sur yrs ≥ 0, r ∈ R, s ∈ Sr,
tels que

∑
r∈R

∑
s∈Sr A`snryrs ≤ C`, ` ∈ L.
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On a alors ergodicité si pour un ε > 0, (1 + ε)ρ ∈ C, en dé�nissant maintenant C comme
l'ensemble des vecteurs zr ∈ RR+ tels qu'il existe zrs ≥ 0, s ∈ Sr véri�ant

∀r ∈ R, zr =
∑
s∈Sr zrs,

` ∈ L,
∑
r∈R

∑
s∈Sr zrs ≤ C`.

9.3 Comparaison entre politiques de poids maximal et de

comparaison d'utilité

La politique de poids maximal consiste à allouer les capacités {Λr}r∈C dédiées à chaque classe
r ∈ R qui résolvent le problème

max
∑
r∈R φr(Nr)Λr

sur Λr ≥ 0
tels que {Λr}r∈C ,

où on a considéré particulièrement le cas des fonctions de poids φr(x) = wrx
α
r .

Par contraste, la politique de maximisation d'utilité consiste à allouer les capacités {Λr}r∈C
à chaque classe r ∈ R solutions du problème alternatif

max
∑
r∈RNrUr(Λr/Nr)Λr

sur Λr ≥ 0
tels que {Λr}r∈C ,

où on a considéré particulièrement le case de fonctions d'utilité Ur(x) = wrx
1−α/(1− α).

Au détail près qu'on a étudié la première politique dans un modèle à temps discret, et la
seconde dans un modèle à temps continu1, on a vu que ces deux politiques sont maximalement
stables pour un ensemble C convexe: dès que le vecteur {ρr}r∈R des volumes de travail arrivant

par unité de temps et par classe r appartient à l'intérieur
◦
C de la région C, alors chacun des

processus est ergodique.
Un intérêt de l'allocation équitable est qu'elle peut être réalisée de manière distribuée par

les mécanismes de contrôle de congestion qu'on a vus au chapitre 2 qui ne nécessitent pas de
coordination directe entre chaque transfert d'un type donné r. En particulier la valeur Nr du
nombre de tels transferts en cours n'est explicitement utilisée ou connue par aucun élément du
système.

L'allocation de poids maximal pourrait être réalisée en utilisant des algorithmes de type
�primal-dual�, cf. chapitre 2:

d
dtΛr = κr[φr(Nr)−

∑
`∈LA`rp`],

d
dtp` = γr[

∑
r∈R Λr − C`].

Cet algorithme s'implémente de manière distribuée entre une entité ajustant le débit Λr pour
chaque r ∈ R, et une entité ajustant le prix p` pour chaque ` ∈ L. Dans le contexte du contrôle
de congestion d'Internet, on n'a pas d'agent régulant le débit agrégé Λr, mais plutôt Nr agents
distincts régulant leur débit individuel.

Une autre di�érence entre les résultats que nous avons énoncé pour chaque politique est que
pour le poids maximal, nous avons autorisé le vecteur des débits {Λr}r∈R à appartenir à un
ensemble discret S dépendant éventuellement du temps, et la région de capacité C est alors
l'enveloppe convexe de S (convenablement �moyennée� dans le cas où elle varie de manière i.i.d.
en temps). Par contraste le résultat pour la politique de maximisation d'utilité présuppose que
l'ensemble des débits réalisables est convexe.

1On pourrait parfaitement considérer un modèle à temps continu de la politique de poids maximal par exemple



9.4. UN CAS PARTICULIER RÉVERSIBLE 73

9.4 Un cas particulier réversible

On considère un réseau �linéaire� comme en Figure 9.1, consitué de L liens de capacité unitaire,
et de L+ 1 classes de transferts. La classe 0 requiert simultanément tous les L liens alors que la
classe ` ne requiert que le lien `, ` ∈ [L].

Notant xr le nombre de transferts en cours de la classe r et y =
∑R
r=1 xr, on montre aisément

que l'allocation proportionnellement équitable consiste alors à allouer

x0λ0 =
x0

x0 + y

à la classe 0, et

xrλr =
y

x0 + y
1xr>0

à la classe r pour r ∈ [L].
On véri�e alors que la mesure π dé�nie par

π(x) =

(
y + x0

x0

) L∏
r=0

ρxrr

est réversible pour ce processus. En utilisant la formule binomiale négative,∑
x0≥0

(
y + x0

x0

)
ρx0

0 = (1− ρ0)−y−1,

valide pour tout y ∈ N et ρ0 ∈ (−1, 1), la somme sur x0 de π(x) s'écrit, supposant ρ0 < 1 (ce
qui est clairement nécessaire pour que π soit sommable)

(1− ρ0)−1
L∏
r=1

[ρr/(1− ρ0)]xr .

On retrouve bien que π est sommable, et donc le processus est ergodique, si et seulement si
ρ0 + ρr < 1 pour tout r ∈ [L].

Sous cette condition, la loi stationnaire est donnée par

π(x) =

(
y + x0

x0

)
(1− ρ0)−L+1

L∏
r=1

(1− ρ0 − ρr)
L∏
r=0

ρxrr ·

En�n, on obtient pour z0 . . . , zL ∈ [0, 1] la fonction génératrice

E

L∏
r=0

zXrr =
(1− ρ0z0)L−1

(1− ρ0)L−1

L∏
r=1

1− ρ0 − ρr
1− ρ0z0 − ρrzr

.

On en déduit les fonctions génératrices individuelles, en mettant tous les z à 1 sauf un seul:

∀r ∈ [L], EzXrr =
1− ρ0 − ρr

1− ρ0 − ρrzr
,

ie la fonction génératrice d'une variable géométrique de paramètre ρr/(1−ρ0), et donc de moyenne

E(Xr) =
ρr

1− ρ0 − ρr
.
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Route 0

Route 1 Route 2

C=1 C=1

Figure 9.1: Réseau à deux liens et trois routes

La fonction génératrice de X0 est

E(zX0
0 ) =

(
1− ρ0z0

1− ρ0

)L−1 L∏
r=1

1− ρ0 − ρr
1− ρ0z0 − ρr

·

En prenant sa dérivée logarithmique en 1 on obtient

E(X0) =
ρ0

1− ρ0

[
1 +

L∑
r=1

ρr
1− ρ0 − ρr

]
·

9.5 Exemples de région de stabilité sous-optimale

9.5.1 Priorités strictes

On considère le réseau de la �gure 9.1, à deux liens ` = 1, 2 de capacité unitaire, acheminant
des transferts de trois types: le type 0 utilisant les deux liens et le type i (i = 1, 2) utilisant
uniquement le lien i.

On sait qu'une allocation équitable rend le processus {Ni} ergodique dès que ρ + ρ1 < 1 et
ρ0 + ρ2 < 1.

Considérons une allocation alternative qui alloue un débit nul à la classe 0 et un débit de 1
aux classes 1,2 dès que N1 ou N2 > 0, et alloue un débit de 1 à la classe 0 si N1 = N2 = 0. Une
telle allocation pourrait résulter d'une allocation avec priorité stricte aux paquets des transferts
de type 1, 2 sur les paquets de type 0 aux liens, couplé à un algorithme de contrôle de congestion
de type TCP au niveau des sources de tra�c.

Les processus N1, N2 sont alors des processus de �les d'attente M/M/1/∞, mutuellement
indépendants. Par le théorème ergodique, on alors la limite presque sûre

lim
T→∞

1

T

∫ T

0

1N1(t)=N2(t)=0dt = Pstat(N1(0) = 0, N2(0) = 0) = (1− ρ1)(1− ρ2).
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Supposons ρ0 > (1 − ρ1)(1 − ρ2). Notons A0(t) le nombre d'arrivées de type 0 dans [0, t], et
σi le temps de service de la i-ème requête de type 0. On peut considérer un service FIFO, cela
ne change pas la loi du processus de Markov. Le nombre maximal de clients de type 0 traité à
l'instant T est alors

D0(t) = max{n ≤ A0(T ) :

n∑
i=1

σi ≤
∫ T

0

1N1(t)=N2(t)=0dt}.

D'après la loi des grands nombres,

lim
n→∞

1

n

n∑
i=1

σi =
1

µ0
·

On en déduit que presque sûrement,

lim sup
T→∞

D0(T )

T

1

µ0
≤ (1− ρ1)(1− ρ2).

En e�et, d'après la loi des grands nombres pour les σi et celle pour 1N1(t)=N2(t)=0, on a

D0(T )∑
i=1

σi = D0(T )[µ−1
0 + o(1)] ≤

∫ T

0

1N1(t)=N2(t)=0dt = T [o(1) + (1− ρ1)(1− ρ2)]

On en déduit, écrivant N0(t) = A0(t)−D0(t), que

lim inf
T→∞

N0(T )

T
≥ λ0 − µ0(1− ρ1)(1− ρ2) > 0,

et donc presque sûrement A0(T )→∞ lorsque T →∞.
Par exemple, prenant ρi ≡ 2/5, le système avec allocation équitable est stable, la charge sur

chaque lien étant de 4/5, alors que pour le système avec priorité, le système est instable avec
ρ0 = 2/5 > (1− ρ1)(1− ρ2) = 9/25.

9.5.2 Transports multi-chemins non coordonnés

On considère le réseau triangulaire de la �gure 9.5.2, avec allocation α-équitable sur chaque
chemin, et deux routes possibles pour chaque transfert: l'une, directe, en un bond et l'autre en
deux bonds.

On suppose que chacun des trois types de tra�c a les mêmes paramètres λ, µ, ρ = λ/µ et que
chaque lien est de capacité unitaire. Dans ce cas, la condition de stabilité est ρ < 1: les chemins
alternatifs n'augmentent pas la région de stabilité. Tout partage équitable coordonné stabilise le
système dès que ρ < 1.

On va considérer un modèle où chaque transfert utilise simultanément deux chemins, l'allocation
sur chaque chemin étant α-équitable. Si Nr = n, r = 1, 2, 3, alors par symétrie il existe un mul-
tiplicateur p ≥ 0 tel que le débit direct xdir et le débit indirect xind sont donnés par

x−αdir = p, x−αind = 2p,

la condition de capacité étant

nxdir + 2nxind = 1.
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Figure 9.2: Réseau triangulaire avec routes alternatives

On en déduit
np−1/α[1 + 21−1/α] = 1,

et le débit total obtenu par chacune des classes est donc:

n[xdir + xind] = np−1/α[1 + 2−1/α] =
1 + 2−1/α

1 + 21−1/α
·

Par exemple pour l'équité proportionnelle α = 1, ce débit vaut 3/4; pour tout α > 0 il est
strictement plus petit que 1.

Cette analyse suggère de manière heuristique, que dans le cas de tra�c symétrique, la condition

de stabilité avec utilisation de chemins multiples de manière non coordonnée est ρ < 1+2−1/α

1+21−1/α < 1.

Pour des éléments de preuve de ce résultat, voir [9].



Chapitre 10

Epidémies SI (Susceptible - Infecté)

Nous considérons ici un processus de propagation simple, correspondant à une épidémie dans
laquelle les individus une fois infectés restent infectieux, et continuent à tenter de propager
l'épidémie autour d'eux. Nous supposons par ailleurs une topologie uniforme, où chacun est
connecté à chacun (graphe complet).

10.1 Modèle de propagation

n individus sont connectés entre eux selon un graphe G = (V,E), avec V = [n]. Nous supposons
ce graphe non-orienté, et complet, i.e. l'ensemble des arêtes E contient toutes les paires non-
orientées (i, j) de [n].

Le processus de propagation est alors le suivant. Un individu infecté tente, aux instants
d'un processus de Poisson d'intensité λ > 0, d'infecter l'un de ses voisins du graphe, choisi
uniformément au hasard. Si ce choix tombe sur un voisin précédemment non infecté, ce dernier
devient alors infecté, et commence alors à contaminer ses voisins selon le même processus.

Notons qu'une description équivalente du mode de contamination est la suivante. Un noeud
infecté, ayant d voisins (dans le cas du graphe complet, d = n − 1) cherche à infecter individu-
ellement chacun de ses voisins aux instants d'un processus de Poisson d'intensité λ/d.

NotonsXt le nombre d'individus infectés à l'instant t. Conditionnant par rapport à l'historique
détaillé du processus sur l'intervalle [0, t], d'après la propriété d'indépendance des incréments du
processus de Poisson, et la symétrie duc hoix uniforme des cibles potentielles par chacun, on voit
que {Xt}t∈R+ est un processus Markovien de sauts sur R+. Le seul taux de transition non nul
est donné par:

qx,x+1 = λx
n− x
n− 1

·

En e�et, le prochain instant avant une tentative d'infection est le minimum de x variables aléa-
toires exponentielles de paramètre λ, et donc exponentielle de paramètre xλ. De plus, cette
tentative d'infection réussit avec probabilité (n− x)/(n− 1), la probabilité qu'une variable aléa-
toire uniforme sur un ensemble de n − 1 voisins sélectionne l'un des n − x voisins non encore
infectés.

Le prochain instant avant infection est donc le premier point d'un processus de Poisson
d'intensité λx dont on ne conserve les points qu'avec probabilité (n − x)/(n − 1). Le taux
annoncé en découle.
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Supposant X0 = 1, nous obtenons ainsi pour tout m ∈ [n − 1] une description explicite du
temps avant infection de m individus, Tm, donnée par la formule

Tm =

m−1∑
x=1

n− 1

λx(n− x)
Ex, (10.1)

où les Ex sont des variables aléatoires i.i.d., exponentielles de paramètre 1.

10.2 Contrôle du temps avant infection totale

Nous allons établir le contrôle suivant sur Tn, le temps avant infection totale:

Lemme 10.1. Pour λ > 0 �xé, la variable Tn véri�e:

E(Tn) =

n−1∑
x=1

n− 1

λx(n− x)
=

1

λ
[2 ln(n) + 2γ + o(1)], (10.2)

où γ est la constante d'Euler. De plus, pour tout θ ∈ [0, 1/2], la variable aléatoire Sn :=
λ(Tn −E(Tn)) est telle que

E(exp(θSn)) ≤ exp(8θ2π2/6) =: Cθ < +∞. (10.3)

Preuve. NotantH(k) =
∑k
x=1 1/x le k-ème nombre harmonique, la moyenne de Tn est clairement

donnée par∑n−1
x=1

n−1
λx(n−x) = (n−1)

nλ

∑n−1
x=1 [ 1

x + 1
n−x ]

= 1
λ (1 +O(1/n))[2H(n− 1)] = 1

λ (1 +O(1/n))[2 ln(n) + 2γ + o(1)],

d'où l'équivalent de la moyenne annoncé.
On �xe θ ∈ [0, 1/2]. Il vient, notant λx := x(n − x)/(n − 1), et remarquant que θ ≤ 1/2 <

1 ≤ λx pour tout x ∈ [n− 1]:

E(exp(θSn)) =

n−1∏
x=1

{
λx

λx − θ
e−θ/λx

}
·

L'inégalité
e−u ≤ 1− u+ u2

est vraie pour tout u ∈ (0, 1/2], comme on le véri�e en étudiant les variations de u→ e−u − 1 +
u− u2. Son corollaire,

e−u

1− u
≤ 1 + 2u2,

lui aussi vrai pour u ∈ [0, 1/2], nous donne, appliqué à u = θ/λx, qui est inférieur ou égal à 1/2
par hypothèse:

E(exp(θSn)) ≤
n−1∏
x=1

[1 + 2(θ/λx)2]·

Utilisant maintenant l'inégalité 1 + u ≤ eu, vraie pour tout u ∈ R, il vient

E(exp(θSn)) ≤ exp

(
n−1∑
x=1

2θ2λ−2
x

)
.
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Majorant λ−2
x par 2(1/x2 + 1/(n− x)2), on obtient

E(exp(θSn)) ≤ exp

(
8θ2

n−1∑
x=1

1

x2

)
≤ exp(8θ2π2/6)

comme annoncé.

La conclusion directe de ce lemme est que l'épidémie prend un temps moyen logarithmique
pour se propager à tous. Le second résultat va nous permettre de contrôler les �uctuations de
ce temps de propagation totale.

On rappelle maintenant l'inégalité de Markov: une variable aléatoire X non négative est telle
que, pour tout a > 0,

P(X ≥ a) ≤ E(X)

a
,

et l'inégalité de Bienaymé-Tchebitchev, son corollaire obtenu en prenant pour une variable aléa-
toire réelle Y de variance σ2

Y �nie et b > 0, X = (Y −E(Y ))2 dans l'inégalité de Markov:

P(|Y −E(Y )| ≥ b) ≤ σ2
Y

b2
·

Ces inégalités admettent une variante très puissante, obtenue en prenant l'exponentielle de la
variable aléatoire dont on veut contrôler les �uctuations. Il vient, pour tout θ > 0, toute variable
aléatoire X et tout t ∈ R:

P(X ≥ t) = P(eθX ≥ eθt) ≤ e−θtE(eθX).

Appliquée à la variable Sn, cette inégalité donne avec le Lemme précédent:

Corollaire 10.1. Pour tout θ ∈ (0, 1/2], tout t ∈ R, on a:

P(Sn ≥ t) ≤ e−θtCθ. (10.4)

Cette dernière borne montre que Sn, et donc le temps avant infection complète Tn, n'a pas
de �uctuations importantes au-delà de sa moyenne.

Voyons maintenant une application de cette inégalité à une variante du problème de propa-
gation initial.

10.3 Propagation de tous vers tous

On considère désormais qu'initialement chaque individu i ∈ [n] est détenteur d'un virus (ou
message) qui lui est spéci�que. De plus, lorsqu'un individu tente d'infecter un autre, il lui
transmet l'intégralité des virus (ou messages) qu'il détient à cet instant, le processus de tentative
d'infection étant par ailleurs identique à celui du scénario précédent.

On s'intéresse alors au temps qu'il faut pour que chacun ait reçu tous les messages initialement
présents dans le système. Pour cela nous utiliserons le résultat suivant:

Lemme 10.2. Soient n variables aléatoires S(1), . . . , S(n) telles que pour deux constantes a, b > 0
et tout t > 0 on ait

∀i ∈ [n], P(S(i) ≥ t) ≤ ae−bt. (10.5)

Alors:
∀t ≥ 0, P( sup

i∈[n]

S(i) ≥ t) ≤ nae−bt, (10.6)



80 CHAPITRE 10. EPIDÉMIES SI (SUSCEPTIBLE - INFECTÉ)

et:

E( sup
i∈[n]

S(i)) ≤ E[( sup
i∈[n]

S(i))+] ≤ ln(an) + 1

b
· (10.7)

Preuve. Par la borne de l'union (la probabilité d'une union d'événements est majorée par la
somme des probabilités de ces événements) on a

P( sup
i∈[n]

S(i) ≥ t) ≤
∑
i∈[n]

P(S(i) ≥ t) ≤ nae−bt,

où on a utilisé l'hypothèse (10.5). Comme pour toute variable aléatoire X non négative,

E(X) =

∫ ∞
0

P(X ≥ t)dt,

il vient

E[( sup
i∈[n]

S(i))+] ≤
∫ +∞

0

P( sup
i∈[n]

S(i) ≥ t)dt.

On borne la probabilité dans cette dernière intégrale par 1 ou par nae−bt selon que t < ln(na)/b
ou non. On obtient alors la borne annoncée.

Corollaire 10.2. Dans le scénario de propagation de tous vers tous, le temps T avant que chacun
ne reçoive tous les messages a son espérance majorée par

E(T ) ≤ 1

λ

[
2 ln(n) + 2γ + o(1) +

1 + ln(Cθn)

θ

]
pour tout θ ∈ (0, 1/2], où Cθ = exp(8θ2π2/6).

Preuve. On remarque que la di�usion de chaque message suit un processus identique à la prop-
agation SI précédente. Le temps T de propagation totale s'exprime donc bien comme maximum
de n temps de propagation, T (i), i ∈ [n]. On peut alors appliquer le Lemme précédent.

En d'autres termes, en considérant la propagation de tous vers tous plutôt que la propagation
d'un vers tous, on obtient une borne sur le temps total d'infection encore d'ordre logarithmique,
soit qualitativement du même ordre de grandeur que dans le cas SI de base.



Chapitre 11

Processus de branchement de
Galton-Watson

Le processus de branchement de Galton-Watson représente un arbre généalogique, et se construit
de la manière suivante.

Chaque individu donne naissance à un nombre aléatoire d'enfants, et ce indépendamment du
nombre d'enfants engendrés par tous les autres individus. La loi {pk}k∈N caractérise le nombre
d'enfants par individu. Partant d'un unique ancêtre, le processus est ainsi spéci�é.

Plus formellement, le nombre d'individus Zk à la génération k ∈ N véri�e alors

Z0 = 1, Zk =

Zk−1∑
m=1

Xm,k, k ≥ 1,

où les {Xm,k}m,k≥1 sont i.i.d. et de loi {pk}k∈N.

11.1 Probabilité d'extinction

Notant pext la probabilité d'extinction i.e. la probabilité de l'événement {∃k ≥ 1 : Zk = 0}, soit
encore l'événement que l'ancêtre a une descendance �nie, on a le

Théorème 11.1. La probabilité d'extinction pext est la plus petite racine dans [0, 1] de l'équation

x = φ(x), (11.1)

où φ(x) := E(xX) =
∑
k≥0 pkx

k.
Si µ := E(X) < 1 alors pext = 1. Si µ > 1 alors pext < 1. Si µ = 1 alors pext = 0 ou 1 selon

que p0 = 0 ou p0 > 0.

Preuve. Notant φk(x) = E(xZk) on a φ0(x) = x et

φk(x) = E(φ(x)Zk−1) = φk−1(φ(x)),

soit par récurrence φk(x) = φ◦k(x).
Comme P(Zk = 0) = φk(0), il vient

P(Zk = 0) = φ(P(Zk−1 = 0)).
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La fonction φ est non-décroissante sur [0, 1], et P(Z0 = 0) = 0. Donc pour tout point �xe
x∗ ∈ [0, 1] de l'équation φ(x) = x, on a par récurrence

P(Zk = 0) ≤ x∗.

La monotonie de φ entraine aussi que le terme dans le membre de gauche croît avec k. L'événement
{Zk = 0} croît vers l'événement d'extinction, donc le membre de gauche ci-dessus croît vers pext.
Par continuité de φ, nécessairement pext est point �xe de x = φ(x), et est inférieur ou égal à tout
autre point �xe x∗ d'après l'inégalité précédente.

Notant µ = E(X), il vient φ′(1−) = µ. φ est convexe sur [0, 1], et donc au-dessus de sa
tangente en 1. Si µ < 1, le seul point �xe dans [0, 1] est alors 1, d'où pext = 1.

Si µ > 1, au voisinage de 1 on a φ(1− ε) = 1− εµ+ o(ε), strictement inférieur à 1− ε pour ε
assez petit1. Par continuité de φ, puisque φ(0) ≥ 0, il existe alors un point �xe dans (0, 1− ε) et
donc pext < 1.

Si p0 = 0, de manière évidente pext = 0. Le dernier cas à considérer est celui où p0 > 0 et
µ = 1. Lorsque p0 > 0 et µ = 1, nécessairement p0 + p1 < 1, et donc φ est strictement convexe.
Elle est alors strictement au-dessus de sa tangente en 1 sur [0, 1). Le seul point �xe est donc
x = 1, d'où pext = 1.

11.2 Parcours �un par un� ou par marche aléatoire

Le résultat précédent découle naturellement d'une construction génération par génération du
processus de branchement de Galton-Watson. Une construction alternative, mettant en lumière
un lien entre ce processus et une marche aléatoire simple, s'avère utile pour contrôler la loi du
nombre total d'individus dans le processus, ainsi que pour décrire la loi d'un processus sur-critique
(µ > 1) conditionnellement à l'événement d'extinction.

La construction alternative procède comme suit. A chaque étape t ∈ N de la construction,
At représente le nombre d'individus déjà ajoutés au processus, et pour lesquels on n'a pas encore
ajouté leurs enfants. On dit aussi que At est le nombre d'individus actifs à l'étape t.

Partant de A0 = 1 à t = 0, l'ancêtre étant l'unique individu actif initial, on passe de l'étape
t − 1 à l'étape t en sélectionnant un individu actif, en le retirant de l'ensemble des individus
actifs, et en y rajoutant les enfants de cet individu ainsi désactivé.

On a donc l'équation d'évolution:

At = At−1 − 1 +Xt,

où les {Xt}t≥1 sont i.i.d. de loi {pk}k∈N. Il est clair qu'on peut construire l'arbre de Galton-
Watson de la manière suivante. Au premier instant t pour lequel At = 0, la construction s'achève,
l'événement d'extinction ayant lieu si et seulment si At atteint éventuellement 0.

Inégalité de Cherno�

Cette inégalité est donnée par:

1Ce développement limité présuppose que µ < +∞. Dans le cas où µ = +∞ on considère φ̃(x) = E(xX∧M )
avec M > 0 su�samment grand pour que µ̃ = E(X ∧M) > 1, et on applique ce raisonnement pour établir que

la probabilité d'extinction p̃ext pour la loi modi�ée du nombre d'enfants X ∧M est inférieure à 1. On invoque

en�n le fait aisément établi que pext ≤ p̃ext.
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Théorème 11.2. Pour une suite de variables aléatoires i.i.d. X1, . . . , Xn et tout a ∈ R, on a
l'inégalité

P(

n∑
i=1

Xi ≥ na) ≤ e−nh(a), (11.2)

où h(a) := supθ>0

{
θa− ln[EeθX1 ]

}
.

Preuve. Pour tout θ > 0 on a

P(

n∑
i=1

Xi ≥ na) = PP (e
∑n
i=1 θXi ≥ enθa) ≤ e−naE(e

∑n
i=1 θXi ,

où on a utilisé l'inégalité de Markov selon laquelle, pour b > 0 et une variable aléatoire Y non
négative, P(Y ≥ b) ≤ E(Y )/b.

Le membre de droite ci-dessus s'écrit encore exp
(
−n[θa− log(EeθX1)]

)
. En optimisant cette

borne sur θ > 0 on obtient l'inégalité de Cherno�.

Remarque 11.1. La borne de Cherno� est non triviale si E(|X1|) < +∞, a > E(X1) et il
existe ε > 0 tel que EeεX1 < +∞. En e�et, pour t ∈ [0, ε] la formule de Taylor nous donne
l'existence de s ∈ (0, t) tel que

etX1 − 1

t
= X1e

sX1 .

Pour X1 < 0, ce terme est en valeur absolue au plus |X1|. Pour X1 ≥ 0, il est majoré par CeεX1

pour une constante C su�samment grande, d'où la majoration∣∣∣∣etX1 − 1

t

∣∣∣∣ ≤ |X1|+ CeθX1 .

Le terme de droite fournit une majoration d'espérance �nie indépendante de t ∈ (0, ε), et le
membre de gauche converge presque sûrement vers X1 lorsque t→ 0. Le théorème de convergence
dominée de Lebesgue donne alors

lim
t→0

1

t

[
E(etX1)− 1

]
= E(X1).

Cela implique alors que pour θ > 0 assez petit, log(EeθX1) − θa < 0 si a > E(X1), et donc
l'exposant de Cherno�, h(a) := supθ>0[θa− logEeθX1 ] est strictement positif.

Exemple: Pour X1 variable aléatoire de Poisson de paramètre µ, logEeθX1 = µ(eθ − 1).
Pour a > µ, l'optimum de l'exposant de Cherno� est réalisé pour a = µeθ, soit θ = log(a/µ),
d'où

h(a) = µh1(a/µ)

avec h1(x) := x log(x)− x+ 1.

11.3 Taille de la population totale

La borne de Cherno� combinée avec le parcours de l'arbre de branchement �un par un� nous
donne le résultat suivant:
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Proposition 11.1. Le nombre total Z d'indidivus dans un processus de branchement est donné,
dans le parcours un par un de l'arbre de branchement, par

Z = inf{t > 0 : At = 0}.

Etant donnée {pk}k∈N la loi des nombres d'enfants Xt, la taille totale Z véri�e

∀n ∈ N, P(Z > n) ≤ e−nh(1)

où h(a) := supθ>0[θa− logEeθX1 ].

Preuve. Puisque At = At−1 − 1 + Xt et A0 = 1, il vient At = 1 − t +
∑t
s=1Xs. Donc au

premier instant t où At = 0 et donc le parcours de l'arbre d'achève, on a 0 = 1 − t +
∑t
s=1Xs,

soit t = 1 +
∑t
s=1Xs. Le membr de droite est précisément le décompte de l'ancêtre et tous ses

descendants, soit la taille totale Z de la population.
On peut alors écrire:

P(Z > n) = P(A1, . . . , An > 0) ≤ P(An > 0).

Le membre de droite s'écrit encore P(X1 + . . .+Xn ≥ n). La borne de Cherno� fournit alors la
majoration annoncée.

11.4 Loi d'un branchement sur-critique conditionnellement

à l'extinction

On adopte comme représentation de l'arbre de branchement la séquence {X1, . . . , XT } des nom-
bres d'enfants successivement ajoutés dans le parcours un par un, T ∈ N∪{+∞} étant la dernière
étape de l'exploration. Nécessairement, At = 1− t+

∑t
s=1Xs est positif pour s < T et nul pour

s = T . On a alors le résultat suivant:

Théorème 11.3. Soit un processus de branchement sur-critique, la loi {pk}k∈N des Xt étant
telle que E(Xt) > 1. On suppose que la probabilité d'extinction pext est positive (ou de manière
équivalente que p0 > 0).

Pour tout x ∈ [0, 1] et tout k ∈ N, on pose pk(x) = pkx
k/φ(x), où φ(x) =

∑
k≥0 x

kpk. On a
alors

i) La loi de la séquence {X1, . . . , XZ} associée, conditionnellement à l'extinction est la loi
d'une séquence associée au processus de branchement de loi {qk}k∈N, où qk = pk(x) pour x = pext,
soit qk = pk−1

ext pk.
ii) La moyenne de la loi {pk(x)}k∈N est strictement croissante en x ∈ (0, 1].
iii) Le processus de branchement associé à {qk}k∈N est sous-critique, i.e. l'espérance associée∑
k≥0 kqk est strictement inférieure à 1.

Preuve. L'identité qk = pk−1
ext pk découle de la relation de point �xe pext = φ(pext). Ecrivons,

pour un n > 0 et une séquence x1, . . . , xn satisfaisant les contraintes d'exploration (i.e. pour
m < n, x1 + . . .+ xm + 1−m > 0, et x1 + . . .+ xn + 1− n = 0):

P((X1, . . . , XZ) = (x1, . . . , xn)|Extinction) = 1
pext

P((X1, . . . , XZ) = (x1, . . . , xn))

= 1
pext

∏n
m=1 pxm

= 1
pext

∏n
m=1 qxmp

1−xm
ext

= p−1+n−x1−...−xn
ext

∏n
m=1 qxm

=
∏n
m=1 qxm ,
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ce qui établit la partie i).
ii) On pose x = eu et g(u) = φ(eu). L'espérance de X sous la loi {pk(x)}k∈N est donnée par

g′(u)/g(u). Elle sera croissante en x si elle est croissante en u. Il nous faut donc établir que
g′′(u)/g(u)− [g′(u)/g(u)]2 est non négatif. Ce dernier terme s'écrit encore Ex(X2)−Ex(X)2, la
variance de X sous la loi {pk(x)}k∈N. Ce terme est donc strictement positif puisque sous la loi
p(x) la variable X n'est pas constante.

iii) La fonction ψ(x) =
∑
k≥0 x

k−1pk est telle que ψ(pext) = ψ(1) = 1. Il existe donc
x ∈ (pext, 1) tel que ψ′(x) = 0, soit Ex(X) = 1. D'après ii), il vient que Epext(X) < 1.

Exemple 11.1. Dans le cas d'une loi de Poisson de paramètre λ > 1 pour les nombres d'enfants,
conditionnellement à l'extinction la loi du processus est celle d'un branchement avec loi de Poisson
de paramètre λpext, et ce dernier paramètre est strictement inférieur à 1.
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Chapitre 12

Epidémies SIR et graphes
d'Erd®s-Rényi

Dans une épidémie �Susceptible-Infectieux-Retiré� ou SIR (Susceptible-Infective-Removed en
anglais), chaque individu, une fois infecté, tente de propager l'infection pendant une période
limitée, après quoi il devient inactif.

L'exemple le plus simple est celui du modèle dit de Reed-Frost de propagation parmi n
individus tous connectés les uns aux autres. Le processus est alors caractérisé, à part n, par un
unique paramètre p ∈ (0, 1). Dans ce processus, un individu quelconque, une fois infecté, tente
d'infecter en parallèle et indépendamment chacun de ses voisins; chaque tentative d'infection
réussit avec probabilité p. On suppose par ailleurs une évolution à temps discret, les tentatives
d'infection par un individu survenant l'instant d'après son infection.

12.1 Modèle de Reed-Frost et graphe d'Erd®s-Rényi

Par dé�nition, le graphe aléatoire G(n, p), ou graphe d'Erd®s-Rényi, est un graphe sur n noeuds
i ∈ [n], non-orienté, où, dénotant par ξij l'indicatrice de présence de l'arête (i, j) pour toute
paire non-ordonnée (i, j) de [n], les {ξij}1≤i<j≤n sont des variables aléatoires i.i.d., Bernoulli de
paramètre p.

Pour un graphe (non-orienté) G et deux de ses sommets i, j, on rappelle que la distance
dG(i, j) est par dé�nition le plus petit entier k tel que il existe i0 = i, . . . , ik = j et pour tout
m ∈ [k], les arêtes (im−1, im) sont présentes dans le graphe. En d'autres termes, dG(i, j) est la
longueur mesurée en nombre d'arêtes du plus court chemin dans G de i à j.

On peut alors construire le processus de Reed-Frost à partir d'un graphe d'Erd®s-Rényi de la
manière suivante. Partant d'un ensemble X(0) ⊂ [n] de sommets initialement infectés à t = 0,
on construit X(1) en posant

X(1) = {i ∈ [n] \X(0) : ∃j ∈ X(0)|ξij = 1}.

On procède de même à chaque étape, posant

X(t) = {i ∈ [n] \ (X(0) ∪ · · · ∪X(t− 1)) : ∃j ∈ X(t− 1)|ξij = 1}.

Dans cette construction, la variable ξij est utilisée pour déterminée si le premier de i ou de j
qu iest infecté réussira ou non à propager l'épidémie à l'autre; dans le cas où ils sont infectés
simultanément, la variable n'est pas utilisée.

87
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La propagation est donc complètement caractérisée par des propriétés topologiques du graphe
aléatoire, puisque de manière équivalente, on a

X(t) = {i ∈ [n] : dG(X(0), i) = t}.

En particulier l'étendue �nale de l'épidémie est

∪t≥0X(t) = {i ∈ [n] : dG(X(0), i) < +∞}.

On peut encore la décrire comme l'union sur les j ∈ X(0) des composantes connexes Γ(j)
correspondantes du graphe.

Cela motive une analyse des propriétés de connexité de G(n, p) et des tailles des composantes
connexes Γ(j) correspondantes.

12.2 Emergence du composant géant

On note C(i) la taille en nombre de sommets de la i-ème plus grande composante géante du
graphe G. On a alors le résultat suivant:

Théorème 12.1. On considère le graphe G = G(n, p) avec p = λ/n, λ > 0 étant un paramètre
�xé.

Dans le régime dit sous-critique où λ < 1, il existe une fonction f(λ) telle que

lim
n→∞

P(C(1) ≤ f(λ) log(n)) = 1.

Dans le régime sur-critique où λ > 1, il existe une fonction g(λ) telle que pour tout δ > 0 on a

lim
n→∞

P(|C(1)/n− (1− pext)| ≤ δ, C(2) ≤ g(λ) log(n)) = 1,

où pext désigne la probabilité d'extinction du processus de branchement associé à une loi de
Poisson de paramètre λ, i.e. c'est la plus petite racine sur [0, 1] de x = eλ(x−1).

Interprétation: Dans le régime sous-critique toute composante connexe est, avec probabilité
tendant vers 1, de taille au plus logarithmique en n. Une épidémie initialisée en un seul site aura
une étendue au plus logarithmique. Notant |X(0)| le nombre de sites initialement infectés on
aura une étendue �nale en O(|X(0)| log(n)). En ce sens l'épidémie est faible.

Si par contre λ > 1, avec probabilité approchant 1−pext, la composante connexe d'un sommet
choisi uniformément au hasard est la plus grande, dont la taille renormalisée par 1/n converge
en probabilité vers 1 − pext. L'épidémie atteint alors un nombre macroscopique de sommets,
n(1− pext + o(1)).

On a un phénomène de transition de phase réminiscent du comportement de branchements:
un changement continu du paramètre λ induit un changement qualitatif dans le comportement
de l'épidémie (et la topologie du graphe).

La preuve du théorème repose sur une analyse de la taille C d'une composante connexe arbi-
traire, par exemple celle du sommet 1, du graphe G. Cette analyse repose sur une construction
de cette composante connexe selon un parcours �un par un� semblable à celui utilisé pour les
processus de branchement.
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Preuve du théorème: cas sous-critique

Spéci�quement, on maintient à chaque instant t un ensemble At de sommets actifs, et on note
At = |At|. La construction est initialisée avec A0 = {1}, A0 = 1. On note Bt l'ensemble des
noeuds identi�és et inactivés à l'étape t. Initialement B0 = ∅.

On construit alors At en choisissant un noeud arbitraire it ∈ At−1, qu'on �désactive� tout en
activant l'ensemble de ses voisins non encore activés, qu'on note Dt. On a alors Bt = Bt−1 ∪{it}
et

At = At−1 \ {it} ∪ Dt.
Notant Dt = |Dt|, la loi de Dt conditionnellement à Ft−1 := σ(A0, . . . , At−1) est binomiale
de paramètres (p, n − At−1 − t + 1). En e�et, le nombre de sommets non encore explorés est
n−At−1 − t+ 1, et chacun d'entre eux est voisin de it avec probabilité p, de manière i.i.d..

Cela nous donne le

Lemme 12.1. La taille C d'une composante connexe s'exprime en fonction du parcours un par
un comme

C = inf{t > 0 : At = 0}.
Elle véri�e, pour p = λ/n,

P(C > k) ≤ e−kh(1), (12.1)

où h(x) = λh1(x/λ), et h1(x) = x log(x) − x + 1, est la fonction dans la borne de Cherno� de
variables de Poisson de paramètre λ.

Preuve. Le parcours de la composante connexe s'arrête au premier instant T où AT = 0. Or

At = D1 + . . .+Dt + 1− t, (12.2)

soit T = 1 + D1 + . . . + DT . Ce dernier terme est bien la taille C recherchée, puisque c'est
le décompte du premier sommet 1 dont on considère la composante connexe, et des nouveaux
voisins de noeuds identi�és successivement dans cette composante.

On peut étendre la suite des Dt au-delà de l'instant T en prenant Dt de loi binomiale de
paramètres (p, n − t + 1 − At−1) conditionnellement à Ft−1, même si ces nombres n'ont alors
plus d'interprétation en termes de parcours de composante connexe. On étend de même At pour
t > T selon l'équation (12.2), et Ft selon Ft = σ(A0, . . . , At).

Il vient alors
P(C > k) = P(A1, . . . , Ak > 0)

≤ P(Ak > 0)
= P(D1 + . . .+Dk ≥ k).

La méthode de Cherno� s'applique alors comme suit. Pour θ > 0 �xé, on a

P(D1 + . . .+Dk ≥ k) ≤ e−θkE[eθ(D1++Dk)]
≤ e−θkE[eθ(D1++Dk−1)(1− p+ peθ)n−k+1−Ak−1 ],

où dans la dernière étape on a conditionné par rapport à Ft−1. Le dernier terme dans le membre
de droite véri�e:

(1− p+ peθ)n−k+1−Ak−1 ≤ (1 + p(eθ − 1))n ≤ eλ(eθ−1).

Cette dernière expression n'est autre que EeθX pour une variable X de Poisson de paramètre λ.
Itérant, on obtient

P(D1 + . . .+Dk ≥ k) ≤ e−θk[EeθX ]k.

En optimisant par rapport à θ > 0 on retrouve l'exposant de Cherno� h(1) annoncé.
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Le cas sous-critique du théorème découle directement du lemme.
En e�et, d'après la borne de l'union, on a

P(C(1) > k) = P(∃i ∈ [n] : |Γ(i)| > k) ≤ nP(C > k).

En prenant f(λ) = 2/h(1), où h(x) = λh1(x/λ) est l'exposant de Cherno�, il vient

P(C(1) > f(λ) log(n)) ≤ n exp(−2 log(n)) = 1/n,

d'où le résultat.

Cas sur-critique

Une analyse plus �ne de la taille C d'une composante connexe est maintenant requise:

Lemme 12.2. i) Pour t ≥ 1, la variable At + t − 1 admet une loi binomiale de paramètres
(1− (1− p)t, n− 1).

ii) La loi de la taille C d'une composante connexe véri�e

∀k ∈ [n], P(C = k) ≤ P(Bin(1− (1− p)k, n− 1) = k − 1). (12.3)

iii) Pour tout k > 0 �xé, limn→∞P(C = k) = P(Z = k), où Z est la population totale d'un
branchement de Galton-Watson avec nombre d'enfants: Poisson(λ).

Preuve. i) Chaque sommet i 6= 1 a à chaque pas de temps s ≥ 1 une probabilité p d'être
connecté au nouveau sommet désactivé lors de cette phase de l'exploration, et ce de manière
i.i.d. relativement aux sommets i et aux instants s. Bien que cette construction ne s'interprète
en termes de composantes connexes que tant que As > 0, comme on l'a indiqué précédemment
on la poursuit au-delà de ce temps d'épuisement de la composante connexe.

Le nombre de noeuds non encore identi�és à l'étape t admet donc une loi binomiale de
paramètres ((1−p)t, n−1). Le nombre de sommets rajoutés au sommet initial lors de l'exploration
, soit At + t− 1, admet donc la loi Bin(1− (1− p)t, n− 1).

ii) On a
P(C = k) = P(A1, . . . , Ak−1 > 0, Ak = 0) ≤ P(Ak = 0).

D'après i), cette dernière quantité vaut exactement P(Bin(1− (1− p)k, n− 1) = k − 1).
iii) Pour toute séquence d1, . . . , dk �xée de nombres de nouveaux voisins potentiels, qui

correspondent à une exploration complète de la composante connexe, i.e. pour tout t > k,
d1 + . . .+ dt − t+ 1 > 0 et d1 + . . .+ dk = k − 1, on a la convergence

P(Dk
1 = dk1) =

∏k
t=1P(Bin(p, n− 1− d1 − · · · − dt−1) = dt)

=
∏k
t=1

(n−1−d1−···−dt−1)!
(n−1−d1−···−dt)!dt!p

dt(1− p)n−1−d1−···−dt

→
∏k
t=1 e

−λ λdt
dt!
·

En sommant sur les séquences potentielles dk1 le résultat en découle, puisque le membre de droite
ci-dessus est la probabilité que le parcours d'un branchement de loi Poisson(λ) donne dk1 .

On a alors le

Corollaire 12.1. Pour tout δ > 0 et tout ε > 0, il existe A > 0 tel que pour n assez grand:

|P(C ≤ A)− pext| ≤ ε, P(C > A&|C/n− (1− pext)| > δ) ≤ ε. (12.4)
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Preuve. Le résultat iii) précédent implique directement, puisque limA→∞P(Z ≤ A) = pext,
qu'on peut choisir A su�samment grand tel que limn→∞P(C ≤ A) ∈ [pext − ε, pext].

Considérons maintenant la deuxième condition. D'après ii), on a

P(C > A&|C/n− (1− pext)| > δ) ≤
∑

k>A,|k/n−(1−pext)|>δ

P(Bin(1− (1− p)k, n− 1) = k − 1).

Pour k ≤ n(1 − pext − δ), remarquant que 1 − (1 − p)k ≥ 1 − e−kp on majore le terme dans la
somme par P(Bin(1− e−kp, n− 1) ≤ k − 1) ≤ P(Bin(1− e−kp, n) ≤ k).

Notons que la moyenne de la loi Binomiale ci-dessus, soit n[1−e−kp], est minorée par ak pour
un a > 1 sur k ≤ n[1 − pext − δ]. en e�et, notant r = k/n on a n[1 − e−kp]/k = (1 − e−λr)/r,
fonction décroissante en r sur [0, 1] et égale à 1 en r = 1− pext.

La méthode de Cherno� donne alors pour tout θ < 0:

P(Bin(ak/n, n) ≤ k) ≤ e−θk(1− ak/n+ (ak/n)eθ)n ≤ exp(−θk + ak(eθ − 1)),

d'où l'existence d'un exposant r > 0 indépendant de n tel que pour k ≤ n(1− pext − δ):

P(Bin(1− (1− p)k, n− 1) = k − 1) ≤ e−rk.

Il vient ∑
k>A,k≤n(1−pext−δ)

P(Bin(1− (1− p)k, n− 1) = k − 1) ≤ e−rA1− e−r· (12.5)

Pour k ≥ n(1− pext + δ), comme 1− (1− p)k ≥ kp, notons

s = sup
k∈[n(1−pext+δ),n]

[n− 1][1− (1− p)k]

k − 1
.

La fonction r → [1 − e−λr]/r est majorée par une constante b < 1 sur r ∈ [1 − pext + δ, 1], et
donc pour n assez grand, s ≤ b < 1. Par ailleurs, la borne de Cherno� d'une variable aléatoire
binomiale est majorée par la borne de Cherno� de la variable aléatoire de Poisson de même
moyenne. Cela entraîne

P(Bin(1− (1− p)k, n− 1) = k − 1) ≤ P(Bin((k − 1)b/(n− 1), n− 1) ≥ k − 1)
≤ exp(−(k − 1)bh1(1/b)).

On obtient ainsi, pour n assez grand,∑
k∈[n(1−pext+δ),n]

P(Bin(1− (1− p)k, n− 1) = k − 1) ≤ e−αn

pour une constante α > 0 indépendante de n. Le résultat annoncé découle de cette dernière
inégalité et de (12.5).

La preuve du cas sur-critique dans le théorème s'obtient alors ainsi.
Ayant �xé ε, δ > 0 arbitraires, on extrait successivement des composantes connexes Γ1, . . . ,Γk

du graphe G, distinguant trois cas. Si la taille Ck correspondante est telle que Ck ≤ A, où A est
choisi comme dans le corollaire, la composante est dite petite, et on continue. Si |Ck/n − (1 −
pext| ≤ δ, la composante est dite géante, et on arrête l'extraction. Si on retire une composante
ni petite ni géante, la procédure a échoué.
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La probabilité de succès de la procédure en au plus M étapes est d'après le lemme minorée
par

M∑
m=1

[pext − ε]m−1[1− pext − 2ε] = [1− pext − 2ε]
1− (pext − ε)M

1− pext + ε
·

Cette dernière quantité vaut 1−O(ε) pour M = Ω(log(1/ε)).
Supposant que la procédure ait réussi en au plus M étapes, le graphe comprend au plus

M − 1 composantes petites, une composante géante, et le reste est un graphe d'Erd®s-Rényi
de paramètres p = λ/n et n′ ∈ [n − (1 − pext + δ)n − (M − 1)A,n − (1 − pext − δ)n]. Or le
produit des deux paramètres p et n′ est au plus λ[pext + δ]. Il découle du théorème 11.3 (voir
aussi l'exemple 11.1) que le produit λpext est strictement inférieur à 1. Donc d'après la première
partie du théorème (cas sous-critique) dans ce graphe résiduel avec probabilité tendant vers 1 la
plus grande composante connexe est de taille au plus logarithmique.

ε et δ étant arbitraires, ceci achève la preuve du théorème dans le cas sur-critique.



Chapitre 13

Connectivité dans G(n, p) et
approximation Poissonnienne

L'émergence du composant caractérisée au chapitre précédent nous révèle que le graphe G(n, p)
est, avec probabilité tendant vers 1 lorsque n→∞, déconnecté si le produit np est borné.

En e�et, soit Λ un majorant du produit np. Construisons simultanément, ou de manière
couplée, les graphes G(n, p) et G(n,Λ/n) au moyen de variables aléatoires Uij indépendantes
uniformément distribuées sur [0, 1] pour chaque paire (i, j) ∈ [n] de la façon suivante. On pose
alors ξij = 1Uij<p, ξ

′
ij = 1Uij<Λ/n comme indicatrices de l'existence de l'arc (i, j) dans G(n, p)

et dans G(n,Λ/n) respectivement.
Il est alors clair que la taille C(1) de la plus grande composante dans la réalisation de G(n,Λ/n)

majore la taille C ′(1) de la plus grande composante de la réalisation de G(n, p) (en rajoutant
des arêtes on ne fait qu'augmenter cette taille). Or pour tout δ > 0, avec forte probabilité,
C ′(1) < (1 − pext(Λ) + δ)n < n d'après le chapitre précédent, où pext(Λ) est la probabilité
d'extinction d'un processus de branchement associé à la distribution Poisson(Λ). Donc avec
forte probabilité, G(n, p) est déconnecté, ayant sa plus grande composante connexe de taille
strictement inférieure à n.

Notre objectif dans ce chapitre est de caractériser l'ordre de grandeur du produit np pour
lequel la probabilité que G(n, p) soit connecté devient non négligeable. Plus précisément nous
allons prouver le

Théorème 13.1. Soit c ∈ R une constante �xée. On suppose que limn→∞[np − ln(n)] = c.
Alors

lim
n→∞

P(G(n, p) connecté) = e−e
−c
. (13.1)

Ce résultat a le corollaire suivant:

Corollaire 13.1. Le graphe G(n, p) est connecté (respectivement, déconnecté) avec forte proba-
bilité si limn→∞[np− ln(n)] = +∞ (respectivement, −∞).

Preuve. Nous utilisons à nouveau le couplage décrit précédemment entre deux graphes d'Erd®s-
Rényi. Lorsque limn→∞[np − ln(n)] = +∞, pour tout c ∈ R �xé, pour n assez grand, np ≥
ln(n) + c. G(n, p) et G(n, (ln(n) + c)/n) peuvent donc être couplés de sorte que les arêtes du
second sont toutes présentes dans le premier. Ainsi

lim inf
n→∞

P(G(n, p) connecté) ≥ lim
n→∞

P(G(n, (ln(n) + c)/n) connecté) = e−e
−c
.
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Le membre de droite tend vers 1 lorsque c→ +∞, ce qui permet de conclure.
Lorsque limn→∞[np− ln(n)] = −∞, on obtient pareillement pour tout c ∈ R:

lim sup
n→∞

P(G(n, p) connecté) ≤ lim
n→∞

P(G(n, (ln(n) + c)/n) connecté) = e−e
−c
,

et on conclut en remarquant que le membre de droite tend vers 0 lorsque c→ −∞.

Le reste du chapitre est organisé de la manière suivante. On montre tout d'abord comment
la preuve se réduit à l'analyse du nombre de sommets isolés. On introduit ensuite les méthodes
du premier et du second moment, outils simples mais qui ne sont pas su�samment �ns pour
conclure. On introduit en�n la méthode d'approximation Poissonnienne qui fournit le résultat.

13.1 Réduction à l'étude du nombre de sommets isolés

Un graphe sur n sommets est connecté si et seulement si il ne contient aucune composante connexe
de taille strictement inférieure à n. On peut ra�ner cette condition nécessaire et su�sante: un
tel graphe est connecté si et seulement si il ne contient aucune composante connexe de taille
inférieure ou égale à n/2. En e�et, dans un partitionnement non trivial des n sommets en
composantes connexes distinctes, l'une au moins doit avoir une taille inférieure ou égale à n/2.

Notons Ai l'événement que le graphe G(n, p) contient au moins un composant connecté de
taille i. On a alors:

P(G(n, p) déconnecté) = P(∪bn/2ci=1 Ai).

La borne de l'union donne la majoration dans

P(A1) ≤ P(G(n, p) déconnecté) ≤
bn/2c∑
i=1

P(Ai)

Nous allons montrer que sous les hypothèses du théorème 13.1, i.e. limn→∞ np− ln(n) = c, on a

lim
n→∞

bn/2c∑
i=2

P(Ai) = 0. (13.2)

Il s'ensuivra que la probabilité que G(n, p) est connecté a même limite que la probabilité que le
graphe ne contient pas de sommets isolés.

Considérons séparément le terme pour i = 2 dans la somme (13.2). On a par la borne de
l'union, remarquant que pour n assez grand, np− ln(n)− c ∈ [−1, 1]:

P(A2) ≤
(
n
2

)
P((1, 2) composante connexe)

=
(
n
2

)
p(1− p)2(n−2)

≤ n2[ln(n) + c+ 1]/ne−2p(n−2)

≤ n[ln(n) + c+ 1]e−2(ln(n)+c−1)+4p

= O(ln(n)/n).

Ce terme tend donc bien vers 0. Pour contrôler la somme des autres termes dans (13.2), nous
utiliserons le résultat suivant de combinatoire:

Théorème 13.2. (Théorème de Cayley). Le nombre d'arbres sur l'ensemble [i] de i sommets
est ii−2.
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Majorons maintenant, pour i ∈ {3, . . . , bn/2c}, la probabilité P(Ai):

P(Ai) ≤
(
n
i

)
P([i] composante connexe)

=
(
n
i

)
(1− p)i(n−i)P(G(i, p) connecté)

≤ ni

i! e
−pi(n/2)

P(∃ arbre A dans G(i, p))

≤ ni

i! e
−pi(n/2)

∑
arbres a sur [i]P(a ∈ G(i, p))

≤ ni

i! e
−pi(n/2)ii−2pi−1,

où à la dernière ligne on a utilisé le théorème de Cayley et le fait qu'un arbre sur i sommets
contient i− 1 arêtes.

Une version grossière de la formule de Stirling nous donne i! ≥
√
i(i/e)i. Il vient alors, pour

un ε > 0 �xé arbitrairement, et pour n assez grand:

P(Ai) ≤ ni√
i(i/e)i

e−pi(n/2)ii−2pi−1

= 1
pi5/2

ei(ln(n)+1−pn/2+ln(p))

≤ n
i5/2(ln(n)+c−1)

ei(ln(n)+1−(ln(n)+c−1)/2+ln(ln(n)+c+1)−ln(n))

≤ 2n
i5/2 ln(n)

e−i(1/2−ε) ln(n).

On en déduit: ∑bn/2c
i=3 P(Ai) ≤

∑
i≥3 2ne−i(1/2−ε) ln(n)

= 2n · n−3(1/2−ε) 1
1−n−(1/2−ε) = O(n−1/2+ε).

Nous avons donc établi que la probabilité que G(n, p) est connecté a même limite que la probabilité
que G(n, p) n'admet pas de sommets isolés.

Preuve. (théorème de Cayley). Nous établissons une bijection entre les arbres sur [i] et les suites
{v1, . . . , vi−2} à valeurs dans [i]. Etant donné un arbre a, on distingue le sommet 1 comme racine
de cet arbre. On considère les feuilles de l'arbre enraciné en 1, i.e. les noeuds distincts de 1 et de
degré 1 dans a. On dé�nit alors v1 comme l'indice de l'unique voisin de la feuille de plus petit
indice, soit u1 l'indice de cette feuille. On considère ensuite l'arbre a1 obtenu en supprimant la
feuille u1 de a, et on poursuit la même procédure: v2 est alors l'indice de l'unique voisin dans a1

de la feuille de plus petit indice (soit u2) dans a2. On s'arrête au bout de i − 2 étapes avec un
arbre constitué d'uniquement deux sommets, dont le sommet racine, 1. On note φ(a) la séquence
résultante {v1, . . . , vi−2}.

Montrons que cette application φ de l'ensemble des arbres vers l'ensemble des suites v1, . . . , vi−2

à valeurs dans [i] est une bijection.
Partant de v1, . . . , vi−2, l'arbre a est reconstruit comme suit. Soit u1 le plus petit élément de

{2, . . . , i} n'apparaissant pas dans {v1, . . . , vi−2}. Nécessairement l'arête (u1, v1) est dans a. Soit
alors u2 le plus petit élément de {2, . . . , i} \ {u1} n'apparaissant pas dans {v2, . . . , vi−2}. L'arête
(u2, v2)est aussi nécessairement dans a. On poursuit ainsi, dé�nissant u` comme le plus petit
élément de {2, . . . , i} \ {u1, . . . , u`−1} n'apparaissant pas dans {v`, . . . , vi−2} et incluant l'arête
(u`, v`), jusqu'à l'étape ` = i − 2. On termine la construction en constatant que la (i − 1)-ème
arête (ui−1, 1), où ui−1 est l'unique élément de {2, . . . , i}\{u1, . . . , ui−2} est nécessairement dans
a. Ceci établit que l'arbre a est uniquement déterminé par sa suite associée {v1, . . . , vi−2}. La
fonction φ est donc injective.

Pour conclure, il su�t de montrer que partant d'une séquence {v1, . . . , vi−2}, la construc-
tion précédente fournit un arbre. Cela vient du fait que par construction, chaque sommet
u ∈ {2, . . . , i} est connecté au sommet 1 dans la construction précédente. Un graphe connexe
sur i sommets ayant i− 1 arêtes est un arbre, d'où le résultat.
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13.2 Méthodes du premier et du second moment

Etant donné un ensemble dénombrable V , et pour tout u ∈ V , une variable aléatoire Zu ∈ {0, 1},
interprétée comme l'indicatrice d'un événement Ωu indicé par u, on s'intéresse à la probabilité
de l'union ∪u∈V Ωu, dont l'indicatrice est donnée par supu∈V Zu. Notant X =

∑
u∈V Zu, la

méthode du premier moment consiste simplement à majorer la probabilité de l'union des Ωu par
l'espérance de X:

P(∪u∈V Ωu) = E(sup
u∈V

Zu) ≤ E(
∑
u∈V

Zv) = E(X) =
∑
u∈V

E(Zu).

Ce n'est autre que la majoration de la probabilité de l'union d'événements par la somme de
leurs probabilités. Malgré sa simplicité, cette méthode est remarquablement utile pour prouver
que la probabilité d'une union d'événements tend vers 0. Elle ne nécessite aucune hypothèse,
notamment d'indépendance, entre les événements Ωu: la probabilité considérée tend vers 0 dès
que le premier moment de X tend vers 0.

Appliquons-la pour majorer la probabilité qu'il existe un sommet isolé dans G(n, p), prenant
V = [n] et Zu = 1u isolé. Il vient

P(∃u sommet isolé) ≤ n(1− p)n−1.

Sous l'hypothèse limn→∞ np−ln(n) = +∞, il vient immédiatement que la probabilité de présence
d'un sommet isolé dans G(n, p) tend vers 0.

La méthode du second moment permet de minorer, dans le même contexte, la probabilité que
l'un au moins des événements Ωu se produise. Elle consiste à écrire:

P(sup
u∈V

Zu = 1) = P(X > 0),

et à utiliser alors l'inégalité de Bienaymé-Tchebitchev de la manière suivante:

P(X ≤ 0) = P(X −E(X) ≤ −E(X)) ≤ P(|X −E(X)| ≥ E(X)) ≤ Var(X)

(E(X))2
·

On en déduit alors que P(X > 0) tend vers 1 dès que d'une part E(X) tend vers l'in�ni, et
d'autre part Var(X) est négligeable devant (E(X))2.

Appliquons-la au nombre de sommets isolés dans G(n, p). Dans ce cas, pour deux sommets
distincts u, v ∈ V = [n], on a

E(ZuZv) = (1− p)n−1(1− p)n−2,

et donc
E(X2) = E(X) + n(n− 1)(1− p)2n−3.

Il vient:

Var(X) = E(X)−n(1−p)2n−2+n(n−1)[(1−p)2n−3−(1−p)2n−2] ≤ E(X)+n2[(1−p)2n−3−(1−p)2n−2].

On en déduit
Var(X)

(E(X))2
≤ 1

E(X)
+

p

1− p
.

La méthode du second moment nous donne alors que si limn→∞[np−ln(n)] = −∞, alors E(X)→
∞ et p→ 0, et donc P(∃u isolé)→ 1.
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13.3 Distance en variation

Dé�nition 13.1. La distance en variation entre deux mesures de probabilité µ1, µ2 dé�nies sur
le même espace mesurable (Ω,F), où F est une tribu de parties de Ω, est dé�nie comme

dvar(µ1, µ2) := 2 sup
A∈F
|µ1(A)− µ2(A)|.

A�n d'en fournir une caractérisation alternative, on rappelle la dé�nition et le théorème
suivants:

Dé�nition 13.2. Pour deux mesures µ, ν sur l'espace mesurable (Ω,F), ν est absolument
continue par rapport à µ si et seulement si pour tout A ∈ F , µ(A) = 0 ⇒ ν(A) = 0. On note
cette propriété ν << µ.

Théorème 13.3. (Radon-Nikodym). Pour deux mesures µ, ν sur l'espace mesurable (Ω,F),
avec ν absolument continue par rapport à µ, il existe une fonction mesurable dénotée dν

dµ et
appelée densité, ou dérivée de Radon-Nikodym de ν par rapport à µ, telle que pour toute fonction
ν-intégrable f , on ait ∫

Ω

f(ω)ν(dω) =

∫
Ω

f(ω)
dν

dµ
(ω)µ(dω).

En particulier, pour tout A ∈ F on a

ν(A) =

∫
Ω

1A(ω)
dν

dµ
(ω)µ(dω).

On a alors la

Proposition 13.1. Soit une mesure µ telle que µ1 et µ2 soient absolument continues par rapport
à µ. On a alors l'expression:

dvar(µ1, µ2) =

∫
Ω

∣∣∣∣dµ1

dµ
(ω)− dµ2

dµ
(ω)

∣∣∣∣µ(dω)

où dµi/dµ est la densité, ou dérivée de Radon-Nikodym de µi par rapport à µ.
Pour Ω = N on a en particulier, en prenant pour µ la mesure de comptage sur N:

dvar(µ1, µ2) =
∑
n∈N
|µ1(n)− µ2(n)|.

Preuve. Pour tout A ∈ F , et µ une mesure telle que µ1 et µ2 sont absolument continues par
rapport à µ (une telle mesure existe toujours: on peut par exemple choisir µ = (1/2)(µ1 + µ2)).
On a alors

2|µ1(A)− µ2(A)| = |µ1(A)− µ2(A)|+ |µ1(A)− µ2(A)|

=

∣∣∣∣∫
A

[
dµ1

dµ
− dµ2

dµ

]
µ(dω)

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
A

[
dµ1

dµ
− dµ2

dµ

]
µ(dω)

∣∣∣∣
≤
∫

Ω

∣∣∣∣dµ1

dµ
− dµ2

dµ

∣∣∣∣µ(dω).

Réciproquement, posons A =
{
ω : dµ1

dµ (ω)− dµ1

dµ (ω) > 0
}
. On a alors:∫

Ω

∣∣∣∣dµ1

dµ
− dµ2

dµ

∣∣∣∣µ(dω) =

∫
A

[
dµ1

dµ
− dµ2

dµ

]
µ(dω) +

∫
A

[
dµ2

dµ
− dµ1

dµ

]
µ(dω)

= µ1(A)− µ2(A) + (1− µ2(A))− (1− µ1(A))
= 2[µ1(A)− µ2(A)],

ce qui conclut la preuve.
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Dé�nition 13.3. La suite de lois {µn}n>0 sur un même espace mesurable (Ω,F) est dite con-
verger en variation vers la loi limite µ∞ si limn→∞ dvar(µn, µ∞) = 0.

Remarque 13.1. La convergence en variation entraîne la convergence en distribution. En e�et,
la convergence en distribution des µn vers µ est équivalente à la convergence, pour toute fonction
f : Ω→ R continue bornée, de

∫
fdµn vers

∫
fdµ∞. Or on a, choisissant une mesure µ devant

laquelle les µn, µ∞ sont absolument continues:∣∣∣∣∫ fdµn −
∫
fdµ∞

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ f

[
dµn
dµ
− dµ∞

dµ

]
µ(dω)

∣∣∣∣ ≤ ||f ||∞dvar(µn, µ∞),

où on a utilisé la notation ||f ||∞ = supω∈Ω |f(ω)|, et le résultat précédent. La conclusion en
découle.

Nous établissons maintenant un lien entre la notion de couplage et la distance en variation.
Pour cela, nous introduisons la

Dé�nition 13.4. Pour deux lois de probabilité µ1, µ2 sur le même espace mesurable (Ω,F), un
couplage de µ1 et µ2 est un couple (X1, X2) de variables aléatoires de lois respectives µ1, µ2.

On a alors le

Théorème 13.4. Etant donné un couplage (X1, X2) de deux lois µ1, µ2 sur l'espace mesurable
(Ω,F), on a l'inégalité de couplage

dvar(µ1, µ2) ≤ 2P(X1 6= X2).

Réciproquement, il existe toujours un couplage (X1, X2) de (µ1, µ2) tel qu'on ait égalité dans
l'inégalité ci-dessus.

Preuve. Soit A ∈ F . On a:

|µ1(A)− µ2(A)| = |E[1X1∈A − 1X2∈A]|
= |E[1X1 6=X2(1X1∈A − 1X2∈A)]|
≤ E[1X1 6=X2

|1X1∈A − 1X2∈A)|]
≤ P(X1 6= X2).

Réciproquement, soit µ une mesure telle que µi << µ, i = 1, 2. Notons fi = dµi/dµ, f(ω) =
f1(ω) ∧ f2(ω), et A = {ω : f1(ω) > f2(ω)}.

Notant que f = f2 sur A et f = f1 sur A, on a les identités:

dvar(µ1, µ2) =

∫
|f1 − f2|µ(dω) = 2

∫
A

(f1 − f)µ(dω) = 2

∫
A

(f2 − f)µ(dω).

On en déduit: ∫
Ω

[f2 − f ]µ(dω) =
1

2
dvar(µ1, µ2),

soit ∫
Ω

fµ(dω) = 1− 1

2
dvar(µ1, µ2).

Soit Z une variable de Bernoulli de paramètre 1− 1
2dvar(µ1, µ2), X une variable aléatoire sur Ω

de densité f(ω)/[1− 1
2dvar(µ1, µ2)] par rapport à µ, et Yi des variables aléatoires sur Ω de densité

[fi − f ]/[(1/2)dvar(µ1, µ2)] par rapport à µ (les calculs précédents garantissent qu'il s'agit bien
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de densités de probabilité, i.e. non négatives et d'intégrale 1 par rapport à µ). On suppose par
ailleurs que Z est indépendante de (X,Y1, Y2).

Le couplage annoncé consiste alors à poser, si Z = 1, X1 = X2 = X, et si Z = 0, Xi = Yi,
i = 1, 2. Montrons qu'il s'agit bien d'un couplage de µ1 et µ2. Ona en e�et, pour tout B ∈ F ,
et i = 1, 2:

P(Xi ∈ B) = P(Z = 1)P(X ∈ B) +P(Z = 0)P(Yi ∈ B)

=

∫
B

fµ(dω) +

∫
B

[fi − f ]µ(dω)

=

∫
B

fiµ(dω) = µi(B).

En�n ce couplage de µ1 et µ2 véri�e que P(X1 6= X2) ≤ P(Z = 0) = (1/2)dvar(µ1, µ2), d'où le
résultat annoncé.

Corollaire 13.2. Notant Poiλ la loi de Poisson de paramètre λ, on a pour tous λ, λ′ > 0:

dvar(Poiλ,Poiλ′) ≤ 2|λ− λ′|.

Preuve. Supposons sans perte de généralité λ ≤ λ′. Soient X1, ∆ deux variables aléatoires
indépendantes de lois respectives Poiλ, Poiλ′−λ, de sorte que X2 := X1 + ∆ a pour loi Poiλ′ .
L'inégalité de couplage donne

dvar(Poiλ,Poiλ′) ≤ 2P(X1 6= X2) ≤ 2P(∆ > 0).

Le membre de droite s'écrit 2(1− e−(λ′−λ)), et est bien majoré par 2|λ′ − λ|.

13.4 Approximation Poissonnienne: méthode de Stein-Chen

La méthode de Stein-Chen fournit des bornes explicites sur la distance en variation entre la
loi d'une somme de variables valant chacune 0 ou 1 et une loi de Poisson. Nous établissons
maintenant le résultat suivant.

Théorème 13.5. (Stein-Chen). Soit V un ensemble dénombrable et soit pour tout u ∈ V une
variable Zu ∈ {0, 1} associée. On note πu = E(Zu), X =

∑
u∈V Zu, λ = E(X) =

∑
u∈V πu.

Supposons qu'il existe des variables aléatoires {Zuv}u,v∈V,v 6=u telle que pour tout u ∈ V , la loi de
{Zuv}v 6=u coïncide avec la loi des {Zv}v 6=u conditionnellement à Zu = 1. Alors:

dvar(X,Poiλ) ≤ 2 min(1, λ−1)
∑
u∈V

πu

πu +
∑
v 6=u

E|Zuv − Zv|

 . (13.3)

Preuve. Soit A ⊂ N. On dé�nit la fonction f : N→ R (qui dépend de λ et de A) en posant

f(0) = 0,
λf(i+ 1)− if(i) = 1A(i)− Poiλ(A), i ∈ N.

Notons κ une constante de Lipschitz pour la fonction f , i.e.

∀i, j ∈ N, |f(i)− f(j)| ≤ κ|i− j|.

Par dé�nition de f , on a

E[λf(X + 1)−Xf(X)] = P(X ∈ A)− Poiλ(A).
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Le théorème sera établi en montrant que le membre de gauche de cette dernière expression est
en valeur absolue au plus la moitié du membre de droite de (13.3).

Or, notant que E[Xf(X)] =
∑
u∈V πuE[f(1 +

∑
v 6=u Zuv)], on obtient

|E[λf(X + 1)−Xf(X)]| =
∣∣∣∑u∈V πuE[f(1 +

∑
v∈V Zv)− f(1 +

∑
v 6=u Zuv)]

∣∣∣
≤
∑
u∈V πuκE

∣∣∣∑v∈V Zv −
∑
v 6=u Zuv

∣∣∣
≤ κ

∑
u∈V πu

[
πu +

∑
v 6=uE |Zv − Zuv|

]
.

Le résultat vient alors en établissant que la fonction f admet pour constante de Lipschitz κ =
min(1, λ−1), ce qui découle du lemme qui suit.

Lemme 13.1. La fonction f dé�nie ci-dessus admet pour constante de Lipschitz [1 − e−λ]/λ,
qui est majorée par min(1, λ−1).

Preuve. Indiquons la dépendance de f par rapport à A en la notant fA. On établit aisément par
récurrence que la fonction fA satisfait

fA(i+ 1) =
Poiλ(A ∩ {0, . . . , i})− Poiλ(A)Poiλ({0, . . . , i})

λPoiλ({i})
· (13.4)

Notons pour tout j ∈ N fj la fonction correspondant au choix particulier A = {j}. On a d'après
(13.4) l'identité fA =

∑
j∈A fj . Soit i ∈ N. On a alors:

fA(i+ 1)− fA(i) ≤
∑
j∈A

[fj(i+ 1)− fj(i)] ≤ fi(i+ 1)− fi(i).

En e�et, tous les termes dans la somme précédente sur j ∈ A sont négatifs ou nuls, sauf le terme
pour j = i, et ceci d'après les propriétés suivantes de monotonie des fj .

D'après (13.4), pour j > i on a

fj(i+ 1) = −Poiλ({j})Poiλ({0, . . . , i})
λPoiλ({i})

= −Poiλ({j})
i∑

k=0

(
i

k

)
k!

λk+1
,

qui est clairement non positif et décroissant en i. De même, d'après (13.4), pour j < i on a

fj(i+ 1) =
Poiλ({j})[1− Poiλ({0, . . . , i})]

λPoiλ({i})
= Poiλ({j})

∞∑
k=0

1(
k+i+1
k+1

) λk

(k + 1)!
,

qui est clairement positif et décroissant en i.
On a donc:

fA(i+ 1)− fA(i) ≤ fi(i+ 1)− fi(i)
= Poiλ({i})[1−Poiλ({0,...,i})]

λPoiλ({i})
+ Poiλ({i})Poiλ({0,...,i−1})

λPoiλ({i−1})
= 1

λ

[
1− Poiλ({0, . . . , i}) + λ

i Poiλ({0, . . . , i− 1})
]

≤ 1
λ [1− Poiλ({0, . . . , i}) + Poiλ({1, . . . , i})]

= 1−Poiλ({0})
λ = 1−e−λ

λ ·

En remplaçant A par A et en notant que fA = −fA, le même argument donne

fA(i+ 1)− fA(i) = −[fA(i+ 1)− fA(i)] ≥ −1− e−λ

λ
.
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Approximation Poissonnienne du nombre de sommets isolés

Nous appliquons maintenant le théorème de Stein-Chen pour montrer que lorsque limn→∞[np−
ln(n)] = c, la loi du nombre X de noeuds isolés dans G(n, p) converge en variation vers Poie−c ,
ce qui permettra de conclure la preuve du théorème 13.1 au vu des arguments de la section 13.1.

Notant pour u, v ∈ [n], u 6= v, ξuv l'indicatrice de la présence de l'arête (u, v) dans G(n, p),
et Zu l'indicatrice du fait que le sommet u est isolé, on a

Zu =
∏

w∈[n],w 6=u

(1− ξuw).

Posant alors
Zuv =

∏
w ∈ [n], w /∈ {u, v}(1− ξvw),

on véri�e aisément que la loi des {Zuv}v 6=u coïncide avec celle des {Zv}v 6=u conditionnellement
à Zu = 1. En e�et, {Zu = 1} est équivalent à ξuw = 0, w 6= u. L'indépendance des variables ξ
permet de conclure à cette identité de distributions.

Notant λ = E(X) = n(1− p)n−1, la méthode de Stein-Chen nous donne alors:

dvar(X,Poiλ) ≤ 2 min(1, λ−1)
∑
u∈[n]

λ
n

[
λ
n +

∑
v 6=uE|

∏
w 6=v(1− ξvw)−

∏
w 6=u,v(1− ξvw)|

]
= 2 min(λ, 1)

[
λ
n + (n− 1)p(1− p)n−2

]
≤ 2

[
λ
n + λ p

1−p

]
D'après l'hypothèse limn→∞[np− ln(n)] = c, on a limn→∞ λ = e−c, et p/(1− p) ∼ ln(n)/n. Le
membre de droite de cette dernière expression vaut alors O(ln(n)/n) et tend donc vers 0. Pour
conclure, on utilise l'inégalité triangulaire:

dvar(X,Poie−c) ≤ dvar(X,Poiλ) + dvar(Poiλ,Poie−c).

Le premier terme tend vers 0 car en O(ln(n)/n) comme on vient de le voir. Le second terme est
majoré par 2|λ− e−c| d'après le Corollaire 13.2, et tend donc lui aussi vers 0.



102CHAPITRE 13. CONNECTIVITÉ DANS G(N,P ) ET APPROXIMATION POISSONNIENNE



Chapitre 14

Impact de la topologie sur les
épidémies

Dans ce chapitre nous considérons un graphe G = (V,E) non nécessairement complet, et
analysons l'impact de la topologie du graphe sur le comportement d'épidémies s'y propageant.
Nous nous intéressons en particulier au processus SIS (Susceptible - Infecté - Susceptible).

Nous énonçons tout d'abord une condition su�sante pour l'extinction rapide de l'épidémie
exprimée en fonction du rayon spectral de la matrice d'adjacence du graphe, ainsi qu'une
condition su�sante pour la survie longue de l'épidémie, exprimée en fonction de constantes
isopérimétriques du graphe.

Ces conditions sont alors appliquées au cas des graphes complets, des hypercubes, et en�n
des graphes d'Erd®s-Rényi.

Nous introduisons ensuite des outils de couplage de processus de Markov, basés sur des critères
pour que l'image d'un processus de Markov par une application soit à son tour un processus de
Markov. Ces outils sont en�n mis en oeuvre pour prouver les résultats annoncés en début de
chapitre.

14.1 Temps de survie des épidémies SIS

L'épidémie SIS sur le graphe G = (V,E) est dé�nie dans ce chapitre comme suit. C'est un
processus Markovien de sauts {X(t)}t∈R+ à valeurs dans {0, 1}V , où Xi(t) = 1 (respectivement,
Xi(t) = 0) si au temps t le sommet i ∈ V est infectieux (respectivement, susceptible). Ses taux
de transition non nuls sont donnés par

qx,x+ei = β1xi=0

∑
j∈V

Aijxj , qx,x−ei = δxi,

où x ∈ {0, 1}V , i ∈ V , Aij est l'indicatrice que l'arête (i, j) est présente dans G, β est le taux
d'infection le long de chaque arête et δ est le taux de rémission de chaque site. On suppose
δ, β > 0. A est aussi appelée la matrice d'adjacence du graphe.

Un tel processus peut être pertinent pour modéliser la propagation dans une population d'un
virus mutant rapidement, de sorte qu'après une rémission, un individu est à nouveau susceptible
d'être infecté par le virus qui, ayant muté, n'est pas reconnu par le système immunitaire de
l'individu.

103
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Le modèle SIS est aussi pertinent pour décrire un scénario dans lequel des machines (des
capteurs par exemple) stockent une information dans une mémoire volatile, et se transmettent
cette information de proche en proche. L'infection correspond alors à la réplication d'information
d'une machine vers une machine voisine, tandis que la rémission correspond à l'e�acement de la
mémoire volatile.

L'état 0V , où chaque sommet est susceptible, est absorbant pour ce processus. Le régime
stationnaire est donc trivial. Par contraste, le temps d'atteinte de cet état absorbant est non
trivial, et capture un aspect intéressant du comportement du processus: Ainsi dans le scénario
de machines à mémoire volatile, il représente le temps de survie de l'information dans le système.

Dé�nition 14.1. Le rayon spectral ρ(A) d'une matrice symétrique A est dé�ni comme le max-
imum des valeurs absolues de ses valeurs propres.

On a alors le

Théorème 14.1. Pour un graphe �ni G = (V,E), β, δ > 0, notant ρ le rayon spectral de la
matrice d'adjacence A de G, et T le temps d'absorption du processus dans l'état 0V , on a pour
tout t et toute con�guration initiale x(0) ∈ {0, 1}V :

∀t ∈ R+, P(T > t) ≤
√
n
∑
i∈V

xi(0)et(βρ−δ) ≤ net(βρ−δ), (14.1)

où n := |V |.

Nous prouverons ce résultat en �n de chapitre. Il permet d'obtenir une condition simple sous
laquelle le temps moyen d'infection est logarithmique en n:

Corollaire 14.1. Si βρ < n, alors

E(T ) ≤ ln(n) + 1

δ − βρ
· (14.2)

Preuve. Ecrivant E(T ) =
∫ +∞

0
P(T > t)dt, on majore l'intégrand P(T > t) par 1 pour t ≤

ln(n)/(δ − βρ), et par net(βρ−δ) pour t ≥ ln(n)/(δ − βρ), en utilisant le théorème. Il vient

E(T ) ≤ ln(n)

δ − βρ
+ n

[
et(βρ−δ)

βρ− δ

]+∞

ln(n)/(δ−βρ)
=

ln(n) + 1

δ − βρ
,

comme annoncé.

Introduisons maintenant un second descripteur topologique:

Dé�nition 14.2. Etant donné un graphe G = (V,E), pour tout entier m < n, où n = |V |, on
dé�nit la constante isopérimétrique associée ηm(G) comme:

ηm(G) = inf
S⊂V,|S|≤m

|E(S, S)|
|S|

, (14.3)

où S est le complémentaire de S dans V , E(S, S) est l'ensemble des arêtes avec une extrémité
dans S et l'autre dans S, et |E(S, S)| est le nombre de telles arêtes.

On a alors le
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Théorème 14.2. Soit un graphe G = (V,E). Supposons que pour une constante r ∈]0, 1[, et
pour un entier m < n on ait βηm ≥ δ/r, où ηm est la constante isopérimétrique de G. Notant T
le temps d'extinction du processus SIS de paramètres β, δ sur G, on a alors pour tout k ≥ 1:

P(T ≥ k

2δm
) ≥ (1− r)(1− rm−1)k(1− f(k)) (14.4)

pour une fonction f : N→ [0, 1] telle que limk→∞ f(k) = 0.

On verra dans la preuve, donnée en �n de chapitre, qu'un choix explicite pour f(k) consiste
en f(k) = P(E1 + . . . + Ek ≤ k/2) pour des variables aléatoires Ei i.i.d., exponentielles de
paramètre 1. La convergence de f vers 0 découle donc de la loi des grands nombres: l'inégalité
de Cherno� permet de plus d'établir que cette décroissance est exponentiellement rapide.

Corollaire 14.2. Sous les hypothèses du théorème, pour k = br−m+2c, on a

P(T ≥ br
−m+2c
2δm

) ≥ (1− r)2(1− f(k)),

et donc

E(δT ) ≥ br
−m+2c
2m

(1− r)2(1− f(k)).

Si pour une séquence de graphes Gn, une suite mn tendant vers l'in�ni, et une constante �xe
r ∈ [0, 1[ on a βnηmn(Gn) ≥ δn/r, alors le temps d'extinction Tn de l'épidémie sur Gn de
paramètres (βn, δn) véri�e

E(δnTn) ≥ br
−mn+2c
2mn

(1− r)2(1− o(1)) = eΩ(mn). (14.5)

Ce dernier résultat s'interprète comme suite: sous la condition βηm ≥ δ/r, le temps d'extinction
est exponentiellement long en m. Cette condition est à rapprocher de la condition su�sante pour
l'extinction rapide, qui s'exprimait comme βρ < δ: ici, on a renversé le signe de l'inégalité, et
remplacé ρ par ηm.

Preuve. En appliquant le théorème 14.2 avec k = br−m+2c, le membre de droite de (14.4) véri�e

(1− r)(1− rm−1)k(1− f(k)) ≥ (1− r)[1− krm−1](1− f(k)),

où on a utilisé l'inégalité
∏
i(1− bi) ≥ 1−

∑
i bi, valide pour toute suite de valeurs bi ∈ [0, 1]. La

première inégalité du corollaire en découle puisque krm−1 ≤ r−m+2rm−1 ≤ r.
La minoration de E(δT ) s'en déduit alors en écrivant

E(δT ) ≥ k

2m
P(δT ≥ k

2m
).

14.2 Transition de phase pour des graphes particuliers

Appliquons maintenant ces conditions à des graphes particuliers.
On remarque tout d'abord que le rayon spectral de la matrice d'adjacence d'un graphe d-

régulier vaut d. En e�et, le rayon spectral ρ(M) d'une matrice M est toujours majoré par
maxi

∑
j |Mij | (exercice). Pour un graphe d-régulier de matrice d'adjacenceA, on a maxi

∑
j |Aij =

maxi di = d, où on a noté di le degré du sommet i, et donc ρ(A) ≤ maxi di = d. Inversement, le
vecteur e constitué uniquement de 1 est vecteur propre pour la valeur propre d.
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Graphe complet

LE graphe complet sur n sommets est n− 1-régulier, donc de rayon spectral n− 1. Par ailleurs,
pour tout m < n, sa constante isopérimétrique ηm vaut n − m. On obtient ainsi le résultat
suivant:

Proposition 14.1. Soit G = (V,E) le graphe complet sur n sommets. Soit ε ∈]0, 1[ �xé. On
note T le temps d'extinction d'une épidémie SIS sur ce graphe, de paramètres β, δ > 0.

Si β(n− 1) ≤ δ(1− ε), alors

E(δT ) ≤ ln(n) + 1

ε
= O(ln(n)).

Si β(n− 1) ≥ delta(1 + ε), alors

E(δT ) ≥ eΩ(n).

En e�et, la majoration deE(δT ) est immédiate au vu de (14.2), puisque δ − βρ ≥ δε par
hypothèse.

Pour la minoration , on prend mn = nε/2. On a alors βηm = β(1− ε/2)n ≥ (1− ε/2)(1 + ε)δ
par hypothèse, soit βηm ≥ δ/r avec r−1 = (1− ε/2)(1 + ε) > 1 pour ε ∈]0, 1[. La minoration en
eΩ(n) de E(δT ) découle alors de (14.5).

On a donc une transition de comportement de l'épidémie lorsque le produit β(n−1)/δ franchit
la valeur critique 1.

Hypercube

On prend ici pour G = (V,E) l'hypercube à d dimensions, i.e. n = 2d, V = {0, 1}d, et deux
sommets u, v sont adjacents si et seulement si leur distance de Hamming est égale à 1. Le graphe
est d-régulier. Par ailleurs, un résultat de Harper [?] établit que pour m = 2k, k < d, la constante
isopérimétrique véri�e ηm ≥ d− k. Ceci nous permet d'établir la

Proposition 14.2. Soit ε ∈]0, 1[. Si βd ≤ (1− ε)δ, alors

E(δT ) ≤ ln(n) + 1

ε
= O(ln(n)).

Si βd ≥ (1 + ε)δ, alors

E(δT ) ≥ exp(Ω(nε/2)).

En e�et, la majoration est obtenue de manière identique au cas du graphe complet (et vaut
en fait pour n'importe quel graphe d-régulier, pas uniquement l'hypercube). Pour la minoration,
on prend m = 2εd/2. On a alors βηm ≥ β(1 − ε/2)d ≥ δ(1 − ε/2)(1 + ε) = δ/r par hypothèse,
avec r < 1. On obtient alors de (14.5) la minoration en eΩ(m) = exp(Ω(nε/2)) de E(δT ).

On a ici aussi une transition de comportement de l'épidémie lorsque βd/δ franchit la valeur
critique 1.

Graphe d'Erd®s-Rényi

Le lemme suivant va nous permettre d'appliquer les bornes générales aux graphes d'Erd®s-Rényi
de degré su�samment grand:
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Lemme 14.1. Soit d une fonction de n telle que d >> ln(n). Pour le graphe Gn = G(n, d/n)
on a alors les convergences en probabilité, pour tout α ∈]0, 1[, notant ρn le rayon spectral de la
matrice d'adjacence de Gn:

lim
n→∞

ρn
d

= 1, lim
n→∞

ηαn(Gn)

(1− α)d
= 1. (14.6)

Preuve. Soit ε ∈]0, 1[ �xé. Notant di le degré du sommet i ∈ [n] dans Gn, celui-ci admet une loi
Binomiale Bin(n− 1, d/n). Soit d′ = (n− 1)d/n sa moyenne. D'après la borne de l'union, et le
fait que les bornes de Cherno� pour une variable binomiale sont plus resserrées que les bornes
correspondantes pour des variables de Poisson de même moyenne, on a

P(supi∈[n] di ≥ (1 + ε)d) ≤ nP(Bin(n− 1, d/n) ≥ (1 + ε)d)

≤ n exp (−d′h(d(1 + ε)/d′)) ,

où h(x) = x ln(x)−x+ 1, et le dernier terme correspond à la borne de Cherno� de la probabilité
P(Poid′ ≥ (1+ ε)d). L'argument de h tend vers 1+ ε lorsque n→∞, et comme d′ ∼ n >> ln(n),
l'exponentielle tend vers 0 plus vite que n'importe quelle puissance négative de n, donc le membre
de droite ci-dessus tend vers 0. Pareillement,

P(infi∈[n] di ≤ (1− ε)d) ≤ nP(Bin(n− 1, d/n) ≤ (1− ε)d)
≤ n exp (−d′h(d(1− ε)/d′)) ,

et ce dernier membre tend vers 0, d'après le même argument.
Lorsque supi di ≤ d(1 + ε), la matrice d'adjacence An des Gn a toutes ses valeurs propres de

module inférieur ou égal à d(1 + ε),soit ρn ≤ d(1 + ε) d'après la majoration du rayon spectral
par le maximum sur chaque ligne de la somme des valeurs absolues des entrées correspondantes.

Pour une matriceM et un scalaire a > 0, on a a > ρ(M) si et seulement si limk→∞(a−1M)k =
0: cela est immédiat pour une matrice diagonalisable, mais s'applique aussi au cas non diagonal-
isable en considérant le forme normale de Jordan de la matrice.

Lorsque infi∈[n] di ≥ d(1 − ε), en choisissant a = (1 − ε)d, le vecteur e = (1, . . . , 1)T ∈ Rn
véri�e

(a−1An)e ≥ e.
Donc nécessairement a = d(1 − ε) ≤ ρ(An) = ρn. Cela établit la convergence en probabilité
limn→∞ ρn/d = 1.

Pour la constante isopérimétrique η := ηαn(Gn), écrivons

P(η ≤ (1 + ε)(1− α)d) ≥ P
(
|E([nα],[nα])|

nα ≤ (1 + ε)(1− α)d
)

= P(Bin(nα(n(1− α)), d/n) ≤ nα(1 + ε)(1− α)d).

Cette dernière probabilité tend vers 1 lorsque n→∞, par exemple d'après l'inégalité de Cherno�.
Inversement,

P(η ≤ (1− ε)(1− α)d) ≤
∑nα
k=1

(
n
k

)
P

(
|E([k],[k])|

k ≤ (1− ε)(1− α)d
)

=
∑nα
k=1

(
n
k

)
P(Bin(k(n− k), d/n) ≤ k(1− ε)(1− α)d)

≤
∑nα
k=1 n

ke−bkh(ak/bk)

à nouveau d'après la borne de l'union et l'inégalité de Cherno�, où on a noté ak = k(1−ε)(1−α)d,
et bk = k(n− k)d/n. Le ratio ak/bk est majoré par 1− ε, et bk est minoré par kd(1− α), pour
k ≤ αn. Il vient donc:

P(η ≤ (1− ε)(1− α)d) ≤
∑nα
k=1 n

ke−kd(1−α)h(1−ε)

≤ 1
1−ne−d(1−α)h(1−ε) − 1.



108 CHAPITRE 14. IMPACT DE LA TOPOLOGIE SUR LES ÉPIDÉMIES

Ce dernier terme tend vers 0 lorsque n → ∞, d'après l'hypothèse d >> ln(n) et le fait que
(1− α)h(1− ε) > 0.

On obtient en corollaire la proposition suivante:

Proposition 14.3. Soit d une fonction de n telle que d >> ln(n) et soit Gn = G(n, d/n).
Pour un ε > 0 �xé, si βd ≤ (1 − ε)δ, avec probabilité tendant vers 1 lorsque n → ∞, le graphe
Gn est tel que le temps d'extinction Tn de l'épidémie SIS sur Gn de paramètres β, δ véri�e
E(δTn) = O(ln(n)).

Inversement, si βd ≥ (1 + ε)δ, avec probabilité tendant vers 1 lorsque n → ∞, le graphe Gn
est tel que E(δTn) ≥ eΩ(n).

14.3 Images Markoviennes de processus de Markov

Nous traitons d'abord le cas des chaînes de Markov pour motiver le résultat sur les processus
Markoviens de saut.

Chaînes de Markov

Théorème 14.3. Soit {Xn}n∈N une chaîne de Markov sur l'espace dénombrable E, de matrice
de transition P = (pij)i,j∈E. Soit f : E → F une fonction de E dans un autre espace dénombrable

F . On suppose qu'il existe une matrice de transition P̂ sur F telle que, pour tout i ∈ E, et tout
y ∈ F , on ait ∑

j∈E:f(j)=y

pij = p̂f(i),y. (14.7)

Alors le processus à temps discret sur F dé�ni par Yn = f(Xn), n ∈ N, est une chaîne de Markov
de matrice de transition P̂ .

Preuve. Soit n ∈ N, n ≥ 1 et yn0 ∈ Fn+1. On a

P(Y n0 = yn0 ) =
∑
xn0∈En+1:∀i,f(xi)=yi

P(Xn
0 = xn0 )

=
∑
xn0∈En+1:∀i,f(xi)=yi

P(X0 = x0)
∏n−1
i=0 pxi,xi+1

=
∑
xn−1
0 ∈En:∀i,f(xi)=yi

P(X0 = x0)
∏n−2
i=0 pxi,xi+1

p̂f(xn−1),yn

= P(Y n−1
0 = yn−1

0 )p̂yn−1,yn ,

d'après l'hypothèse. Le résultat annoncé en découle.

Remarque 14.1. En général, l'image d'une chaîne de Markov n'est pas Markovienne. Pour
s'en convaincre on peut considérer la chaîne de Markov déterministe sur {0, 1, 2} donnée par
Xn+1 = Xn + 1 (mod 3) et la fonction f(x) = 1x=2. Pour X

n
0 = {0, 1, 2, 0, 1, 2, . . .}, le processus

image est Y n0 = {0, 0, 1, 0, 0, 1, . . .} qui n'est pas Markovien.

Processus de saut

Théorème 14.4. Soit {X(t)}t∈R+ un processus Markovien de sauts sur l'espace dénombrable
E, de générateur in�nitésimal Q = (qij)i,j∈E. Soit f : E → F une fonction de E dans un autre

espace dénombrable F . On suppose qu'il existe un générateur in�nitésimal Q̂ sur F tel que, pour
tout i ∈ E, et tout y ∈ F tel que f(i) 6= y, on ait∑

j∈E:j 6=i,f(j)=y

qij = q̂f(i),y. (14.8)
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Alors le processus à temps continu sur F dé�ni par Y (t) = f(X(t)), t ∈ R+, est un processus
Markovien de sauts de générateur in�nitésimal Q̂.

Preuve. On note {Xn, τn}n∈N (respectivement, {Yn, τ̂n}n∈N) la suite des états visités et des
temps de séjour correspondants par le processus {X(t)}t∈R+ (respectivement, {Y (t)}t∈R+). On
�xe α > 0, y0, y1 ∈ F tels que y0 6= y1. On dé�nit alors la fonction g sur f−1(y0) en posant pour
tout x0 ∈ E tel que f(x0) = y0:

g(x0) := E
[
e−ατ̂01Y1=y1

∣∣X0 = x0

]
.

Dans un premier temps nous prouvons que

∀x0 ∈ f−1(y0), g(x0) = g0(x0) ≡ q̂y0,y1
q̂(y0) + α

, (14.9)

où on a noté q̂(y0) = −q̂y0,y0 =
∑
y 6=y0 q̂y0,y.

Pour évaluer g on conditionne par rapport au nombre n ≥ 1 de sauts du processusX(t) jusqu'à
l'instant τ̂0 inclus, et par rapport à la séquence x

n
1 d'états visités lors de ces sauts. Nécessairement,

la séquence xn−1
1 est à valeurs dans f−1(y0), et telle que deux valeurs consécutives de xn−1

0 sont
toutes distinctes. Notons En−1(x0) l'ensemble de telles séquences. On a donc

g(x0) =
∑
n≥1

∑
xn−1
1 ∈En−1(x0),xn∈f−1(y1)E [

∏n
i=1 1Xi=xie

−ατi−1 |X0 = x0]

=
∑
n≥1

∑
xn−1
1 ∈En−1(x0),xn∈f−1(y1)

∏n
i=1

qxi−1,xi

q(xi−1)+α

= h(x0) +
∑
x1∈f−1(y0),x1 6=x0

qx0,x1
q(x0)+αg(x1),

où on a utilisé les notations q(x0) = −qx0,x0
=
∑
x 6=x0

qx0,x, et on a introduit la fonction

h(x0) :=
∑

x1∈f−1(y1)

qx0,x1

q(x0) + α
·

On note l'équation précédente

g = h+ Lg, (14.10)

où L est l'opération linéaire spéci�ée par

(Lg)(x0) :=
∑

x1∈f−1(y0),x1 6=x0

qx0,x1

q(x0) + α
g(x1), x0 ∈ f−1(y0).

Montrons que l'équation (14.10) admet pour solution la fonction constante g0 dé�nie en (14.9).
En introduisant la notation q′(x0) :=

∑
x 6=x0,x∈f−1(y0) qx0,x, on a pour tout x0 ∈ f−1(y0):

q(x0) = q′(x0) + q̂(y0),

d'après l'hypothèse du théorème. Ceci entraîne

h(x0) + Lg0(x0) =
q̂y0,y1
q(x0)+α +

q̂y0,y1
q̂(y0)+α

q′(x0)
q(x0)+α

=
q̂y0,y1
q(x0)+α

[
q̂(y0)+α+q′(x0)

q̂(y0)+α

]
= g0,

comme annoncé.
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Montrons maintenant que g0 est l'unique solution bornée de (14.10). Pour cela, nous utilisons
l'identité suivante, aisément établie par récurrence sur n ≥ 1:

Lng(x0) = E[e−α(τ0+...+τn−1)
n∏
i=1

1f(Xi)=y0g(Xn)|X0 = x0].

Alors, pour deux solutions bornées g, g0 de (14.10), il vient pour tout n ≥ 1 et tout x ∈ f−1(y0):

g(x)− g0(x) = Lng(x)− Lng0(x) = E[e−α(τ0+...+τn−1)
n∏
i=1

1f(Xi)=y0 [g(Xn)− g0(Xn)]|X0 = x0].

Le terme e−α(τ0+...+τn−1) tend vers 0 presque sûrement lorsque n tend vers +∞ d'après la carac-
tère non-explosif du processus {X(t)}t∈R+

. La variable aléatoire e−α(τ0+...+τn−1)
∏n
i=1 1f(Xi)=y0 [g(Xn)−

g0(Xn)] est bornée en valeur absolue d'après l'hypothèse g, g0 bornées. Le théorème de conver-
gence dominée implique alors que g ≡ g0.

Soit maintenant n ≥ 1, α0, . . . , αn−1 > 0, yn0 ∈ Fn tels que pour tout i = 0, . . . , n − 1,
yi 6= yi+1. La propriété de Markov forte du processus {X(t)}t∈R+ appliquée au temps d'arrêt

T̂n−1 := τ̂0 + · · ·+ τ̂n−2 combinée avec (14.9) donne

E[1Yn=yn

∏n−1
i=0 e

−αiτ̂i1Yi=yi ] =
∑
x∈f−1(yn−1)E[1Yn=yn1X(T̂n−1)=xe

−αn−1τ̂n−1
∏n−2
i=0 e

−αiτ̂i1Yi=yi ]

=
∑
x∈f−1(yn−1)E[1X(T̂n−1)=x

∏n−2
i=0 e

−αiτ̂i1Yi=yi ]
q̂yn−1,yn

q̂(yn−1)+αn−1

= E[1Yn−1=yn−1

∏n−2
i=0 e

−αiτ̂i1Yi=yi ]
q̂yn−1,yn

q̂(yn−1)+αn−1
.

En itérant cette formule, on obtient

E[1Yn=yn

n−1∏
i=0

e−αiτ̂i1Yi=yi ] = P(Y0 = y0)

n−1∏
i=0

q̂yi,yi+1

q̂(yi) + αi
·

Le processus {Y (t)}t∈R+
est non-explosif car l'ensemble de ses sauts est un sous-ensemble de

ceux de {X(t)}t∈R+
, lui-même non-explosif. Il admet donc la loi annoncée.

14.4 Couplage de processus Markoviens de saut

Nous donnons tout d'abord un résultat général dont nous déduirons le résultat du théorème 14.1.
Nous établissons ensuite le théorème 14.2.

Dé�nition 14.3. Un processus de vie et mort généralisé est un processus Markovien de sauts
sur Nk, pour un k ∈ N, dont les seuls taux de transition non nuls consistent en un changement
de +1 ou -1 sur une seule coordonnée. On les note, pour x ∈ Nk, i ∈ [k], qx,x+ei = βi(x) (le
taux de naissance au site i dans l'état x), et qx,x−ei = δi(x) (le taux de mort au site i dans l'état
x).

On a alors le

Théorème 14.5. Soient X, X ′ deux processus de vie et mort généralisés sur Nk, supposés non-
explosifs, de fonctions taux de naissance et mort respectives (β, δ) et (β′, δ′). On suppose que
pour tous x, x′ ∈ Nk tels que x ≤ x′, on a

∀i ∈ [k], xi = x′i ⇒ βi(x) ≤ β′i(x), δi(x) ≥ δ′i(x).
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Alors pour deux conditions initiales x(0), x′(0) si x(0) ≤ x′(0), il existe une construction couplée
des processus X, X ′ issus de ces conditions initiales telle que avec probabilité 1,

∀t ∈ R+, X(t) ≤ X ′(t).

Preuve. Considérons un processus de Markov sur l'espace E := {(x, x′) ∈ Nk ×Nk : x ≤ x′} de
condition initiale (x(0), x′(0)), et de taux de transition non nuls donnés, pour tout (x, x′) ∈ E et
tout i ∈ [k] par

xi < x′i ⇒ q(x,x′),(x+ei,x′) = βi(x), q(x,x′),(x−ei,x′) = δi(x),
q(x,x′),(x,x′+ei) = β′i(x

′), q(x,x′),(x,x′−ei) = δ′i(x
′),

xi = x′i ⇒ q(x,x′),(x+ei,x′+ei) = βi(x)
q(x,x′),(x,x′+ei) = β′i(x

′)− βi(x),
q(x,x′),(x−ei,x′−ei) = δ′i(x

′),
q(x,x′),(x−ei,x′) = δi(x)− δ′i(x′).

(14.11)

D'après les hypothèses sur les fonction (α, β), (α′, β′), les taux ainsi dé�nis sont bien non-
négatifs. Supposons d'abord que le processus correspondant est non-explosif. Prenant pour
tout (x, x′) ∈ E, f(x, x′) = x, véri�ons que le théorème 14.4 s'applique.

Ce sera le cas si pour tout (x, x′) ∈ Nk, tout i ∈ [k], on a∑
y′:(x+ei,y′)∈E q(x,x′),(x+ei,y′) = βi(x),∑
y′:(x−ei,y′)∈E q(x,x′),(x−ei,y′) = δi(x).

Chacune de ces identités est trivialement véri�ée si x′ > x, la somme se réduisant à l'unique
terme pour y′ = x′. Dans le cas xi = x′i, la première identité se véri�e aussi directement, la
somme se réduisant a l'unique terme y′ = x′ + ei. La seconde identité implique la somme des
deux termes y′ = x′ et y′ = x′ − ei, et donne:

δ′i(x
′) + δi(x)− δ′i(x′) = δi(x),

qui est bien véri�ée. La première composante sur Nk du processus (X(t), X ′(t)) est donc bien un
processus de vie et mort généralisé de fonctions associées (β, δ). On véri�e de manière semblable
que la deuxième composante X ′ est un processus de vie et mort généralisé de fonctions associées
(β′, δ′).

Pour établir que le processus ci-dessus est non-explosif, on peut procéder comme suit. Soit
N ∈ N une borne sur le nombre de sauts de chaque composante x, x′. On étend l'espace d'états
à (x, n, x′, n′), n (resp. n′) comptant le nombre de sauts de la composante x (resp. x′).

On considère le processus Markovien de sauts sur (Nk×{0, . . . , N})2 dont les taux de transi-
tion sont spéci�és comme suit. Si x ≤ x′ et n, n′ < N , alors le taux de transition de (x, n, x′, n′)
vers (y,m, y′,m′) est égal à q(x,x′),(y,y′) si m = n + 1y 6=x et m′ = n′ + 1y′ 6=y, où q est dé�ni
en (14.11), et à zéro sinon. Dans tous les autres cas, les seuls taux de transition non nuls sont
donnés par

(x, n, x′, n′)→ (y, n+ 1, x′, n′) : 1n<N{βi(x)1y=x+ei + δi(x)1y=x−ei},
(x, n, x′, n′)→ (x, n, y′, n′ + 1) : 1n′<N{β′i(x′)1y′=x′+ei + δ′i(x

′)1y′=x′−ei}.

Le processus est alors clairement non-explosif: partant de la condition initiale (x(0), 0, x′(0), 0),
on aura au plus 2N sauts avant arrêt des transitions en un état absorbant (x,N, x′, N). Le
théorème 14.4 s'applique alors. Il implique que la composante (x, n) est un processus Markovien
de sauts avec pour x un processus de vie et mort généralisé (β, δ), et n comptant ses transitions,
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jusqu'à arrêt au bout de N transitions, et pareillement pour la composante (x′, n′). Par ailleurs
l'hypothèse de non-explosivité de X et X ′ entraîne que presque sûrement, limN→∞ TN , T

′
N =

+∞, où TN (resp., T ′N ) désigne le temps d'atteinte de N par la composante n (resp. n′).
En�n, on voit aisément, d'après la structure des processus Markoviens de saut, que cette

construction jointe au rang N coïncide en loi, sur l'intervalle TN ∧T ′N , premier instant de N -ème
saut d'une des deux composantes x, x′, avec le processus de taux (14.11). Ce dernier est donc
non-explosif.

Preuve du théorème 14.1

Considérons {X(t)}t∈R+
, le processus SIS de paramètres β, δ > 0 sur un graphe G = (V,E),

comme un processus de vie et mort généralisé sur Nn avec n = |V |. On prend comme fonctions
de taux de naissance associées βi(x) = 1xi=0

∑
j∼i xj où i ∼ j indique que l'arc (i, j) est présent

dans G, et comme fonction de taux de mort δi(x) = δxi. On introduit maintenant le processus
{X ′(t)}t∈R+

dit de marche aléatoire branchante qui est par dé�nition un processus de vie et mort
généralisé sur Nn de fonctions de taux β′i(x

′) =
∑
j∼i x

′
j et δ

′
i(x
′) = δx′i.

Le processus X est clairement non-explosif puisque, partant d'une condition initiale x(0), il ne
quitte pas l'ensemble �ni {0, . . . , supi xi(0)}n. Admettons pour l'instant que le processus X ′ est
lui aussi non-explosif. La condition de comparaison des taux du théorème 14.5 est bien véri�ée:
pour x ≤ x′, et i tel que xi = x′i, on a δi(x) = δ′i(x

′) = δxi, et βi(x) ≤ β
∑
j∼i x

′
j = β′i(x

′).
Il existe alors un couplage (X,X ′) pour lequel les deux composantes ont même condition

initiale x(0) ∈ {0, 1}n et avec probabilité 1, X(t) ≤ X ′(t) pour tout t ∈ R+. Cela implique la
majoration suivante, notant T le temps d'absorption en 0 du processus X:

P(T > t) ≤ E
∑
i∈V

Xi(t) ≤ E
∑
i∈V

X ′i(t).

En e�et, la première inégalité vient de la borne de l'union, et de ce que P(Xi(t) > 0) ≤ E(Xi(t),
et la deuxième inégalité se déduit du résultat de couplage: si Xi(t) ≤ X ′i(t) presque sûrement,
alors les espérances sont ordonnées pareillement.

Nous établissons maintenant le résultat suivant:

Lemme 14.2. Le processus X ′ de marche aléatoire branchante dé�ni ci-dessus est non-explosif,
et tel que pour tout t ∈ R+,

E(X ′(t)) = et(βA−δI)x(0), (14.12)

où A désigne la matrice d'adjacence de G, I la matrice identité de taille n, et x(0) ∈ Nn la
condition initiale du processus.

Avant de prouver le lemme, montrons qu'il permet de conclure la preuve du théorème 14.1.
En e�et, soit {ui}i∈V une base orthonormée de vecteurs propres de la matrice symétrique A, et
soient λi les valeurs propres réelles associées. De (14.12) il vient, notant e = (1, . . . , 1)T :

E
∑
i∈V X

′
i(t) = 〈e, et(βA−δI)x(0)〉

=
∑
i∈V 〈e, et(βλi−δ)uiuTi x(0)〉

=
∑
i∈V e

t(βλi−δ)〈e, ui〉〈ui, x(0)〉
≤ et(βρ−δ)

∑
i∈V |〈e, ui〉| |〈ui, x(0)〉|

≤ et(βρ−δ)||e|| ||x(0)||,

où on a majoré chacune des valeurs propres et(βλi−δ) de la matrice et(βA−δI) par et(βρ−δ) et utilisé
l'inégalité de Cauchy-Schwarz à la dernière ligne. Le résultat du théorème 14.1 en découle, le
produit des normes étant

√
n
∑
i∈V xi(0) pour x(0) ∈ {0, 1}V .
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Preuve. (du lemme 14.2). Pour une condition initiale X ′(0) = x′, notant |x′|1 =
∑
i∈V |x′i|, au

bout de k sauts, la somme des composantes de l'état y ainsi atteint est au plus |x′|1 + k. La
somme des taux de transition est donc majorée par (δ + nβ)[|x′|1 + k] = c(|x′|1 + k) pour une
constante c = δ + nβ > 0. Le temps Tk de k-ème saut est donc minoré par

k∑
`=|x′|1

1

c`
E`,

où les E` sont des variables aléatoires i.i.d. exponentielles de paramètre 1.
Pour un t > 0 �xé, soit Nt = |x′|1 + sup{k > 0 :

∑k
`=|x′|1

1
c`E` ≤ t}. Nous montrons

maintenant que pour tout t > 0, ENt < +∞. Ceci entraînera a fortiori le caractère non-explosif
du processus. En e�et, le nombre de sauts du processus sur [0, t] est majoré par Nt; notant
T∞ = limk→∞ Tk, sur l'événement {T∞ ≤ t} on a Nt = +∞, et donc

P(T∞ ≤ t) > 0⇒ ENt = +∞.

Ainsi, la �nitude de ENt pour tout t entraîne P(T∞ ≤ t) = 0 pour tout t, i.e. le processus est
non-explosif.

Pour un n ∈ N > 0 �xé, le processus {Nt ∧ n}t∈R+
est par construction Markovien de sauts,

à valeurs dans [n], de taux non nuls de transition qx,x+1 = cx1x<n, et de condition initiale |x|1.
On a donc pour tout k ∈ [n]:

1−P(Nt+h ∧ n = Nt ∧ n|Nt ∧ n = k) = P(Nt+h ∧ n = Nt ∧ n+ 1|Nt ∧ n = k) + o(h)
= hck1k<n + o(h).

L'équation de Kolmogorov nous donne ainsi (le fait que l'espace d'états est �ni nous permet
d'intervertir somme et dérivation):

d

dt
E(Nt ∧ n) = cE[Nt1Nt<n] ≤ cE(Nt ∧ n).

Le lemme de Gronwall 2.3 et la condition initiale N0 = |x′|1 nous donnent alors E(Nt ∧ n) ≤
|x′|1ect. Cette majoration étant valide pour tout n ∈ N, on en déduit par convergence monotone
que E(Nt) ≤ |x′|1ect pour tout t ∈ R+.

Pour établir (14.12), on écrit pour tout x′ ∈ NV , i ∈ V :

X ′i(t+ h)−X ′i(t) = (X ′i(T1)−X ′i(t))1T1≤t+h + (X ′i(t+ h)−X ′i(T1))1T1≤t+h,

où T1 désigne le premier saut du processus après t. On majore la valeur absolue |X ′i(t + h) −
X ′i(T1)| par la valeur N ′(h) du processus Markovien de sauts précédemment considéré, de con-
dition initiale N ′(0) = |X ′(t)|1 + 1. On obtient ainsi:

E[X ′i(t+h)−X ′i(t)|X ′(t)] = h[
∑
j∼i

βX ′j(t)−δX ′i(t)]+O(h2|X ′(t)|1)+O(h(|X ′(t)|1 +1)(ech−1)),

les constantes implicites dans les O(·) étant uniformes en t, x′.
Ceci entraîne, d'après les bornes précédentes en |x′|1ect sur E|X ′(t)|1:

E(X ′i(t+ h))−E(X ′i(t)) = h[
∑
j∼

βX ′j(t)− δX ′i(t)] +O(h2).

Il en découle:
d

dt
EX ′(t) = [βA− δI]EX ′(t).

L'unique solution de cette équation di�érentielle est donnée par (14.12), d'où le résultat.
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Preuve du théorème 14.2

On suppose l'existence de m < n et r ∈]0, 1[ tels que βηm ≥ δ/r. Soit Z le processus de sauts
sur {0, . . . ,m} de taux de transition non nuls:

∀z ∈ {0, . . . ,m}, qz,z+1 =
δz

r
1z<m, qz,z−1 = δz.

Considérons alors le processus Markovien de sauts (X,Z) sur l'espace E := {(x, z) ∈ {0, 1}V ×
{0, . . . ,m},

∑
i∈V xi ≥ z} dé�ni par les taux de transition non nuls, pour (x, z)nE et tout i ∈ V :∑
j∈V xi > z ⇒ q(x,z),(x+ei,z) = β(1− xi)

∑
j∼i xj , q(x,z),(x−ei,z) = δxi,

q(x,z),(x,z+1) = δz
r 1z<m, q(x,z),(x,z−1) = δz,∑

j∈V xj = z ⇒ q(x,z),(x+ei,z+1)a(x)β(1− xi)
∑
j∼i xj ,

q(x,z),(x+ei,z) = [1− a(x)]β(1− xi)
∑
j∼i xj ,

q(x,z),(x−ei,z) = xiδ,

où on a introduit a(x) := 1∑
j xj<m

δ(
∑
j∈V xj)

r
∑
i∈V β(1−xi)

∑
j∼i xj

.

Véri�ons qu'il s'agit d'un couplage du processus SIS et du processus Z précédemment in-
troduit. Tout d'abord, les taux ainsi dé�nis sont non négatifs: en e�et, notant pour un x �xé
S = {i : xi = 1}, a(x) s'écrit

a(x) =
δ(
∑
j∈V |S|)

r
∑
i∈V β|E(S, S)|

,

et est par dé�nition de ηm, puisque |S| ≤ m sous l'hypothèse z =
∑
i∈V xi, majoré par δ/(rβηm).

Donc a(x) ≤ 1, et la non-négativité des taux ci-dessus en découle.
Le processus ainsi construit a un espace d'état �ni, et est donc non-explosif. Véri�ons main-

tenant la dernière condition du théorème 14.4. Pour tout (x, z) ∈ E tel que z <
∑
i∈V xi, la

véri�cation est triviale. Lorsque z =
∑
i∈V xi, on véri�e directement les identités∑

i∈V q(x,z),(x+ei,z+1) = δz/r,∑
i∈V q(x,z),(x−ei,z−1) = δz,

q(x,z),(x+ei,z) + q(x,z),(x+ei,z+1) = β(1− xi)
∑
j∼i xj ,

q(x,z),(x−ei,z−1) = δxi,

établissant ainsi qu'il s'agit bien d'un couplage des deux processus considérés.
On borne alors la probabilité de survie du processus SIS au-delà d'un instant t en écrivant

P(T > t) ≥ P(Z(t) > 0). L'analyse de Z(t) procède alors comme suit. LA chaîne à temps discret
Zn des états successifs visités par Z(t) a pour probabilités de transition non nulles pz,z+1 =
1z<m1/(1 + r), pz,z−1 = r/(1 + r), et est absorbée en 0.

Notant π(z) la probabilité que la chaîne {Zn} visite l'état m avant d'être absorbée, condi-
tionnellement à son état initial Z0 = z, on peut établir (exercice) que

π(z) =
1− rz

1− rm
·

La probabilité qu'il y ait au moins k visites distinctes à l'état m par Z(t) avant absorption en 0,
conditionnellement en Z(0) > 0, est alors minorée par

1− r
1− rm

(
1− rm−1

1− rm

)k−1

.
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En e�et, après chaque visite à m le prochain état visité est m− 1, d'où l'expression ci-dessus.
Puisque chaque temps de séjour enm a une durée exponentielle de paramètre δ/m, on obtient

la minoration

P(T >
k

2δm
) ≥ 1− r

1− rm

(
1− rm−1

1− rm

)k−1

P(E1 + . . .+ Ek ≥ k/2),

où les Ei sont i.i.d. de loi Exponentielle de paramètre 1. La minoration

P(T >
k

2δm
) ≥ (1− r)(1− rm−1)k−1(1− f(k)),

où f(k) := P(E1 + . . .+Ek < k/2) en découle. La propriété limk→∞ f(k) = 0 se déduit de la loi
des grands nombres.
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Chapitre 15

Graphes en loi de puissance

De nombreux exemples de grands graphes étudiés dans des domaines très divers sont tels que le
nombre Xi de leurs sommets de degré i ∈ N varie en loi de puissance, i.e. Xi ≈ C × i−β pour
un exposant β > 0, pour une large plage de valeurs de i. Citons comme exemples: le graphe
repésentant les routeurs de l'Internet et les liens de communication les reliant, le graphe du Web,
le graphe d'amitié de FaceBook, le graphe des protéines de la biochimie cellulaire, connectées
entre elles si impliquées dans une même réaction chimique, le graphe de Hollywood reliant entre
les acteurs ayant joué dans un même �lm...

De tels graphes sont dits en loi de puissance, ou encore sans échelle, car il n'y a pas un
ordre de grandeur bien dé�ni représentatif de la majorité des degrés des noeuds, ceux-ci variant
largement dans une grand plage de valeurs ß ∈ N.

Cette propriété n'est pas présente dans les graphes d'Erd®s-Rényi: en e�et dans G(n, d/n)
pour n >> ln(n), comme vu au chapitre précédent avec forte probabilité le degré du de chaque
sommet u est proche de d.

Dans ce chapitre nous présentons un modèle alternatif de graphe aléatoire, dû à Barabási et
Albert, et prouvons que ce graphe, dit de Barabási-Albert, est en loi de puissance. Sa construction
procède de manière séquentielle, selon un principe dit d'attachement préférentiel (un nouveau
sommet est plus susceptible de se connecter à des sommets de degré déjà élevé, augmentant ainsi
leur degré).

L'analyse correspondante nous conduit à introduire l'inégalité d'Azuma-Hoe�ding. Celle-ci
est un exemple d'inégalité de concentration, fournissant des bornes sur la probabilité de déviation
d'une variable par rapport à sa moyenne. Cette inégalité d'Azuma-Hoe�ding est similaire à
l'inégalité de Cherno�, mais s'applique au-delà du cadre de sommes de variables i.i.d..

15.1 Le modèle de Barabási-Albert

Partant d'un graphe initial G0 = (V0, E0), on construit une suite de graphes Gt = (Vt, Et) pour
t ∈ N comme suit. A l'étape t ≥ 1, un nouveau sommet, noté t, est ajouté à l'ensemble Vt−1.
Le sommet t est connecté par l'unique arête (t, Vt), où Vt ∈ Vt−1 est appelé point d'ancrage de
t, à Vt−1. Le graphe Gt est alors dé�ni par Vt = Vt−1 ∪ {t} = V0 ∪ [t], et Et = Et−1 ∪ {(t, Vt)}.

On note de plus nt = |Vt| = n0 + t, et = |Et| = e0 + t. Le modèle est alors spéci�é par le
choix probabiliste de chaque Vt. Soit α ∈ [0, 1]. On pose alors, notant Ft−1 = σ(V t−1

1 ):

∀v ∈ Vt−1, P(Vt = v|Ft−1) = α
1

nt−1
+ (1− α)

Dt−1(v)

2et−1
, (15.1)

117
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où Dt−1(v) est dé�ni comme le degré du sommet v dans le graphe Gt−1. Véri�ons qu'on a bien
une loi de probabilité sur Vt−1: sommant sur v ∈ Vt−1, on obtient

α+ (1− α)

∑
v∈Vt−1

Dt−1(v)

2et−1
·

La somme des degrés des sommets d'un graphe vaut deux fois le nombre d'arêtes. L'expression
précédente vaut donc bien 1. On notera πt(v|V t−1

1 ) le membre de droite de (15.1). Ainsi pour
tout vt−1

1 ∈ V0 × · · · × Vt−2, et tout v ∈ Vt−1, on a:

P(Vt = v|V t−1
1 = vt−1

1 ) = πt(v|vt−1
1 ). (15.2)

En mots, avec probabilité α le sommet d'ancrage Vt est choisi uniformément dans Vt−1, et avec
probabilité 1 − α choisi selon une distribution proportionnelle au degré Dt−1(v). C'est ce biais
vers les sommets de plus fort degré qui fournit l'attachement préférentiel. On a alors le

Théorème 15.1. Soit α ∈ [0, 1[. Soit Xi(t) =
∑
v∈Vt 1Dt(v)=i le nombre de sommets de degré

i ∈ N dans Gt. Soient les constantes {ci}i≥1 dé�nies par

c1 =
2

3− α
, ∀i ≥ 2,

ci
ci−1

= 1− 3− α
2 + 2α+ (1− α)i

· (15.3)

On a alors pour tout i ≥ 1, limt→∞
Xi(t)
t = ci presque sûrement.

Voyons en quoi cela implique que le graphe de Barabási-Albert est en loi de puissance.
On a pour i ≥ 1 l'évaluation

ci = c1
∏i
j=2

(
1− 3−α

2+2α+(1−α)j

)
= c1 exp

(∑i
j=2 ln(1− 3−α

2+2α+(1−α)j )
)

= c1 exp
(∑i

j=2[− 1
j

3−α
1−α + γj ]

)
,

où γj = O(j−2), et est donc sommable. On a donc l'équivalent pour i→∞:

ci ∼ C × i−β ,

où β = 3−α
1−α . C'est en ce sens que le graphe de Barabási-Albert est en loi de puissance d'exposant

β. En faisant varier α dans [0, 1[, β décrit l'intervalle [3,+∞[.
La preuve procède en deux étapes. On analyse d'abord le comportement des moyennes

xi(t) := EXi(t). On contrôle ensuite les probabilité de �uctuation deXi(t) autour de sa moyenne.
Les résultats intermédiaires correspondants constituent les deux lemmes qui suivent.

Lemme 15.1. (Contrôle de la moyenne xi(t)). Pour i ≥ 1 et ε > 0 �xés, la quantité δi(t) :=
xi(t)− cit véri�e δi(t) = O(tε) en t→∞.

Preuve. On considère d'abord le cas i = 1. La dynamique (15.1) donne la relation suivante:

P(X1(t+ 1)−X1(t) = 0|Ft) = P(Dt(Vt+1) = 1|Ft)
= αX1(t)

nt
+ (1− α) 1×X1(t)

2et
,

P(X1(t+ 1)−X1(t) = 1|Ft) = 1−P(X1(t+ 1)−X1(t) = 0|Ft).

On en déduit

x1(t+ 1)− x1(t) = 1− αx1(t)

nt
− (1− α)

x1(t)

2et
,
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d'où
δ1(t+ 1) = δ1(t)− c1 + 1− x1(t)[ αnt + 1−α

2et
]

= δ1(t)[1− α
nt

+ 1−α
2et

] + 1− c1[1 + αt
nt

+ (1−α)t
2et

].

L'expression de nt et et implique que lorsque t → ∞, le coe�cient de c1 s'écrit 1 + α + (1 −
α)/2 +O(1/t), soit encore 1/c1 +O(1/t). On obtient ainsi:

|δ1(t+ 1)| ≤ δ1(t) +O(1/t),

d'où δ1(t) = O(ln(t)). L'évaluation δ1(t) = O(tε) est a fortiori véri�ée.
Pour i ≥ 2, on écrit

P(Xi(t+ 1)−Xi(t) = 1|Ft) = P(Dt(Vt+1) = i− 1|Ft)
= αXi−1(t)

nt
+ (1− α) (i−1)Xi−1(t)

2et
,

P(Xi(t+ 1)−Xi(t) = −1|Ft) = P(Dt(Vt+1) = i|Ft)
= αXi(t)nt

+ (1− α) (i)Xi(t)
2et

,

P(Xi(t+ 1)−Xi(t) = 0|Ft) = 1−P(Xi(t+ 1)−Xi(t) ∈ {−1, 1}|Ft).

Ceci entraîne

xi(t+ 1) = xi(t) + xi−1(t)[
α

nt
+

(i− 1)(1− α)

2et
]− xi(t)[

α

nt
+

(i)(1− α)

2et
],

d'où
δi(t+ 1) = δi(t)− ci + ci−1[α+ (1−α)(i−1)

2 ] + δi−1(t)[ αnt + (i−1)(1−α)
2et

]

−ci[α+ (1−α)i
2 ]− δi(t)[ αnt + (i)(1−α)

2et
] +O(t−1)

= δi(t)[1− α
nt

+ (i)(1−α)
2et

] + ci−1[α+ (1−α)(i−1)
2 ]

+O(tε−1)− ci[1 + α+ (1−α)i
2 ],

où on a utilisé l'hypothèse de récurrence sur i: δi−1(t) = O(tε). Dans cette dernière relation, les
termes constants s'annulent pour

ci−1[α+
(1− α)(i− 1)

2
] = ci[1 + α+

(1− α)i

2
],

soit
ci
ci−1

= 1− 3− α
2 + 2α+ (1− α)i

,

véri�ée par dé�nition de ci. Il vient donc

|δi(t+ 1)| ≤ |δi(t)|+O(tε−1).

Sommant sur t, on obtient comme annoncé δi(t) = O(tε).

Lemme 15.2. (Contrôle des �uctuations Xi(t)− xi(t)). Pour tous t, i ≥ 1, et tout a > 0, on a

P(|Xi(t)− xi(t)| ≥ a) ≤ 2 exp

(
−a

2

8t

)
. (15.4)

Nous prouverons ce lemme dans la section suivante, après avoir vu l'inégalité d'Azuma-
Hoefdding.
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Preuve. (du théorème 15.1). On pose, pour tout t ≥ 1, at := 4
√
tln(t). D'après le lemme 15.2,

on a

P(|Xi(t)− xi(t)| ≥ at) ≤ 2 exp

(
−16t ln(t)

8t

)
=

2

t2
.

Ce membre de droite étant sommable en t, le lemme de Borel-Cantelli donne l'existence d'un
rang T aléatoire presque sûrement �ni tel que:

t ≥ T ⇒ |Xi(t)− xi(t)| < at.

Ainsi avec probabilité 1, pour t assez grand, on a:∣∣∣∣Xi(t)

t
− ci

∣∣∣∣ ≤ at
t

+
|δi(t)|
t
·

D'après l'expression de at, le premier terme est en O(
√
ln(t)/t), et tend donc vers 0 en t→∞.

Le second terme est, d'après le lemme 15.1 en O(tε−1) pour tout ε > 0, et tend lui aussi vers 0.
Le résultat du théorème en découle.

15.2 Inégalité d'Azuma-Hoe�ding

Dé�nition 15.1. Etant donnée une �ltration {Ft}t≥0, i.e. une suite de tribus ordonnée pour
l'inclusion (i.e. ∀t ≥ 0,Ft ⊂ Ft+1), une suite de variables aléatoires {Mt}t≥0 est une martingale
pour {Ft}t≥0 si et seulement si pour tout t ≥ 0, i) Mt est Ft-mesurable, et ii) E(Mt+1|calFt) =
Mt.

L'inégalité d'Azuma-Hoe�ding est le théorème suivant:

Théorème 15.2. Soient une �ltration {Ft}t≥0, et une martingale associée {Mt}t≥0. On suppose
que pour tout s = 1, . . . , t il existe des constantes cs telles qu'on a presque sûrement la propriété
d'incréments bornés:

|Ms −Ms−1| ≤ cs. (15.5)

Alors, pour tout a > 0, on a l'inégalité

P(Mt −M0 ≥ a) ≤ exp

(
− a2

2
∑t
s=1 c

2
s

)
· (15.6)

Preuve. On écrit
Mt −Mt−1 = Zct + (1− Z)(−ct),

où la variable aléatoire Z = [Mt − Mt−1 + ct]/(2ct) appartient à [0, 1] d'après l'hypothèse
d'accroissements bornés, et véri�e E(Z|Ft−1) = 1/2 d'après l'hypothèse de martingale. Soit
θ > 0. La convexité de la fonction x→ eθx entraîne l'inégalité

eθ(Mt−Mt−1)≤Zeθct+(1−Z)e−θct .

Il vient alors:

E

[
eθ(Mt−Mt−1)|Ft−1

]
≤ eθct + e−θct

2
·

En développant les exponentielles dans le membre de droite de cette dernière expression, on voit
que celui s'écrit

1

2

∑
p≥0

2(θct)
2p

(2p)!
≤
∑
p≥0

(θ2c2t/2)p

p!
= eθ

2c2t/2.
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On obtient alors par conditionnements successifs

Eeθ(Mt−M0) = E
[
E
{
eθ(Mt−Mt−1+Mt−1−M0)|Ft−1

}]
= E

[
eθ(Mt−1−M0)

E
{
eθ(Mt−Mt−1)|Ft−1

}]
≤ eθ2c2t/2E

[
eθ(Mt−1−M0)

]
≤ eθ2/2

∑t
s=1 c

2
s .

L'inégalité de Markov donne alors pour a > 0:

P(Mt −M0 ≥ a) ≤ Eeθ(Mt−M0)e−θa ≤ e−[θa−θ2/2
∑t
s=1 c

2
s].

Pour la valeur de θ > 0 qui minimise cette borne, soit θ = a/(
∑t
s=1 c

2
s), on obtient alors la

majoration annoncée, en e−a
2/(2

∑t
s=1 c

2
s).

Corollaire 15.1. Sous les mêmes hypothèses, on a pour tout a > 0:

P(|Mt −M0| ≥ a) ≤ 2e−a
2/(2

∑t
s=1 c

2
s). (15.7)

Preuve. Le membre de gauche de (15.7) s'écrit

P(Mt −M0 ≥ a) +P((−Mt)− (−M0) ≥ a).

Remarquant que {−Ms}s≥0 est encore une martingale, à incréments bornés par les cs, on obtient
le résultat en appliquant l'inégalité d'Azuma-Hoe�ding à chacun des deux termes.

Corollaire 15.2. Soient t ≥ 1 et des ensembles mesurables Ω1, . . . ,Ωt et soit f une fonction de
Ω := Ω1 × · · · × Ωt dans R. On suppose l'existence de constantes cs, s = 1, . . . , t telles que pour
tout xt1 ∈ Ω, tout s ∈ [t] et tout ys ∈ Ωs, on ait

|f(xt1)− f(xs−1
1 ysx

t
s+1)| ≤ ct.

Alors étant données des variables aléatoires Xs à valeurs dans Ωs, s ∈ [t], la variable aléatoire
Y := f(Xt

1) véri�e

∀a > 0, P(Y −EY ≥ a) ≤ e
− a2

2
∑t
s=1 c

2
s .

Preuve. On dé�nit Fs = σ(Xs
1), et Ms = E[Y |Fs], s = 0, . . . , t, de sorte que F0 est la tribu

triviale, et donc M0 = E(Y ), et Ft contient toute l'information Xt
1, et donc Mt = Y . Par

ailleurs, les propriétés élémentaires de l'espérance conditionnelle garantissent la propriété de
martingale pour {Ms}s=0,...,t. On écrit alors

Ms =

∫
Ωs+1×···×Ωt

f(Xs
1x

t
s+1)

t∏
i=s+1

P(Xi ∈ dxi).

Il vient alors pour s ∈ {0, . . . , t− 1}:

|Ms −Ms−1| ≤
∫

Ωs×···×Ωt

|f(Xs
1x

t
s+1)− f(Xs−1

1 xts)|
t∏
i=s

P(Xi ∈ dxi).

Par hypothèse sur f , l'intégrand est majoré par cs, et donc son espérance est elle aussi majorée
par cs. La borne d'Azuma-Hoe�ding s'applique donc, donnant le résultat.
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15.3 Accroissements bornés et couplage

Pour prouver le lemme 15.2, il nous su�t de montrer que la di�érence Xi(t) − xi(t) s'écrit
Mt −M0 pour une martingale {Ms}s=0,...,t dont les accroissements sont bornés par 2: en e�et
le résultat du lemme est alors une simple application de la borne d'Azuma-Hoe�ding. Le but de
cette section est d'établir le

Lemme 15.3. Soient i, t ≥ 1 �xés. Pour tout s = 0, . . . , t, on pose Ms := E(Xi(t)|Fs), où
Xi(t) est le nombre de sommets de degré i dans le graphe de Barabási-Albert Gt, et Fs = σ(V s1 )
représente l'information dans la construction séquentielle jusqu'à l'étape s du graphe en question.

Alors Xi(t)−E(Xi(t)) = Mt −M0, et {Ms} est une martingale à incréments majorés par 2.

La dé�nition de Ms est semblable à celle dans la preuve du corollaire 15.2. On ne peut
cependant pas appliquer ce dernier: ici les variables Vs sont dépendantes. A�n de prouver le
lemme. nous allons utiliser la construction de couplage suivante.

Preuve. Soit s ∈ [t], et soit vs1 ∈ V0 × · · · × Vs−1. Soit V
′
s ∈ Vs−1, distribué selon π(·|vs−1

1 ). On
construit alors itérativement (Vu, V

′
u) pour u = s+ 1, . . . , t en posant, pour tous v, v′ ∈ Vu−1:

v /∈ {vs, V ′s} ⇒ P(Vu = V ′u = v|V u−1
s+1 , V

′
s
u−1) = πu(v|vs1V u−1

s+1 ),

(v, v′) ∈ {vs, V ′s} ⇒ P(Vu = v, V ′u = v′|V u−1
s+1 , V

′
s
u−1) =

πu(v|vs1V
u−1
s+1 )πu(v′|vs−1

1 V ′s
u−1)

πu(vs|vs1V
u−1
s+1 )+πu(V ′s |vs1V

u−1
s+1 )

.

(15.8)
Notons Gu et G′u les graphes construits correspondants respectivement aux points d'ancrage Vu,
V ′u. On a alors les propriétés suivantes, par récurrence sur u = s, . . . , t. Les degrés Du−1(v) et
D′u−1(v) coïncident pour v /∈ {vs, V ′s}. Cela implique que

v ∈ Vu−1\{vs, V ′s} ⇒ P(Vu = V ′u = v|V u−1
s+1 , V

′
s
u−1) = πu(v|vs1V u−1

s+1 ) = πu(v|vs−1
1 V ′s

u−1). (15.9)

Cela implique aussi, d'après l'identité
∑
v∈Vu−1

Du−1(t) =
∑
v∈Vu−1

D′u−1(t) = 2eu−1:

Du−1(vs) +Du−1(V ′s ) = D′u−1(vs) +D′u−1(V ′s ).

On en déduit:

πu(vs|vs1V u−1
s+1 ) + πu(V ′s |vs1V u−1

s+1 ) = πu(vs|vs−1
1 V ′s

u−1) + πu(V ′s |vs−1
1 V ′s

u−1). (15.10)

Les propriétés (15.9), (15.10) garantissent que l'équation (15.8) dé�nit bien une loi de probabilité
pour (Vu, V

′
u) sur Vu−1 × Vu−1, et que par ailleurs pour tout v ∈ Vu−1,

P(Vu = v|V u−1
s+1 , V

′
s
u−1) = πu(v|vs1V u−1

s+1 ),
P(V ′u = v|V u−1

s+1 , V
′
s
u−1) = πu(v|vs−1

1 V ′s
u−1).

Cela entraîne, en prenant des espérances conditionnelles, que la loi de Vu conditionnellement à
V u−1
s+1 est donnée par πu(v|vs1V u−1

s+1 ), et la loi de V ′u conditionnellement à V ′s
u−1 est donnée par

πu(v|vs1V u−1
s+1 ). En d'autres termes, la séquence vs1V

u
s+1 a la loi du processus de construction de

Barabási-Albert conditionnellement à V s1 = vs1, et la séquence vs−1
1 V ′s

u a la loi du processus de
construction de Barabási-Albert conditionnellement à V ′1

s−1 = vs−1
1 .

On rappelle que la fonction f est dé�nie telle que le nombre Xi(t) de sommets de degré i dans
Gt vaut f(V t1 ). Les propriétés précédentes impliquent alors que, conditionnellement à V s1 = vs1,
on a

Ms = Ef(vs1V
t
s+1), Ms−1 = Ef(vs−1

1 V ′s−1
t).
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Or, d'après la construction couplée des deux suites (Vu, V
′
u), les degrés des sommets v ∈ Vt dans

Gt coïncident avec ceux dans G′t pour tout u /∈ {vs, V ′s}. Il en ressort que avec probabilité 1,

|f(vs1V
t
s+1)− f(vs−1

1 V ′s−1
t)| ≤ 2.

Par conséquent,
|Ms −Ms−1| = |E[f(vs1V

t
s+1)− f(vs−1

1 V ′s−1
t)]| ≤ 2,

comme annoncé.
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