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Exercice 1
Montrer sur des exemples que: X, 5 X n’implique pas que X,, — X 2 0; si X, Y, Z sont trois v.a.
telles que X et Y aient la méme loi, cela n’entraine pas que X Z et Y Z aient la méme loi.

Exercice 2: fonctions caractéristiques

1. Déterminer la fonction caractéristique ¢x de la v.a. X dans les cas suivants: X est une v.a.

de Bernoulli de parametre p; X est une binomiale de parametre n et p; X est une variable de
Poisson de parametre .

. Démontrer que si np, — A quand n — oo et si X,, ~ B(n,p,), alors (X,,) converge en loi vers
une v.a. de Poisson de parametre \.

. Calculer la fonction caractéristique ¢x de la v.a. X dans les cas suivants: X suit une loi
uniforme sur [—a, a]; X suit une loi exponentielle de parametre \; X suit une loi exponentielle
symétrique de densité f(x) = %e*)"‘”'; X suit une loi de Cauchy de parametre A de densité
h(z) = m On rappelle la formule d’inversion de Fourier: si [ |¢x (¢)|dt < +oo, alors X
admet une densité continue bornée donnée par:

f@Z%AW%NW.

. Montrer que si X et Y sont deux lois de Cauchy indépendantes de parametres c et ¢, X +Y
suit une loi de Cauchy de parametre ¢ + ¢’. Montrer que si a > 0, X suit une loi de Cauchy
de parametre ac. Montrer que si X et Y sont i.i.d. suivant une loi de Cauchy alors % ~ X.

Exercice 3
Utiliser le théoreme limite centrale pour montrer que

. ax=nf 1
et =g

Exercice 4: caractérisation de la loi normale.

X+Y

Soient X et Y deux v.a.r. i.i.d. On suppose que “/5 ost de méme loi que X et Y et que cette loi

est de variance finie o*.

2



1. Montrer que X est centrée.

2. Montrer que si X7, X5, Y7, Y5 sont des v.a.r. indépendantes de méme loi que X, %(Xl + X9 +
Y1+ Y:) ~ X.

3. Démontrer par récurrence en utilisant le théoréme limite central que X ~ N(0,0?).

Exercice 5: transformée de Laplace.
Pour une v.a. X, on définit M (t) = E [¢*] pour les valeurs de t ot M () est finie: U = {¢, M(t) <
oo}. Dans chacun des cas suivants, vérifier la valeur de My et préciser U:

[N

1. X ~ N(0,1), Mx(t) =e=.
2. X ~ Poi(\), Mx(t) = eMe'—D),
3. X ~ Exp()\), Mx(t) = 2.

A—t

4. Montrer que pour tous réels a,b on a Myx(t) = e M (at).

Exercice 6: lois indéfiniment divisibles.
On dit qu’'une v.a.r. X est indéfiniment divisible si pour tout n, il exise n v.a.r. indépendantes et
de meéme loi X, 1,..., X, , telles que

XNXn,1+"'+Xn,n'

1. Montrer que X est indéfiniment divisible si et seulement si pour tout n, sa fonction car-
actéristique ¢x est la puissance n-ieme d’une fonction caractéristique.

2. Montrer que X est indéfiniment divisible dans chacun des cas suivants: X ~ N(u,0?); X ~
Poi(A); X suit une loi de Cauchy.

3. Soient Y ~ Poi(\) et (X,,) est une suite de v.a. ii.d. indépendantes de Y. Montrer que
Z =3 X, est indéfiniment divisible.



