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Exercice 1: Caractérisation par les moments
Montrer que si deux v.a.r. bornées X et Y ont les mémes moments, c’est-a-dire que E(X™) = E(Y™)
pour tout n € N, alors X et Y ont méme loi. Indication: utiliser le théoreme de Weierstrass de
densité des polynomes.

Exercice 2: Simulation par la méthode d’inversion

1.

2.

3.

Si U suit une loi uniforme sur [0, 1] quelle est la loi de X =1In(1/U) et Y = tan(n(U — 1/2)) ?

On considere une fonction de répartition F' sur R dont on connait explicitement l'inverse
généralisée -

p€[0,1] — F'(p) = inf{x; F(z) > p} €R.
Si U est une v.a.r. de loi uniforme sur [0, 1], montrer que la v.a. X := F~1(U) suit la loi de

fonction de répartition F'. Retrouver les résultats de la premiere question, et en déduire plus
généralement une méthode de simulation de v.a.r. (discuter le cas des v.a.r. discrétes).

Quelle est la loi de F(X) lorsque F' est continue?

Exercice 3: Des lois normales a la loi de Cauchy
Montrer que si X et Y sont des v.a. indépendantes de loi normale N(0, 1) alors Z = X/Y est de loi
de Cauchy de densité fz(z) = (7(1+ 2?))~".

Exercice 4: Somme de variables indépendantes et convolution

1.

Soient X et Y deux v.a. discretes a valeurs dans Z, indépendantes. Exprimer la loi de (X,Y)
puis de X + Y en fonction de la loi de X et de la loi de Y;

Soient X et Y deux v.a. réelles de densités fx et fy, indépendantes. Montrer que (X,Y) et
X +Y ont des densités, notées f(xy) et fxiy, qu'on exprimera en fonction de fx et fy;

Calculer la densité de X + Y lorsque X et Y sont indépendantes de loi uniforme sur [0, 1];

Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes de loi exponentielle de parametre A. Montrer que
X +Y suit la loi Gamma de densité Nze *1g, (z);

. Etablir par récurrence sur n que si Xy, ..., X, sont des v.a.r. indépendantes de loi exponentielle

de parametre \ alors X; + - -- + X, suit la loi Gamma de densité 91,”“_16_M”1R+ (x);

A’n/
(n—1)!

. Etablir par récurrence sur n que si Xi,..., X, sont des v.a.r. indépendantes avec X, ~

N (my,0?) pour tout 1 < k <mn, alors X + -+ X, ~ N(my + -+ +my,, 08 + -+ 02).
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Exercice 5: Simulation des lois gaussiennes avec ’algorithme de Box-Muller

1. Soient (X,Y) un couple de v.a.r. et son écriture en coordonnées polaires (1 cos(6),rsin(f)).
Montrer que X et Y sont indépendantes et de loi N(0,1) si et seulement si r et € sont
indépendantes avec 7?2 de loi exponentielle de parametre 1/2 et 6 de loi uniforme sur [0, 27];

2. Soient U et V' deux v.a.r. uniformes sur [0, 1]. Montrer que les v.a.r. X = 1/—2In(U) cos(27V')
et Y = /—2In(U)sin(27V) sont indépendantes et de loi N(0,1).

Exercice 6: Somme de deux v.a. exponentielles de parametres distincts

Soient X et Y des v.a. indépendantes de densités exponentielles de parametres respectifs a et 3,
a # (. Calculer la densité de X + Y.

Exercice 7: Loi gamma, béta, \?
Pour a > 0, on pose I'(a) = f0+°° e ?2% tdx. On appelle loi gamma de parametres a > 0 et A > 0,
notée G(a, A), la loi sur R de densité 7, ou

AT T,.a—
Yar(T) = F(a)e AT 11R+(x).

1. Vérifier que I'(a) est défini pour a > 0, montrer que I'(a + 1) = al'(a) et clculer I'(n) pour
n € N*.

2. Soit X une v.a. de loi G(a, ). Calculer E(X) et Var(X).

3. Soient X et Y deux v.a. indépendantes de lois respectives G(a, \), G(b, \). Montrer que X +Y

et XLH, sont indépendantes et calculer leurs lois de probabilités. En déduire:

1
B(a,b) = / 271 = 2) e = =2
0

Donner la loi de i/—( Reprendre la question 4 de l'exercice 4.

4. Soit Y une v.a. gaussienne centrée réduite. Montrer que Y2 a la loi gamma G (%, 3). En déduire
la valeur de F(%) SiYi,...,Y, sont nv.a. indépendantes gaussiennes centrées réduites, donner
la loi de probabilité de Z = Y? + -+ + Y2 et calculer E(Z), Var(Z).

Exercice 8: Files d’attente
On considere deux files indépendantes de m et n > m personnes devant des guichets dont les temps
de service ont la méme distribution exponentielle de parametre X\. Montrer que la probabilité py que
la plus longue des files s’acheve la premiere est égale a la probabilité d’obtenir n faces avant m piles
dans un jeu de pile ou face équilibré. Calculer py et en donner une expression intégrale avec B(n, m).



