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Résumé

Dans ce probléme, nous verrons, une fois des bases de référence fixées, que les matrices peuvent
étre utilisées pour représenter des vecteurs et des applications linéaires. De plus, nous observerons que la
multiplication matricielle permet de calculer la représentation de I'image d’un vecteur par une application
linéaire et la représentation de la composée de deux applications linéaires. En outre nous utiliserons le
produit et l'inversion matricielles pour changer de bases de référence. Ensuite, nous étudierons les cas
particuliers de la représentation des projections linéaires et de celle des applications linéaires nilpotentes.

11 est bien siir vivement conseillé d’utiliser les résultats que nous avons démontrés en cours (le poly
faisant foi). Il n’est pas nécessaire de redémontrer ces résultats. Par contre, pour tout résultat nouveau,
une preuve est demandée (et non un simple argument). En revanche, il est autorisé de sauter des questions
et d’utiliser les résultats des questions sautées sans justification.

Soit K un ensemble choisi dans la liste Q, R, ou C.

1 Représentation matricielle

1.1 Représentation matricielle d’un vecteur

Dans cette sous-partie, nous introduisons la représentation matricielle d’un vecteur d’un espace vectoriel
dont on a choisi une base de référence.

Définition 1.1. Soit (E, +g, er) un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit B une base de (E,+g,op).

On note B = (b;)1<i<dim -
Soit u € E un vecteur de E. On appelle représentation matricielle du vecteur u dans la base E, la matrice
(u)s € Maim g,1(K) de taille® dim E x 1 a valeur dans K telle que si l'on note (u)gs 2 (M, )1<i<dim B,j=1

. . _ dimE b
on ait :u =), | m;1eb;.

Exemple 1.1. On a :

(1,1, 1)) ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) =

1. Une telle matrice est appelée matrice colonne.



Exemple 1.2. On a :

(1,1, 1)) ¢1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)) =

N = N= N

Question 1.1. Montrer que la famille :
((1707070)7 (1717070)’(1717 1’0)7(17 17 17 ))7
est une base de (R*, +, o).

Question 1.2. Donner la représentation matricielle du vecteur (2,1,3,4) dans la base :

((1707 07 0)’ (17 ]‘70’ 0)’ (17 17 ]" 0)7 (17 ]" 17 1))'

Question 1.3. Soit (E,+g,eg) un K-espace vectoriel de dimension fini. Soit B une base de E.
Montrer que la fonction de E dans Maim g,1(K) qui & tout vecteur u € E de E associe la matrice colonne
(uds, est un isomorphisme entre les K-espaces vectoriels (E,+ g, og) et (Mdim g 1(K), +, ).

1.2 Représentation matricielle d’une application linéaire

Dans cette sous-partie, nous introduisons la représentation matricielle d’une application linéaire entre
deux espaces vectoriels dont on a choisi des bases de référence.
Définition 1.2. Soient (E, +g,or) et (F,+r,or) deuz K-espaces vectoriels de dimension fini. Soient By

une base de (E,+g, o) et By une base de (F,+p,er). On note (b;)1<j<dim E 2 Bg et (b))1<i<dim F 2 Brp.
Soit ¢ € L(E, F) une application linéaire entre les K-espaces vectoriels (E, +g,o5) et (F,+p,op).

On appelle représentation matricielle de 'application linéaire ¢ dans les bases Bg et Bp, la matrice
[6]Bs,8. de taille dim F' x dim E, telle que, si l'on note [¢]B,,8, = (Mi ;j)1<i<dim F,i<j<dim B, ON 6it :

dim F

d(b) = D muj - by
k=1

Exemple 1.3 (identité). Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension finie et B une base de E.
Alors, on a :

[Idg]B,8 = Liim E,dim E-
Exemple 1.4 (plongement). On considére lapplication linéaire suivante :
¢ R2 . RS
@y~ (@.0)
Ona:

[[(bﬂ ((1,0),(0,1)),{(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) =

OO =
o = O

Question 1.4. Soient (E,+g,op) et (F,+p,or) deur K-espaces vectoriels de dimension fini. Soient Bg
une base de (E,+g, o) et Bp une base de (F,+p,er). On note (b;)1<j<dim E 2 Bg et (b))1<i<dim F 2 Br.
Soit ¢ € L(E, F) une application linéaire entre (E,+g,op) et (F,+p,op).

Prouver que pour j € N entier compris entre 1 et dim E, la j-iéme colonne de [¢]s, B, est la représen-
tation matricielle (p(b;)) B, du vecteur ¢(b;) dans la base Bp.



Question 1.5. Montrer si l'application linéaire :

' R3 - R2
’ { (r.y.2) — (2y),
est injective, ou non.
Question 1.6. Montrer si l'application linéaire :
. R3 - R2?
’ { @07 o ()

est surjective, ou non.

Question 1.7. Donner la représentation matricielle de ’application linéaire :
w3 o R?
| { (2.5.2) = (a.y),

dans les bases ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) et ((1,0),(0,1)).

Question 1.8. Soient (E,+g,op) et (F,+p,or) deur K-espaces vectoriels de dimension fini. Soient Bg
une base de (E,+p,eg) et Bp une base de (F,+p,op).

Montrer que la fonction de L(E, F) dans Mdim r.dim £(K) qui ¢ une application linéaire ¢ € L(E, F') de
(E,+g,og) dans (F,+p,ep) associe la matrice [¢]p, B, est un isomorphisme entre le K-espace vectoriel
(L(E,F),+p,or) et le K-espace vectoriel (M gim Fdim £(K), +, ).

Question 1.9. Soient (E,+g,op) et (F,+Fr,or) deur K-espaces vectoriels de dimension fini. Soient Bg
une base de (E,+p,eg) et Bp une base de (F,+p,op).

Soit ¢ une application linéaire ¢ de (E,+g,og) dans (F,+p,op) et ue E.

Montrer que :

(I¢(u)DBF = [[¢HBE7BF X (]u[)BE

Indication. On montrera que les fonction de E dans Maim r,(K) qui ¢ un vecteur u € E associe respective-
ment la matrice (p(u))p, et la matrice [¢]p, B, x (W), sont deux applications linéaires qui coincident sur
la base Bg.

Question 1.10. On considére lapplication linéaire ¢ suivante :

R3 — R?
¢ { (@32 - (@)

Vérifier que :

(A((L, 1, 1)) ((1,0),00,1) = [D]¢(1,0,0,(0,1,0),(0,0,1)),((1,0),¢0,1)) X ((1, 1, 1)) ((1,0,0,(0,1,0),(0,0,1))-

Question 1.11. Soient (E,+g,ep), (F,+r,or), et (G,+g, o) trois K-espaces vectoriels de dimension
fini. Soient Bg une base de (E,+pg,og), Br une base de (F,+p,ep), et Bg une base de (G, +¢,eq).

Soit ¢ € L(E, F) une application linéaire entre (E,+g, o) et (F,+r,or) et p € L(F,G) une application
linéaire entre (F,+p,or) et (G, +g,*q).

Montrer que :

[V]Be.Be X [0]Bs.Br = [¥ © ¢]Bs,Be-

Indication. Pour ¢ € L(F,G) fixée, montrer que les fonctions de L(E,F) vers Maiime,dimc(K) qui a
¢ € L(E,F) associent respectivement [Y] gy B % [9]Bs.Br €t [ 0 ¢lBg.Bs, sont deux applications linéaires
qui coincident sur une base bien choisie.



1.3 Changement de bases de référence

Dans cette sous-partie, on montre que deviennent les représentations matricielles lorsque 'on change de
bases de référence.

Définition 1.3. Soit (E,+g,ep) un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient B et B’ deuz bases de
(E,+E,or). La matrice [Idg]p p est appelé matrice de passage entre la base B et la base B', on la note
PB,B'-

Question 1.12. Montrer que la famille ((1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)) est une base de (R3, +, ).

Exemple 1.5. On note B 2 ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) et B’ 2 ((1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)). On a :

Psp =

O~

0 1
10
11

Question 1.13. Montrer que la famille ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) est une base de (R?, +, ).

Question 1.14. Donner la matrice de passage entre la base
((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1))

et la base
((1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)).

Question 1.15. Soit (E,+g,er) un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient B et B’ deuzx bases de
(E, +Ea .E') .
Montrer que la matrice Pg g est inversible et que son inverse est Pp: ;.

Indication. On utilisera le résultat de la question 1.11.

Question 1.16. Soit (E,+pg,eg) et (F, +p,or) deuz K-espace vectoriel de dimension finie. Soient Bg et
B’ deux bases de (E, +g, o). Soient Bp et By deuz bases de (F,+p,ep). Soit ¢ € L(E, F) une application
linéaire.
Montrer que :
[8]5..8,. = (Ps,.5.)"" % [0]s.5: % Pr,.5s-

Indication. On utilisera les résultats des questions 1.11 et 1.15.

Question 1.17. Soit (E,+g,er) un K-espace vectoriel de dimension finie. Soient B et B' deux bases de
(E,+E,95). Soit ¢ € L(E) un homomorphisme.
Monter que :
[8]5.50 = (Ps.5) ™" x [8l5,5 % P -

Question 1.18. On considére I’homomorphisme ¢ de (R? 4,), qui a tout couple (z,y) € R? associe le
couple (z,z +2-y) € R%. On considére les bases de (R?, +,9), B = ((1,0),(0,1)) et B' = ((1,0),(1,1)).

Donner [¢],8, Ps B, et P g, en déduire la représentation matricielle [¢]p g de I’homorphisme ¢ dans
la base B'.

Question 1.19. On considére I’lhomomorphisme ¢ de (R?,+,), qui a tout couple (x,y) € R? associe le
couple (z,x +2-y) € R?.
Décomposer les couples $(1,0) et ¢(1,1) dans la base B’.

Question 1.20. Vérifier que les résultats obtenus dans les questions 1.18 et 1.19 concordent.



1.4 Inversibilité des représentation matricielles des applications linéaires

Dans cette sous-partie, on établie le lien entre le fait qu’une application linéaire soit injective, surjective,
bijective, et I'inversibilité & gauche et/ou a droite de leur représentation matricielle.

Question 1.21. Soient (E,+pg,eg) et (F,+p,or) deur K-espaces vectoriels de dimension fini. Soient Bg
une base de (E,+g,op) et Br une base de (F,+p,er). Soit ¢ une application linéaire ¢ de (E,+pg,og)
dans (F,+p,ep).

Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est injective;

2. [¢lBs.B- est inversible a gauche;

3. dim E < dim F' et il existe une base BY. telle que [[d)ﬂBEﬁ% = ldim B dim F-
Question 1.22. Soient (E,+pg,eg) et (F,+p,or) deur K-espaces vectoriels de dimension fini. Soient Bg
une base de (E,+g,op) et Brp une base de (F,+p,er). Soit ¢ une application linéaire ¢ de (E,+pg,ox)

dans (F,+Fp,ep).
Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est surjective ;

2. [¢lBs.Bx est inversible a droite ;

3. dim E > dim F et il existe une base BY, telle que [[Qb]]B’E,BF = Ldim B.,dim F-
Question 1.23. Soient (E,+pg,eg5) et (F,+F,or) deur K-espaces vectoriels de dimension fini. Soient Bg
une base de (E,+g,op) et Br une base de (F,+p,or). Soit ¢ une application linéaire ¢ de (E,+g,og)

dans (F,+p,ep).
Montrer que les trois propositions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est un isomorphisme ;
2. [¢lBs.B- est inversible ;
3. dimE = dim F' et il existe une base B, telle que [[¢HBIE,BF = ldim E,dim E ;

4. dimE = dim F et il existe une base B telle que [[qbﬂgE,BfF = Liim B,dim E -

2 Représentation matricielle des projections linéaires

Dans cette partie, nous étudierons le cas des projections linéaires, et nous montrerons que quitte a choisir
une bonne base, leur représentation matricielle est une matrice dont la valeur des éléments sur la diagonale
est 0 ou 1, et la valeur des éléments qui ne sont pas sur la diagonale est égale a 0.

2.1 Projections linéaires

Définition 2.1. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. On appelle projection linéaire du K-espace vectoriel
(E, +,9). tout homomorphisme ¢ € L(E) tel que ¢po ¢ = ¢.?

2.1.1 Exemples

Question 2.1. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.
Montrer que la fonction identité Idg est une projection linéaire de (E,+,e).

Question 2.2. Soit ¢ la fonction de R? dans R? qui au couple (x,y) € R? associe le couple (x,0) € R2.
Prouver si la fonction ¢ est une projection linéaire de (R?,+, o), ou non.

2. Ainsi, ¢ € L(E) est une projection linéaire si et seulement si pour tout u € E, ¢(u) = ¢(p(u)).



Question 2.3. Soit ¢ la fonction de R? dans R? qui au couple (x,y) € R? associe le couple (y,0) € R?,
Prouver si la fonction ¢ est une projection linéaire de (R?,+, o), ou non.

Question 2.4. Soit ¢ la fonction de R? dans R? qui au couple (z,y) € R? associe le couple (z;ry’ w?’) e R2.

Prouver si la fonction ¢ est une projection linéaire de (R?,+, ), ou non.
Question 2.5. Soit ¢ la fonction de R? dans R? qui au couple (x,y) € R? associe le couple (2 - x,0) € R2.
Prouver si la fonction ¢ est une projection linéaire de (R?,+,e), ou non.

2.1.2 Propriétés

Question 2.6. Soit (F,+,e) un K-espace vectoriel de dimension fini. Soit ¢ une projection linéaire.
Montrer que pour tout vecteur ue€ E, on a :

u — ¢(u) € ker ¢.

Question 2.7. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.
Soit ¢, € L(E) deux projections linéaires de (E, +, o) tels que Im(¢p) = Im()) et ker ¢ = ker 1.
Montrer que ¢ = 1.

Indication. Décomposer tout vecteur u € E de E, sous la forme u = (u — ¢(u)) + ¢(u), et appliquer ¢ auz
deux membres de [’égalité.

Définition 2.2. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit ¢ € L(E) une projection linéaire de (E,+, ).
On dit que ¢ est la projection sur Im(E) parallélement a ker ¢.

Question 2.8. Donner un exemple de deux projections linéaires différentes ayant la méme image.
Question 2.9. Donner un exemple de deux projections linéaires différentes ayant le méme noyau.
Question 2.10. Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel.

Quelles sont les projections linéaires de (E, +, o) qui sont injectives (resp. surjectives) (resp. bijectives) ?
2.2 Matrices diagonales

Définition 2.3 (matrices diagonales). Soit n € N. Soit A € M,, ,(K) une matrice carrée de taille n et a
valeur dans K. On note (a; j)1<i<n,1<j<n 24

On dit que la matrice A est diagonale si et seulement si pour tout entier i,j € N entre 1 et n, on a :
aij = 0ij®ai;.>
2.2.1 Exemples

Exemple 2.1. La matrice :

10 0 O
02 0 O
00 -1 0]’
00 0 O

est une matrice diagonale.

Question 2.11. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel.
Montrer si la représentation matricielle de la fonction identité Idg dans une base quelconque est diagonale,
ou non.

3. Ainsi, A est diagonalisable si et seulement si pour tout i,j € Nentre 1 et n, i # j = a; ; = 0.



Question 2.12. Soit ¢ I’homomorphisme de (R, +,e) qui au couple (x,y) € R? associe le couple (,0) € R?,
Montrer si la représentation matricielle de ’homorphisme ¢ dans la base ((1,0),(0,1)) est diagonale, ou
non.

Question 2.13. Montrer que la famille ((1,0),(1,1)) est une base de (R?, +, o).

Question 2.14. Soit ¢ I’homomorphisme de (R, +, o) qui au couple (x,y) € R? associe le couple (x,0) € R?,
Montrer si la représentation matricielle de ’homomorphisme ¢ dans la base ((1,0),(1,1)) est diagonale,
ou non.

Question 2.15. Soit ¢ ’homomorphisme de (R?, +, ®) qui au couple (z,y) € R? associe le couple (y,0) € R2.
Montrer si la représentation matricielle de I’homomorphisme ¢ dans la base ((1,0),(0,1)) est diagonale,
ou non.

Question 2.16. Soit ¢ ’homomorphisme de (R? +,e) qui a tout couple (x,y) € R? associe le couple

z+y z+y
(,)ew.
2 2

Montrer si la représentation matricielle de ’homomorphisme ¢ dans la base ((1,0),(0,1)) est diagonale,
ou nomn.

Question 2.17. Montrer que la famille ((1,1),(1,—1)) est une base de R2.

Question 2.18. Soit ¢ 'homomorphisme de (R% +,e) qui a tout couple (x,y) € R? associe le couple

z+y =+y
(,)ew.
2 2

Montrer si la représentation matricielle de I’homomorphisme ¢ dans la base ((1,1), (1, —1)) est diagonale,
ou non.

Question 2.19. Soit ¢ I’homomorphisme de (R?, +, o) qui au couple (z,y) € R? associe le couple (2 x x,0) €
R2.

Montrer si la représentation matricielle de I’homomorphisme ¢ dans la base ((1,0),(0,1)) est diagonale,
ou non.

2.2.2 Propriétés

Question 2.20. Soit ne N et A, B e M, ,(K) deux matrices diagonales de taille n et & valeur dans K.
Montrer que A x B est une matrice diagonale, exprimer les coefficients de A x B en fonction de ceux de
A et de B.

Question 2.21. Soit ne N et A e M, ,(K) une matrice diagonale de taille n et a valeur dans K.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A soit inversible, et dans ce cas, donner son
inverse.

Question 2.22. Soit ne N et A e M, ,(K) une matrice diagonale de taille n et & valeur dans K.
Donner une condition nécessaire et suffisante pour que A x A = A.

2.3 Diagonalisation de la représentation matricielle des projections linéaires

Question 2.23. Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel. Soit ¢ € L(E) un homomorphisme de (E,+,e). Soit
B une base de (E,+,e).
Montrer que les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est une projection linéaire ;

2. [¢ls,5 x [¢]s,8 = [¢]5,s5-



Question 2.24. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension fini. Soit ¢ une projection linéaire sur
(E,+,e). Soit I un ensemble et (b;)icr une base de ker ¢. Soit J un ensemble tel que I nJ = & et (bj)jcs
une base de Im(p).

Montrer que la famille (by)rerog est une base de (E, 4+, e).

Indication. On pourra montrer que c’est une famille génératrice en décomposant ¢(u) et u — ¢(u) dans
respectivement dans la base (b;)jcs et la base (b;)icr ; puis en utilisant des critéres de dimension.

Question 2.25. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension fini. Soit ¢ une projection linéaire sur
(E,+,9).

Soit I un ensemble et (b;)icr une base de ker ¢. Soit J un ensemble tel que I nJ = & et (bj)jcs une base
de Im(9).

Montrer que la représentation matricielle de ¢ dans la base (bg)rerog est une matrice diagonale, donc
les €léments diagonaux sont soit 0, soit 1.

Question 2.26. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit ¢ € L(E) un homomorphisme
de (E,+,e). Soit B une base de (E,+,e).
Montrer que les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est une projection linéaire ;
2. il existe :
— une matrice P € Maim g .aim £(K) carrée de taille dim E et & valeur dans K inversible,
- une matrice A € Maim £,4im 5(K) diagonale de taille dim E et a valeur dans K dont tous les éléments
diagonauzx sont soit égauz & 0, soit égauz a 1,
tel que lon ait : [¢]ps = P7' x A x P.

3 Représentation matricielle des applications linéaires nilpotentes

Dans cette partie, nous étudierons le cas des projections linéaires nilpotentes, et nous montrerons que
quitte o choisir une bonne base, leur représentation matricielle est une matrice dont la valeur des éléments
sur et en dessous de la diagonale est égale a 0.

3.1 TItérées d’applications linéaires

Définition 3.1. Soit A un ensemble et f € F(A, A) une fonction de A dans A.
Pour tout entier n € N, on définit f™ € F(A, A), la n-iéme itérée de f par récurrence de la maniére suivante :

£ = Idy
f**t = fo f*  pour tout entier k € N.

Question 3.1. Soit A un ensemble et f € F(A, A) une fonction de A dans A.
Montrer que, pour tout entier k€ N, on a :

fk+1 — fk o f

Indication. On procédera par récurrence sur l’entier k € N, en utilisant I’associativité de la loi o.

3.1.1 Chaine des noyaux des itérées d’une application linéaire

Question 3.2. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel et soit ¢ € L(F) un homomorphisme de (E, +, ).
Montrer que pour tout entier n € N,

ker ¢" C ker ¢ t1.4

4. Ainsi, ker ¢9 C ker ¢! ... S ker ¢F < kerpF+1 < ...



Question 3.3. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel et soit ¢ € L(E) un homomorphisme de (E,+,e). On
suppose qu’il existe un entier ng € N tel que :

ker ¢t = ker ¢m0.
Montrer que pour tout entier n € N tel que n = ng, on a :
ker ¢" = ker ¢"°.

Question 3.4. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel et soit ¢ € L(E) un homomorphisme de (E,+,e). Soit
n € N\{0} un entier strictement positif.
Montrer que, pour tout vecteur u € ker ¢”, on a :

é(u) € ker "L,

3.1.2 Exponentiation de matrices

Définition 3.2. Soit n € N un entier naturel. Soit A € M,, ,(K) une matrice carrée de taille n et a valeur
dans K.
On définit les puissances A* de A, par récurrence sur k € N, ci-dessous :

A’ =1,,
AR+l = A x A*  pour k e N.

Exemple 3.1. Par exemple, on a :

01 0 0 O 0 0 0 01
0 01 0 O 00 0 0O
0 0010 =100 0 0O
0 00 01 00 0 0O
0 00 0O 00 0 0O

Question 3.5. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit B une base de (E,+,e). Soit
¢ € L(E) un homomorphisme de (E,+, ).
Montrer que, pour tout entier n € N, on a :

[¢"]5.5 = ([¢]5,8)" -
Indication. On pourra procéder par récurrence sur n € N en utilisant le résultat de la question 1.11.

Question 3.6. Soit n € N un entier naturel. Soit A € My, ,(K) une matrice carrée de taille n et 4 valeur
dans K.
Montrer que pour tout entier k € N, on a :

AR = AR x AL
Indication. On pourra soit procéder par récurrence sur k en utilisant l’associativité du produwit matriciel,
ou utiliser les résultats des questions 3.1 et 3.5.
3.2 Applications linéaires nilpotentes

Définition 3.3. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel de dimension finie.
Soit ¢ € L(E) un homomorphisme de (E,+,e).

On dira que ¢ est une application linéaire nilpotente, si et seulement si, il existe un entier n € N tel que
pour tout vecteur uw € E, on a : ¢"(u) = 0g.



3.2.1 Exemples

Question 3.7. Soit ¢ la fonction de R® dans R3 qui au triplet (x,y,2) € R? associe le triplet (y, z,0) € R3.
Montrer si la fonction ¢ est une application linéaire nilpotente de (R>,+, ), ou non.

Question 3.8. Soit ¢ la fonction de R? dans R3 qui au triplet (z,y, z) € R® associe le triplet (2- (y + 2),3-
2,0) € R3.
Montrer si la fonction ¢ est une application linéaire nilpotente de (R3,+, ), ou non.

Question 3.9. Soit ¢ la fonction de R® dans R qui au triplet (z,y, z) € R® associe le triplet (y,z,x) € R3.
Montrer si la fonction ¢ est une application linéaire nilpotente de (R, +, ), ou non.

3.2.2 Propriétés

Question 3.10. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et soit ¢ € L(E) une application linéaire nilpotente de
(B, +,9).
Montrer que ¢ n’est pas injective.

Question 3.11. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et soit ¢ € L(E) une application linéaire nilpotente de
(B, +,9).
Montrer que ¢ n’est pas surjective.

Question 3.12. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension fini et soit ¢ € L(FE) une application
linéaire nilpotente de (E, +, ).
Alors, pour tout vecteur u € E,
<bdimE(u) _ OE

Indication. Utiliser les questions 3.2 et 3.3, pour prouver que si ker g3™ ¥ = E alors pour tout n > dim E,
on a :

ker ¢" = ker ¢ E,
3.3 Matrices triangulaires supérieures

Définition 3.4. Soit n € N. Soit A € M,, ,(K) une matrice carrée de taille n et a valeur dans K. On note
A
(ai,j)lsign,lgg‘gn = A
On dit que la matrice A est triangulaire supérieure si et seulement si, pour tout entier i,j € N entre 1 et
n,ona:t<j = a;;=0.
3.3.1 Exemples

Exemple 3.2. La matrice :

10 2 4
00 4 6
00 =2 7 [
0 0 0 12

est une matrice triangulaire supérieure.

Question 3.13. Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel de dimension fini. Soit B une base de (E,+,e).
Montrer que la représentation matricielle [Idg]p,p de la fonction identité Idp dans la base B est une
matrice triangulaire supérieure.

Question 3.14. Soit ¢ la fonction de R® dans R® qui au triplet (x,y,2) € R? associe le triplet (y,z,0) € R3.
Montrer si la représentation matricielle de la fonction ¢ dans la base ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est tri-
angulaire supérieure, ou nNon.
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Question 3.15. Soit ¢ la fonction de R? dans R® qui au triplet (z,y, 2) € R?® associe le triplet (2- (y+2),3-
2,0) € R3.

Montrer si la représentation matricielle de la fonction ¢ dans la base ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est tri-
angulaire supérieure, ou nomn.

Question 3.16. Soit ¢ la fonction de R® dans R3 qui au triplet (z,y, z) € R? associe le triplet (y, z,x) € R3.
Montrer si la représentation matricielle de la fonction ¢ dans la base ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) est tri-
angulaire supérieure, ou nNon.

3.3.2 Propriétés

Question 3.17. Soit n € N un entier naturel. Soit A € M,, ,(K) et B € M,, ,(K) deuz matrices triangulaires
supérieures de taille n.

Montrer que la matrice A x B est une matrice triangulaire supérieure. Exprimer les coefficients diagonaux
de A x B en fonction des coefficients diagonauz de A et des coefficients diagonauzx de B.

Question 3.18. Soit n € N un entier naturel. Soit A € My, ,(K) une matrice triangulaire supérieure de
taille n.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients diagonauz de la matrice A pour qu’elle
soit inversible.

3.4 Triangulation de la représentation matricielle des applications linéaires nilpo-
tentes

3.4.1 Matrices nilpotentes

Définition 3.5. Soit n € N un entier naturel. Soit A € M,, ,,(K) une matrice carrée de taille n et a valeur
dans K.
On dit que la matrice A est nilpotente si et seulement si il existe un entier k € N, tel que :

AF = (0)1<ign1<jen-®

Question 3.19. Soit n € N un entier naturel et soit A e M, ,(K) une matrice nilpotente de taille n.
Montrer que :
A" = (0)1<i<n.1<j<n-
Indication. On introduira I’homomorphisme ¢ de My, 1(K) qui a la matrice colonne X € M, 1(K) associe
la matrice colonne A x X € M, 1(K). On montrera par récurrence sur k € N que la k-iéme itérée ¢* de

¢ associe a la matrice colonne X € M, 1(K) la matrice colonne A* x X € M,, 1(K). Puis on utilisera le
résultat de la question 3.12

Question 3.20. Montrer si la matrice suivante :

01 00
0 010
0 0 0 1
0 0 0O
est nilpotente, ou non.
Question 3.21. Montrer si la matrice suivante :
1 1
0 1 1
0 0 1

est nilpotente, ou non.

5. i.e. tous les coefficients de la matrice A* sont nuls.
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Question 3.22. Montrer si la matrice suivante :

o = O
(=R e i)
O O =

est nilpotente, ou non.

Question 3.23. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit B une base de E et soit
¢ € L(E) un homomorphisme de (E,+,e).

Alors les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est une application linéaire nilpotente ;

2. [dlB.B est une matrice nilpotente.
Indication. Utiliser le résultat de la question 3.5.
Question 3.24. Montrer qu’une matrice nilpotente n’est pas inversible.

Question 3.25. Soit n € N un entier naturel. Soit A € M, ,(K) une matrice triangulaire supérieure de
taille n.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur les coefficients diagonaux de A pour que A soit une
matrice nilpotente.

Question 3.26. Pensez vous que toutes les matrices nilpotentes sont triangulaires supérieures ?

3.4.2 Base de triangulation

Question 3.27. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel et soit ¢ € L(E) une application linéaire nilpotente.
Montrer qu’il existe une base de ker ¢.

Question 3.28. Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel et soit ¢ une application linéaire nilpotente.
Montrer que, pour tout entier n € N, toute base de ker ¢" s’étend en une base de ker ¢™ 1.

Question 3.29. Soit n € N un entier, soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension finie n et soit ¢
une application linéaire nilpotente.

Montrer qu’il existe une base B = (b;)1<i<n et une fonction croissante® o de N dans N tel que, pour tout
entier k € K, (b;)1<i<o(k) s0it une base de ker or.7

Question 3.30. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel de dimension finie. Soit ¢ € L(E) un homomorphisme
de E. Soit B une base de E.
Montrer que les deuz assertions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est une application linéaire nilpotente ;

2. il existe :
— une matrice P € Maim g.aim £(K) carrée de taille dim E et & valeur dans K inversible,
- une matrice A € Mdim g,4im £(K) triangulaire supérieure de taille dim E et a valeur dans K dont
tous les éléments diagonaux sont égaux a 0,
tel que lon ait : [¢p]ps = P7' x A x P.

6. i.e. pour tout i,j €N, i < j = o(i) < 0(j), ouencore 0(0) <o(l)<...<o(k)<o(k+1)<...
7. i.e. tel que les o(1) premiers éléments de B forment une base de ker ¢, puis en ajoutant les o(2) — o(1) éléments suivant,
on obtient une base de ker ¢2, et cetera.
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