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1 Groupes

1.1 Lois internes

Définition 1.1.1. Soit A un ensemble.
Une loi interne sur A est une fonction de A x A dans A.

Exemple 1.1.1. La fonction vide est une loi interne sur l’ensemble vide.

Exemple 1.1.2. La fonction qui a la paire (1,1) associe 1 est une loi interne sur le singleton {1}.
Exemple 1.1.3. L’addition + et le produit - sont des lois internes pour N, Z, Q, ou R.
Exemple 1.1.4. La soustraction — est une loi interne pour Z, Q, ou R.

Exemple 1.1.5. Si A est un ensemble, alors la composition o est une loi interne sur l’ensemble F(A) des
fonctions de A dans A.

Exemple 1.1.6. La fonction ® qui associe a toute paire (x,y) de rationnels, le rationnel x + 2-y, est une
loi interne sur Q.

Exemple 1.1.7. Soit A un ensemble. La fonction | qui a une paire (x,y) € A? d’éléments de A associe le
premier élément x, est une loi interne sur A. | est la projection selon la premiére coordonnée.

Notation 1.1.1. Si ® est une loi interne sur l’ensemble A, alors, pour x,y € A, Uélément ®(x,y) est
habituellement noté x®y.

1.2 Associativité

Définition 1.2.1. Une loi interne @ sur un ensemble A est dite associative si et seulement si, pour tout x,

Y, 2€ A, 2@ (yY®2) = (zQy) ®=.
Exemple 1.2.1. La loi interne sur ’ensemble vide, est associative.

Preuve Par définition, & x & = . De plus pour toute propriété P, Vx € ¥, P(z) est vrai.
Donc la loi interne sur ’ensemble vide est vide.

O

Exemple 1.2.2. Une loi interne sur un singleton est associative.



Preuve Soit S un singleton. On note S = {a}. Soit ® une loi interne sur S. Par définition, a ® a € S.
Comme S n’a qu’un élément, a ® a = a. Puis, soit z,y,2€ A. On a :x = a, y = a, et z = a.
D’ou,

r®y®2) = 0® (@ ®a)
r®(Y®z) =a®a

1R (Y®z)=(a®a)®a
t®y®z) = (rQy)®=

Donc ® est associative.

O

Exemple 1.2.3. L’addition + et la multiplication - sont des lois internes associatives sur N, Z, Q, ou R.
Exemple 1.2.4. La soustraction — n’est associative ni sur Z, ni sur Q, ni sur R.
Exemple 1.2.5. Si A est un ensemble, la composition o est une loi associative sur F(A).

Preuve Soit f,g,h e F(A).

1. [fog]oh et f o[goh] sont deux fonctions de A dans A.

2. Soit a € A.
On a:
[[fegloh](a) = [fog](h(a))
[[fegloh](a) = f(g(h(a)))
[[fegloh](a) = f([goh](a))
[[fogleh](a) = [folgoh]](a)

Donc [fog]oh = f o [goh].
Puis o est associative.

O

Exemple 1.2.6. La loi interne © définie sur Q par zQy S04 2-y n’est pas associative.

Preuve En effet, on a :

10(101) = 10(1 + 2-1)
16(101) = 103
10(101) =1+ 23
10(101) =7

et :



Orb5#T1.
Donc ® n’est pas associative.

O

Exemple 1.2.7. Soit A un ensemble. La projection p1 sur la premiére coordonnée est une loi associative
sur A.

Preuve | est bien une loi interne sur A.
De plus, soit z,y, z€A,
ona:

Donc | est associative.

O

Proposition 1.2.1. Si ® est une loi interne associative sur un ensemble A, alors pour tout x, y, z, t € A,

oma:zRYR(=®))=((2Qy) ®z) t.

Preuve Soit ® est une loi interne associative sur un ensemble A, alors pour tout z, y, z, t € A, on a :

r®(y®(z®t) =20 (y®=2)®1)
YR (2®1) =(2®(y®:z2) Ot
2@ (y®(2®t) =(r®yY)®2)®t

O
Notation 1.2.1. Lorsqu’une loi est associative, on omet généralement les parenthéses.

1.3 Commutativité

Définition 1.3.1. Une loi interne ® sur un ensemble A est dite commutative si et seulement si, pour tout
T, YeEA rQ@y=yQ®x.

Exemple 1.3.1. La loi interne définie sur [’ensemble vide, est commutative.

Preuve Par définition, & x @& = . De plus pour toute propriété P, Yz € &, P(z) est vrai.
Donc la loi interne définie sur I’ensemble vide est commutative.

O

Exemple 1.3.2. Une loi interne définie sur un singleton, est commutative.

Preuve Soit S un singleton. On note S = {a}. Soit ® une loi interne sur S. Puis, soit z,y € A. On
a:x=aety=a. Dou,
TQyY=a®a
TQY=yRx.



Donc ® est commutative.

O

Exemple 1.3.3. Par exemple, ’addition + et la multiplication - sont des lois internes commutatives sur N,
Z, Q, ou R.

Exemple 1.3.4. Si A est un ensemble contenant au moins deuz éléments, la composition o définie sur F(A)
n’est pas une loi commutative.

Preuve Soit A un ensemble contenant au moins deux éléments. Soit a,b € A deux éléments distincts.

Notons :
P 1)
On a:
(go f)la) = g(f(a))
(go f)la) = g(a)
(go f)la)=10
et :

Ora#b.doncgo f+# fog.
Donc o n’est pas commutative.

O

Exemple 1.3.5. La loi interne ® définie sur Q par zQy 204 2-y n’est pas commutative.

Preuve Ona: 001 =2et 100 =1. Or 2 # 1. Donc ® n’est pas commutative.
O

Proposition 1.3.1. Si ® est une loi interne associative et commutative sur un ensemble A, alors pour tout

, Y, 2, t€EA oma:xz@yY®(:2®t) =(tRY)®2) .

Preuve Soit ® est une loi interne associative et commutative sur un ensemble A, alors pour tout x, v,
z,te A, on a:

TR(Y®(2®1) =r@(Y® (t®2))
t®Y®(201) =@ ((y®1) ®2)
T®(Y®(201) =2@(t®Y) ®2)
@ Y® () =(t®y) ®2)®



1.4 Elements neutres

Définition 1.4.1. Soit A un ensemble muni d’une loi interne ®.

1. un élément c4€A est un élément neutre a droite pour la loi ® si et seulement si pour tout élément
TE€EA onar®eqg = .

2. un élément e4,€A est un élément neutre & gauche pour la loi ® si et seulement si pour tout élément
reA onaeg,@x = x.

3. un élément ce A est un élément neutre pour la loi ® si et seulement si ¢’est un élément neutre & droite
pour la loi ® et un élément neutre a gauche pour la loi ®.

Exemple 1.4.1. La loi interne définie sur l’ensemble vide n’a pas d’élément neutre.

Exemple 1.4.2. Une loi interne définie sur un singleton admet un élément neutre (le seul élément du
singleton).

Exemple 1.4.3. Par exemple, 0 est un élément neutre pour la loi + définie sur N, Z, Q, et R, alors que 1
est un élément neutre pour - définie sur N, Z, Q, et R.

Exemple 1.4.4. Si A est un ensemble, la fonction identité est un élément neutre pour la composition o
définie sur F(A).

Exemple 1.4.5. Soit ©® la loi interne, définie sur Q par xQy S0+ 2-y. 0 est un élément neutre a droite
pour la loi ®, mais il n’y a pas d’élément neutre a gauche pour la loi ©.

Preuve

1. Pourx e Q,onaxz®0=x2+2-0,puisz®0 = z.
Donc 0 est neutre & droite.

2. Par l’absurde, soit £, € Q un élément neutre & gauche.
On aurait : e, ®0 = 0 (car g4 est neutre & gauche) et ¢, ©0 = ¢, (par définition de ®). D’o1 ¢, = 0.
Mais on aurait aussi : €, ®1 = 1 (car ¢, est neutre & gauche) et ¢, ©1 = ¢ + 2 (par définition de ®).
Dot g, = —1.
Or 0 = —1 (Absurde).
Donc ® n’a pas de neutres & gauche.

O

Proposition 1.4.1. Soit A un ensemble muni d’une loi interne ®. Si @ admet a la fois un élément neutre
a droite et un élément neutre 4 gauche, alors ® admet un élément neutre.

Preuve Soit A un ensemble muni d’une loi interne ®. Soit €4 un élément neutre & droite et €, un
élément neutre & gauche. On a : ¢, ®eq = €4 (car ¢, est neutre a gauche) et e, ® 4 = €4 (car g4 est neutre
a droite). D’ou e4 = €,. Puis g4 est un élément neutre.

O

Proposition 1.4.2. Soit A un ensemble muni d’une loi interne ®. Si ® admet un élément neutre, alors ®
admet un unique élément neutre.

Preuve Soit A un ensemble muni d’une loi interne ®. Soit €1 et e5 deux éléments neutres. On a :
€1 ®eg = g9 (car €1 est neutre a gauche) et €1 ® 3 = 1 (car €2 est neutre & droite). D’ol €1 = €.

O



1.5 Inverses

Définition 1.5.1. Soit ® une loi interne sur un ensemble A qui admet un élément neutre € et soit x,y deuz
éléments de A. On dit que :

1. y est un inverse & gauche de x si et seulement si y @ = €.
2. y est un inverse 4 droite de x si et seulement si t @y = €.
3. y est un inverse de x si et seulement si y est un inverse 4 droite de x, et un inverse a gauche de x.

Un élément x € A est dit inversible si et seulement si il admet un inverse.

Exemple 1.5.1. L’entier 0 est le seul élément inversible pour la loi + définie sur N.
Exemple 1.5.2. Tous les éléments de Z (resp. Q, resp. R) sont inversibles pour la loi +.
Exemple 1.5.3. L’élément 1 est le seul élément inversible de N (resp. Z) pour la loi -.
Exemple 1.5.4. Tous les éléments sauf 0 sont inversibles pour les lois - définies sur Q et R.

Exemple 1.5.5. La fonction :

f A JN—-N
n—n+l
a des inverses & gauche, mais pas d’inverse a droite, pour la composition o définie sur F(N).
Preuve
1. Soit k € N.
N — N
On considére la fonction gy 20 — k

n>0—»n—1
On a bien g;, € F(N).
De plus, pour n € N, on a :

[9x © f1(n) = gr(f(n))

[gr © f](n) = gr(n +1)

[gro fl(n)=(n+1)—1 (car n +1 > 0)
(9 © fl(n) =n

Donc [gi o f] = Idy.
Puis g est un inverse & gauche de f.

2. Soit g un inverse & gauche de f.
On a, pour ne N :

Or g est un inverse & gauche de f, donc : [g o f] = Idy, puis [g o f](n) = n.
Donc pour tout n € N, g(n + 1) = n.

Puis pour tout m € N\{0}, g(m) =m —1 (on a pos¢ m =n —1).

Donc g = g4(0)- Ce qui prouve qu’il n’y a pas d’autre inverse a gauche.



3. Par 'absurde, on considére g un inverse a droite de f.
On aurait :

et :

D’ou ¢(0) +1 = 0, puis g(0) = —1 (ce qui est absurde car g(0) € N).
Donc g n’est pas un inverse & droite de f.

O

Exemple 1.5.6. La fonction :
N - N
F230 -0
n—n—1
a des inverses a droite, mais pas d’inverse & gauche, pour la composition o définie sur F(N).

Preuve
N->N
1. On considére la fonction g = { - .
n—n+l
On a bien g € F(N).
De plus, pour ne N, on a :

[fog](n) = f(g(n))

[fogl(n) = f(n+1)

[fogl(n)=(n+1)—1 (car n +1 > 0)
[fogl(n)=n

Donc [f o g] = Idy.
Puis g est un inverse & droite de f.

2. Soit h un inverse & droite de f.
On a, pour n € N, [f o h](n) = f(h(n)) et, comme [f o h] = Idy, [f o h](n) = n.
D’ou n = f(h(n)).
Puis, si h(n) > 0, alors n = h(n) — 1, puis h(n) =n —1et n > 0.
Par contraposé, si n = 0 alors h(n) = 0.
D’oit h(0) = 0.
De plus, pour tout n > 0, h(n) > 0 (sinon n = f(h(n)), puis n = 0), et donc h(n) =n — 1.
Donc f a au plus un inverse a droite.
3. Par 'absurde, on considére g un inverse a gauche de f.
On aurait :

[g © £1(0)
[g © £1(0)

(£(0))

g
9(0).



et :

Mais on aurait aussi :

et :

D’ott 0 = 1 ce qui est absurde. Donc g n’est pas un inverse & gauche de f.

O

Exemple 1.5.7. La fonction :

! N 7 — 7
n—n+1l
a un inverse & gauche et un inverse & droite. , pour la composition o définie sur F(Z).
Preuve
7 —7
1. On considére la fonction g 2 -
n—n-—1.
On a bien g € F(Z).
De plus, pour n € N, on a :
lg o f1(n) = g(f(n))
[go fl(n) =g(n+1)
[go fl(n) =(n+1)—1
[g0 fl(n) =n

Donc [go f] = Idy.
Puis g est un inverse a gauche de f.

2. Soit h un inverse & gauche de f.
On a, pour ne€ Z :

[ho fl(n) = h(f(n))
[ho f](n) =h(n+1)

Or h est un inverse a gauche de f, donc : [h o f] = Idg, puis [ho f](n) = n.
Donc pour tout n € Z, h(n + 1) = n.

Puis pour tout m € Z, h(m) = m — 1 (on a posé m =n — 1).

Donc il existe au plus un inverse & gauche de f.



7 — 7
3. On considére la fonction g = -

n—n—1
On a bien g € F(Z).
De plus ne N, on a :
[f e gl(n) = f(g(n))
[f o gl(n) = f(n—1)
[fogln)=(n-1)+1
[f e gl(n) =n
Donc [f o g] = Idy.
Puis g est un inverse & droite de f.
4. Soit h un inverse a droite de f.
On a, pour n€ Z :
[f o hl(n) = f(h(n))
[foh](n)="h(n)+1

Or h est un inverse a droite de f, donc : [f o h] = Idgz, puis [f o h](n) = n.
Donc pour tout n € Z, n = h(n) + 1.

Puis pour tout n € Z, h(n) =n — 1.

Donc il existe au plus un inverse & droite de f.

O

Exemple 1.5.8. La fonction :
7 — 7
F230 -0
ne—n—1

n’a des inverses ni & gauche, ni 4 droite, pour la composition o définie sur F(Z).

Preuve

1. Par ’absurde, soit g un inverse & gauche de f.

Or g est un inverse a gauche, donc [g o f] = Idy.
Puis [g o f](0) = 0.
Ainsi g(0) = 0.

De plus,



Or g est un inverse a gauche, donc [g o f] = Idy.
Puis [go f](1) = 1.
Ainsi g(0) = 1.

Ainsi 0 = 1 ce qui est absurde.
Donc f n’a pas d’inverse a gauche.

2. Par ’absurde, soit g un inverse & droite de f.

Or g est un inverse & droite, donc [f o g] = Idy.
Puis [fog](1) = 1.

(a) sig(1) =0,

on aurait :

puis 1 = 0 (absurde).

(b) sig(1) #0,
on aurait :

Puis g(1) — 1 = 1.

Donc g(1) = 0 (absurde).
Dans les deux cas, c’est absurde.
Donc f n’a pas d’inverse a droite.

O

Exemple 1.5.9. Soit A un ensemble. Les éléments inversibles pour la composition définie sur l’ensemble
F(A) sont les fonctions bijectives. Les éléments qui ont un inverse G gauche sont les injections. Si de plus
si il existe une fonction h : p(A\{F} — A telle que pour tout X € A\{@}, h(X) € X, alors les éléments
qui ont un inverse G droite sont les surjections.

Preuve (=)Soit f : A — A qui admet un inverse a gauche. Soit g : A — A un inverse a gauche de
f-Onagof=1Idy. Soit z,y € A tels que f(z) = f(y). On a g(f(x)) =z et g(f(y)) = y. D’ot & =y (car
go f = 1Ids). Puis f est injective. (<) Soit f une injection de A dans A. Soit g : A — A la fonction qui
a y € Im(f) associe 'unique z tel que f(z) =y, et & y € A\Im(f) associe y. On a alors pour tout z € A,
f(x) € Im(a), donc g(f(x)) est égal & x. Puis g o f est la fonction identité.

]

Preuve (=)Soit f : A — A qui admet un inverse a droite. Soit g : A — A un inverse a droite de g. On a
fog=1Idy. Soit z € A. On a f(g(x)) = z, donc x € Im(f). Puis f est surjective. (<) Soit f une surjection
de A dans A. Soit g : A — A la fonction qui & z € A associe h({y € A | f(y) = z}) (h est bien défini car f

10



est surjective). On a alors pour tout z € A, g(z) = h({y € A | f(y) = z}). Puis g(z) e {y € A | f(y) = «}.
D’ou, f(g(y)) = y. Puis f o g est la fonction identité.
O

Fin de la 1'® semaine.

Propriété 1.5.1. Soit A un ensemble, soit ® une loi interne sur A, qui admet un élément neutre €. Alors,
x est un inverse a droite de y pour @ si et seulement si y est un inverse a gauche de r pour .

Preuve Soit A un ensemble et ® une loi interne sur A, qui admet un élément neutre €. Soient z et y deux
éléments de A.

1. (=) Si x est un inverse a droite de y, alors z®y = ¢, puis y est un inverse a gauche de z.
2. (<) Si y est un inverse & gauche de z, alors y®x = ¢, puis x est un inverse a droite de y.

O

Propriété 1.5.2. Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, qui admet un élément neutre,
et soit x un élément de A. Si x € A a un inverse a gauche pour ®, alors pour tout y,z€ A, sizQy=x®z
alors y = z.

On dit alors que x est simplifiable a gauche.

Preuve Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, soit € un élément neutre pour ®, et
soit x un élément de A.
On suppose que z a un inverse a gauche. On note cet inverse x;l.

Soient maintenant y et z deux éléments de A tels que z ®y = z ® 2.

Ona:

y=eQ®y (puisque € est neutre)
y=(r;'®r)®y (puisque ;" est un inverse a gauche de x)
y=12,;"®(x®y) (par associativité)
yzxg’l@(x@z) (puisque z @y = =z ® 2)
y=(r,'®r)®z (par associativité)
y=eQ®z (puisque z; ! est un inverse a gauche de x)
y=z (puisque € est neutre)

Donc y = 2.

O

Propriété 1.5.3. Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, qui admet un élément neutre
¢ et soit x un élément de A. Si x € A a un inverse a droite pour ®, alors pour tout y,z € A, siy®r =2Q@x
alors y = z.

On dit alors que x est simplifiable a droite.

Preuve Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, soit € un élément neutre pour ®, et
soit x un élément de A.

On suppose que x a un inverse & gauche. On note cet inverse x;l.

Soient maintenant y et z deux éléments de A tels que y®z = z @ x.

11



y=y®ec (puisque € est neutre)
y=y®(r®ax;") (puisque ' est un inverse a droite de z)
y=(y®z)®z;" (par associativité)
y=(2®r)®z,;" (puisque y®@zr =2:Q@)
y=2@ (r®x,;"') (par associativité)
y=2Qc¢ (puisque z; ' est un inverse a droite de x)
y=2z (puisque € est neutre)

Donc y = z.

O

Proposition 1.5.1. Soit ® une loi interne associative sur un ensemble A, qui admet un élément neutre ¢.
Soit x un élément de A. Si x est inversible, alors il existe un unique élément y € A tel que Tt ®y = € et
yYR®r =¢.

Preuve Soit ® une loi interne associative sur un ensemble A, qui admet un élément neutre.
Soit x un élément de A.

Soient y et z deux inverses de z.

Par définition, y et z sont des inverses & gauche de =x.

Donc, y@r =cet z2Qz =e¢.

Ainsi y®z = 2@ x.

Or y est, par définition, un inverse a droite de z et, de plus, ® est associative.

Donc, par la propriété 1.5.3, x est simplifiable & droite.

Puis y = z.

O

Définition 1.5.2. Soit ® une loi interne associative sur un ensemble A, qui admet un élément neutre €. Si
x € A est inversible, l'unique élément y € A tel que t®y = ¢ et y®x = € est appelé inverse de x, et est noté
z~ L

Propriété 1.5.4. Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, qui admet un élément neutre.
Si x est inversible, alors l'inverse de linverse de x est x.

Preuve Soit ® une loi interne associative sur un ensemble A, qui admet un élément neutre €, et x un
élément inversible A. On note € I’élément neutre. On sait que z~! est inverse de z. En particulier, c’est
l'inverse & droite de x, puis par la propriété 1.5.1, = est l'inverse & gauche de 1. De plus, ! est aussi
l'inverse & gauche de z, puis par la propriété 1.5.1, o est I'inverse & droite de 1. Ainsi, = est I'inverse &
droite et & gauche de 27!, Donc ! est inversible, et son inverse est z.

O

Propriété 1.5.5. Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, qui admet un élément neutre.
Soient x et y € A deux élément inversibles. Alors x ® y est inversible, de plus :

(t@y)™ =y @7

Preuve Soit A un ensemble, soit @ une loi interne associative sur A, qui admet un élément neutre ¢.
Soient x et y € A deux élément inversibles.

On a:
'Rz HREEy) =y '®(@'®(x®y)) (par associativité)
'R HeEey) =y '®(z7'®2)®y) (par associativité)
'R HRE®y) =y '®E®Y) (car 271 est l'inverse de )
'Rz HeEy) =y ey (car ¢ est un élément neutre)
W l1RrHR@y)=¢ (car y~1 est Iinverse de y)

12



Et, quitte & remplacer y par 271 et x par y~1 dans le calcul précédent, et en appliquant (z71)~! = z et
(y=1)~! =y, on a également : (z®y)® (y ' @x7!) =¢.
Donc (y~! ®z~1) est bien l'inverse de z ® y.

O

Propriété 1.5.6. Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative et commutative sur A, qui admet
un élément neutre. Soient x et y € A deux élément inversibles. Alors x ® y est inversible, de plus :

(z@y) ' =2y "

Preuve Soit A un ensemble, soit ® une loi interne associative sur A, qui admet un élément neutre e.
Soient x et y € A deux élément inversibles.

D’aprés la propriété 1.5.5, x @y est un élément inversible de A, et de plus,on a: (z®y) ' = (y 1)@ (z71).
Puis, comme ® est commutative, on obtient : (r®vy) ™! = (z71) ® (y~1).

O

Propriété 1.5.7. La propriété 1.5.6 n’est pas satisfaite par toutes les lois associatives non commutatives,
munies d’un élément neutre, et pour lesquels tous les éléments ont un inverse.

Preuve Par exemple, nous considérons un ensemble A a trois éléments {a, b, ¢} distincts deux & deux. Nous
considérons Bij(A) ’ensemble des bijections de A dans A, muni de la composition o des fonctions.

1. La loi o est bien une loi interne, car la composée de deux bijection de A dans A, est bien une bijection
de A dans A.

2. De plus, la composition est bien associative.
3. Enfin, la fonction identité sur A est une bijection, et c’est 1’élément neutre de la loi o sur Bij(A).
4. Enfin chaque bijection admet un inverse, qui est aussi une bijection de A dans A.
5. Notons :
A—> A A—> A
ar—b ar—c
[ g
b—a b—b
cHc c—a
On a:

(fof)e)=f(fe) (Feg)le)=F(g(c)) (gof)c)=9(f(c)) (gog)(c)=glg(c)
(fof)c) = fle) (fog)(c) = f(a) (g0 f)(c) = g(c) (90 9)(c) = g(a)
(fof)e)=c (fog)c) =0 (go filc) =a (gog)lc) =c

Ainsi, fog#go f.
De plus, fo f = Ids, donc f~! = f.

De méme, go g = Idy, donc g~ ! = g.
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D’aprés la propriété 1.5.5, ona: (fog)™' = (g71) o (f71).
Puis, (fog)™" =gof.

Orgof# fog.

Et fog=(f")o(g).

Donc (fog) ™t = (f1)o(g ")

O

Proposition 1.5.2. Soit ® une loi interne associative sur un ensemble A, qui admet un élément neutre. Si
tous les éléments de A ont un inverse a droite, alors tous les éléments de A sont inversibles.

Preuve Soit ® une loi interne sur un ensemble A, qui admet un élément neutre.

On suppose que tous les éléments de A ont un inverse & droite pour la loi ®. Soit x un élément de A.
Soit x4 € A un inverse a droite de x pour la loi ®.

Soit x4q un inverse a droite de x4 pour la loi ®.

On a:
Tad = € @ Tgq (car € est neutre)
Tga = (t®xq) ® 44 (car x4 est un inverse & droite de x)
Taga = ¢ ® (rq ®xqq) (par associativité)
Tagg =1 R®€ (car x4q4 est un inverse a droite de x4)
Tgd =T (car € est neutre)

Donc :

Tq®T =24 &® Taq
rg®r =¢ (car x4q est un inverse a droite de x4)

Donc z4 est aussi un inverse & gauche de z. Puis c’est I'inverse de .

O

1.6 Groupes

Définition 1.6.1. Un groupe est une paire (G, x) telle que G soit un ensemble, et x soit une loi interne
associative sur G qui admet un élément neutre, et telle que tout élément de x soit inversible.

Propriété 1.6.1. Un groupe est non vide.

Preuve En effet, il posséde un élément neutre.

O

Définition 1.6.2. Un groupe (G, +) est dit abélien, si la loi + est commutative.

Notation 1.6.1. Lorsque (G,+) est un groupe abélien, l’élément neutre est souvent noté Og et linverse
d’un élément x est noté —x.

Exemple 1.6.1. Un ensemble a un élément, x, est un groupe abélien pour la loi + définie par x + x =

Preuve
1. + est associative (Exemple 1.2.2).
2. + est commutative (Exemple 1.3.2).

3. x est un élément neutre car pour tout y € {x}, on a : y = x, puis y + x = x (par définition de +), d’ou
y+x=ux.

4. x est inversible et son inverse est x, car x + x = z (et x est 1’élément neutre).
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O

Exemple 1.6.2. Aucune des paires (N, +), (N,), (Z,-), (Q,-), ou (R,-) n’est un groupe.
Exemple 1.6.3. Les paires (Z,+), (Q,+), (R, +) sont des groupes abéliens.

Exemple 1.6.4. Soit n € N* un entier strictement positif. Soit (Z/nZ,+) U’ensemble des entiers entre O et
n — 1 muni de ’addition modulo n, est un groupe. L’élément neutre est 0. De plus, pour tout entier i € N tel
que 0 < i < n, l'inverse de i est n — 1.

Exemple 1.6.5. Si A est un ensemble avec un ou deux éléments. La paire (Bij(A), o), ot Bij(A) est I’ensem-
ble des bijections de A dans A, est un groupe abélien.

Exemple 1.6.6. Si A est un ensemble avec au moins trois éléments. La paire (Bij(A),o), ot Bij(A) est
l’ensemble des bijections de A dans A est un groupe non abélien.

Preuve (On prouve a la fois les énoncés de ’exemple 1.6.5 et de ’exemple 1.6.6)
Soit, A un ensemble non vide.
1. La composée de deux bijections est une bijection. Donc o est bien une loi interne sur Bij(A).

2. La loi o est associative, car pour toute f,g,h € Big(A), [fog]oh et fo[goh] sont deux fonctions de A
dans A, et, de plus, pour tout x € A.

Ainsi [f o gloh = fo[goh].

3. La fonction identité Id4 est un élément neutre.

4. Soit f une bijection de A dans A.
La fonction g de A dans A qui & y € A associe 'unique antécédent de y par x est une bijection et
go f=1ds et fog=Ida, donc f est inversible et son inverse est g.

5. Supposons que A soit un singleton.
Alors l'ensemble Bij(A) ne contient que la fonction identité. C’est donc un groupe abélien (Exemple
1.6.1).

6. Supposons que A soit un ensemble & deux éléments distincts.
On les note a et b.
Il y a deux bijections, la fonction identité Id4 et la fonction o définie par o(a) Shet a(b) 2
Soient f et g deux bijections sur A.
(a) si f=g,ona: fog=gof.
(b) sinon, on peut supposer que f = Ida et g = o,

puis
fog=Idgsoo
fog=o0
Jog=ooldy
fog=gof

7. Supposons que A soit un ensemble avec au moins trois éléments.
Notons a,b,c trois éléments distincts de A.
Nous notons :

A— A A— A
a —b a —c
[ b g :
—a c —a
x —x sizé{a,b} x —x sizé{a,b}
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f et g sont bien des bijections de A dans A.

De plus,
[f o g](a) = f(g(a))
[f o gl(a) = f(c)
[f e g)(a) =c

Et :
lg o f](a) = g(f(a))
[g o f1(a) = g(b)
l[go fl(a) =

Or, c # .

D'ou, fog#gof.
Puis o n’est pas commutative sur Bij(A).

O

Proposition 1.6.1. Si (G,.) est un groupe d’élément neutre e et tel que pour tout x € G, x.x = ¢, alors
(G,.) est abélien.

Preuve Si (G,.) est un groupe d’élément neutre e¢ et tel que pour tout = € G, z.x = £g.

1. Soit z € G.
Onaz.x=cqet xz.z =cq. Donc z~ ! = z.

2. Soient z et y deux éléments de G.

— Par le point précédent, (z.y)~! = z.y.

— De plus, par la Proposition 1.5.5, (z.y)~! =y Lz~

Or par le point précédent, rl=zxet y_1 =q.
Ainsi, (z.y)~! = y.x.

D'ou, z.y = y.z.

2 Espaces vectoriels
Dans la suite, K est soit ’ensemble Q, soit I’ensemble R, soit I’ensemble C.

2.1 Définition
Définition 2.1.1. Un K-espace vectoriel est un triplet (E, +, o) tel que :

1. (E,+) soit un groupe abélien, dont on note I’élément neutre O ;

2. e soit une loi externe de K x E dans E ;
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3. pour tout \,p € K, u,v e FE on ait :
() A ) su=(Aou)+(uou);
(b)) Ao (u+v)=(Aeou)+ (Aev);
(c) Ao (ou)=(A-p)eu;

(d) 1eu=u.

Exemple 2.1.1. (K, +,:) est un K-espace vectoriel.

Preuve

1. (K, +) est un groupe abélien ;

2. - est une loi de K x K dans K;

3. pour tout A\, u,u,u € K, on a :
() A+ ) - = (r- ) + (o)
(b) A(u+v) =\ -u)+ (Av);
() A(pew) = (A-p) - u;
(d) 1-u=u.

O

Exemple 2.1.2. Soit n un entier et (E,+, o) un K-espace vectoriel. Le triplet (E™, +, o) ot + applique la loi
+ composante par composante et o applique la loi @ composante par composante, est un K-espace vectoriel.

Preuve

1. Montrons que (E™, +) est un groupe abélien :
Soient (u;)1<i<n, (Vi)i<i<n, €6 (w;)1<icn trois familles & valeur dans F indexées par ’ensemble des
entiers qui sont compris entre 1 et n.
(a) Montrons que + est bien une loi interne.
Pour 1 <i < m,ona:u +v; €E (car + est une loi interne sur E), ainsi (u;)1<i<n + (Vi)1<i<n
est une famille & valeur dans F indexée par ’ensemble des entiers qui sont compris entre 1 et n.
Puis + est bien une loi interne.

(b) Montrons que + est associative.
Pour 1 <i<n,ona:

(((ui)1<ign + (i) 1<i<n) + (Wi)1<i<n); = (W) 1<i<n + (Vi)1<i<n); + W5 (par définition de +)
(((Ui)1gign + (Ui)lgign) + (wi)lgign)i = (’LLZ + 'Ui) + w; (par définition de +)
(((ui)1<i<n + (Vi) 1<icn) + (Wi)i<ign); = wi + (v; +w;) (car + est associative dans E)
(((ui)1gisn + (Vi1gisn) + (Wiigisn); = wi + (Vi) 1<i<n + (Wi)1<i<n); (par définition de +)
((ui)1<isn + (Vi)1<i<n) + (Wi1<icn); = (Wi)1<icn + (V) 1<i<n + (wi)1<i<a));  (par définition de +)

Puis, ((ui)1<i<n + (Vi)i<i<n) + (Wi)i<isn = (Wi)1<isn + ((Vi)1<icn + (Wi)1<i<n) €t + est

associative.

(c) Montrons que + est commutative.
Pour1<i¢<mn,ona:

((ui)1<i<n + (Vi)1<isn); = Ui + 05 (par définition de +)
((ui)1<i<n + (vi)i<isn); = Vi +u; (car + est commutative dans FE)
((ui)1<i<n + (Vi)1<isn); = ((Vi)1<i<n + (Ui)1<i<n); (par définition de +)
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(d) Montrons que (0g)1<i<n €St un élément neutre :
— Ona:0ge€kFE,puis, (0g)i<i<n € E™.
— Pour1<i<n,ona:

i +0g (par définition de +)
i (car Op est neutre pour + dans F)

Puis, (ui)1<i<n + (08)1<i<n = (i) 1<i<n- .
Donc (0g)1<i<n €st un élément neutre pour la loi +.
(e) Montrons que (—u;)1<i<n €st Uinverse de (u;)1<i<n :
—Pour1<i<n,ona:—u;€FE (car (F,+) est un groupe et u € E), puis (—u;)1<i<n € E™.
—Pour1<i<n,ona:

((ui)1<i<n + (—ui)lsign)i =u; + (—u;) (par définition de ‘i‘)
((ui)i1<isn + (=ui)i<i<n); = (OB)1<i<n; (car —u; est Uinverse de u;)

Puis, (ui)1<i<n + (—ui)1<i<n = (08)1

Donc (—u;)1<i<n est Uinverse de (u;)1<;

g .
<n pour la loi +.

Donc (E™, +) est un groupe abélien.

2. Montrons que e est bien une loi externe.
Pour 1 <i<n,ona:leu; € E (car e est une loi de K x F dans F), ainsi A e (u;)1<i<n €St une
famille & valeur dans F indexée par ’ensemble des entiers qui sont compris entre 1 et n.
Puis e est bien une loi externe.
3. (a) Montrons que (A + 1) ® (ui)i1<i<n = (A ® (ui)1<i<n) + (100 (Ui)1<i<n)
Pour1<i<mn,ona:

(A+p) o (u; +p) e uy (par définition de )

car (E, +,e) est un espace vectoriel

) )i = (A
(A4 p) o iicisn); = (Ao wi) + (powi) ( et par définition 2.1.1.(3a) )
(A4 p) o (wii<icn); = (A o (ui)i<i<n); + (1@ (wi)1<i<n);  (par définition de o)
(A + 1) o (ui)i<ign); = (A ® (wi)1gign) + (1@ (vi)i<icn)); (par définition de +)
Donc (A + 1) & (ui)1<icn = (A ® (wi)1<i<n) + (10 @ (ui)1<i<n)
(b) Montrons que A o ((ui)1<i<n + (vi)1<i<n) = (A ® (ui)1<icn) + (A ® (V1) 1<i<n)
Pour 1<i¢<n,ona
Ao ((us)1<ign Vi)igign)); = A ¢ ((Wi)1<ign + (vi)1<isn); (par définition de o)
Ao ((ui)i<isn + (Vi)igicn)); = Ao (u; +v;) (par définition de +)

News) + (Ao wy) < car (E,+,e) est un espace vectoriel >

( et par définition 2.1.1.(3b)
i = (Ao (wi)icign); + (A o (vi)i<icn);  (par définition de )
= ((X o (us)1<izn) + (XN @ (vi)1<i<n)); (par définition de +)

Done A e ((ui)i<isn + <i<n) + (A ¢ (v)1<i<n)-
(c) Montrons que A e (1 e

Pour 1 <i<n,ona:

(Ao (o ((ui)i<i<n))); = Ao (1o ((ui)1<i<n)); (par définition de o)
(Ao (o () 12ien))); = Ao (o) (par detnicon de &) 1

. . car (E, +, ) est un espace vectorie
(Ao (e ((uiicicn)))i = (A-p) o i ( et par définition 2.1.1.1()30) )
(Ao (e ((ui)ici<n))); = (M- ) ® (ui)i<i<n); (par définition de o)

Donc A e (M L (uz)lgzgn) = ()‘ ,U,) b (u2)1<2$’ﬂ



(d)

Montrons que 1 o (u;)1<i<n = (Wi)1<i<n *
Pour 1 <i<n,ona:

(1o (ui)i<isn); = Lou; (par définition de o)
SN TR car (E,+,e) est un espace vectoriel
(12 tuhisien); = (uh1<icnl; ( et par définition 2.1.1.(3d)

Puis, 1 e (u;)1<i<n = (Wi)1<ign.

Ainsi (E™, +, ) est un K-espace vectoriel.

O

Exemple 2.1.3. Soit A un ensemble et (E,+,e) un K-espace vectoriel. Alors (F(A,E),+,e) oi F(A, E)
est lensemble des fonctions de A dans E, + applique la loi + point a point, et o applique la loi e point d
point est un K-espace vectoriel.

Preuve

1. Montrons que (E“4,+) est un groupe abélien :
Soient f, g, et h trois fonctions de A dans FE.

(a)

Montrons que + est bien une loi interne.

Pour a € A, on a: f(a)+ g(a) € E (car + est une loi interne sur E), ainsi f + g est une fonction
de A dans FE.

Puis + est bien une loi interne.

Montrons que + est associative.

Pour a € A, on a:

(f+9) + h)(a) = (f + g)(a) + h(a) (par définition de +)
((f +9)+h)a)=(f(a) + g(a)) + h(a) (par définition de +)
((f +g9) + h)(a) = f(a) + (g(a) + h(a)) (car + est associative dans E)
((f +9) + h)(a) = f(q) + (g + h)(a) (par définition de +)
(f+g9) +h)(a)=(f+ (g+h)(a) (par définition de +)

Puis, (f +g) + h = f + (g + h) et + est associative.

Montrons que + est commutative.
Pour a € A, on a:

(f +9)(a) = f(a) + g(a) (par définition de +)
(f + g)(a) = g(a) + f(a) (car + est commutative dans F)
(f+9)a)=(g+ f)(a) (par définition de +)

Puis, f + g =g + f et + est commutative.

Montrons que [a € A — O € E] est un élément neutre :
~Ona:0gekF, puis, [ae A Og € E] e EA.
— Pourae A, on a:

(f + [ae A O0peE])(a) = fla)+[ae A 0g € E](a) (par définition de +)
(f +lac A 0p e B])(a) = f(a) +0p |
(f+[ae A— 0g € E])(a) = f(a) (car O est neutre pour + dans E)

Puis, f + [a€ A~ Og € E] = f.
Donc [a € A+ 0 € E] est un élément neutre pour la loi +.
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(e) Montrons que (— f) est I'inverse de f :
—~ Pourae A,ona:ona(— f)(a) = —f(a) et —f(a) € E (car (E, +) est un groupe et f(a) € E),
puis — f € B4
— Pourae A, on a:

(f + (= NHla) = f(a) + (= f)(a)) (par définition de +)

(f + (= a) = f(a) + (= f(a)) (par définition de —)

(f + (= Na) =0g (car —f(a) est l'inverse de f(a))
(7 4 (= ))a) = [0 € A 05 € Bl(a)

Puis, f + (= f) =[a€ A+ Op € E].
Donc (— f) est Iinverse de f pour la loi +.
Donc (E#, +) est un groupe abélien.
2. Montrons que e est bien une loi externe.

Pour ae A, on a: Ae f(a) =€ E (car e est une loi de K x E dans F), ainsi A e f est une fonction de
A dans E.

Puis e est bien une loi externe.
3. (a) Montrons que (A +pu) o f=(Ne f)+ (ue f):
Pour a € A, on a :

(A+p)e flla)=N+p)e f(a) (par définition de ) ‘
(4505000 = o e 50 e e
(A +p)e flla)=(\e f)(a? + (e f)(a) (par définition de o)
(A+p)eflla)=((Aef)+ (neg))a) (par définition de +)
Donc (A +p) o f= (Ao f)+ (ue f)
(b) Montrons que A e (f +g) = (Ao f) + (Ao g)

Pour a € A, on a :

Ne (f + g)(a)=Xe (f + g)(a) (par définition de 0)

Ao (f+9))(a)=Xe(f(a)+g(a)) (par définition de +) ‘
0 - e s e ()t e
(Ao (f + g)(a)=(\e f)(a) + (Ao g)(a) (par définition de o)

Ao (f+g)(a)=(Aef)+ (Neg))(a) (par définition de +)

Donc Ae (f+g)=(\e f)+ (Neg).

(¢) Montrons que Ao (e f)=(A-pu)e f:
Pour a € A, on a:

Ao (e (f))(a)=Xre(ue(f))(a) (par définition de o)

(Vo (s (F))(a) = Ao (o f(a)  (pax définition de ) )
st e ot (Bt e
(Ao (e (f))a)=((A-p)e f)(a) (par définition de o)

Donc Ae (e f)=(A\-p)e f.
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(d) Montrons que 1o f = f:
Pour a € A, on a:

(1o f)(a)=1e f(a) (par définition de o)
. _ car (E,+,e) est un espace vectoriel
(Le f)a) = ()(@) < et par définition 2.1.1.(3d) )
Puis, 1 e f = f.
Ainsi (E4, +, ) est un K-espace vectoriel.

O

Exemple 2.1.4. L’ensemble des fonctions de R dans R muni de l’addition point & point et de la multiplication
point & point est un R-espace vectoriel.

Preuve D’aprés 'exemple 2.1.1, (R, +, ) est un R-espace vectoriel. Puis, par I'exemple 2.1.3, (R, +,7)
est un R-espace vectoriel.

O

Exemple 2.1.5. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Alors (EN,+,e) ot + applique la loi + composante
par composante, et o applique la loi @ composante par composante est un K-espace vectoriel.

Preuve

1. Montrons que (EV, +) est un groupe abélien :
Soient, (Un)neN, (Vn)nen, €t (wy)nen trois suites d’entiers naturels.

(a) Montrons que + est bien une loi interne.
Pour ne N, on a : u, + v, € E (car + est une loi interne sur E), ainsi (t,)nen + (Un)nen €st une
suite d’entiers naturels.
Puis + est bien une loi interne.

(b) Montrons que + est associative.
Pour ne N, on a :

Un JneN + (Un)neN Wn JneN)
Un )neN + (Un)neN Wn JneN)
Upn )neN + (Un)neN Wn, JneN )y,

((un)neN + (Un)neN)n + wp,
= (Up +vp) +wy

= up + (v, + wp)

par définition de +)
par définition de +)

car + est associative dans F)

par définition de +)

(
(
| (
((vn)neN + (wn)ﬁEN)n (
(

par définition de +)

Puis, ((Un)nen + (Vn)nen) + (Wn)nen = (Un)nen + ((Un)nen + (Wi )nen) et + est associative.

(¢) Montrons que + est commutative.

Pour ne N, on a:

((wn)nen + (Un)neN)n
((un)nEN + (Un)neN)n

((Un)neN + (vn)neN)n =

= Up + U,
= Up + Up

((Vn)nen + (Un)neN)n

(par définition de +)
(car + est commutative dans E)
(par définition de +)

Puis, (un)nen + (Un)neny = (Vn)nen + (Un)nen €t + est commutative.

(d) Montrons que (0g),en €st un

élément neutre :

~ Ona:0gekE,puis, (0g)ney € EN.
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— Pour ne N, on a :

((un)nen + (0E)nen), = un +0p (par définition de +)
((un)nen + (0B)nen),, = un (car O est neutre pour + dans F)

Puis, (un)neN + (OE)neN = (un)n€N~ )
Donc (0g)nen est un élément neutre pour la loi +.
(e) Montrons que (—up)nen est Uinverse de (uy )nen :
— Pour ne N, on a: —u, € E (car (E,+) est un groupe et u € E), puis (—uy)nen € EN.
— Pour ne N, on a:

((un)neN + (_un)nEN)n = Up + (_un) (par définition de +)
((tn ) nen + (—un)nen),, = (0B )nen,, (car —u,, est l'inverse de u,)

Puis, (un)neN + (_un)neN = (OE)neN- .
Donc (—up)nen est Uinverse de (uy,)nen pour la loi +.
Donc (EY, +) est un groupe abélien.
2. Montrons que e est bien une loi externe.
Pour n € N, on a: Aewu, € E (car o est une loi de K x E dans E), ainsi A\ e (u,)nen €st une suite
d’entiers naturels.
Puis e est bien une loi externe.

3. (a) Montrons que (A + ) ® (un)nen = (A @ (Un)nen) + (1t @ (Un)nen) :
Pour ne N, on a :

(N4 p) ® (Un)nen),, = (A + 1) @ uy (par définition de o) .
(A4 p) ® (un)nen),, = (Ao un) + (1o uy) ( Z’?rpi(afh—ié_é;gtfs;i 1;11 is.lzggj vectoriel )
(()\ + ,U) . (Un)neN)n ( (Un)neN) + (N . (Un)neN)n (par définition de 0)

(A + 1) o (un)nen), = (A ® (un)nen) + (1t ® (Vn)nen)),, (par définition de +)

Donc (A + 1) ® (n)nen = (A @ (tp)nen) + (1 ® (Un)nen)-

(b) Montrons que A & ((tn)nen + (Vn)nen) = (A @ (Un)nen) + (X ® (Vn)nen) :
Pour ne N, on a :

(A o ((un)nen + (Un)nen)),, = A ® ((Un)nen + (Un)nen),, (par définition de f)

(A @ ((Un)nen + (Un)nen)), = Ao (up + vy) (par définition de +) .
(s (e + (o)), = (o) + o) (o0 o semtion 11y )
(A o ((un)nen + (Vn)nen)),, = (Ao (Un)neN) + (X o (Up)nen), (par définition de o)

(A o ((un)nen + (Vn)nen)),, = (A @ (un)nen) + (A ® (Un)nen)),, (par définition de +)

Donc )\ e ((un)neN + (Un)neN) ( ( n)nEN) + ()\ . (Un)neN)-

(¢) Montrons que A e (116 (up)nex) = (A~ 1) & (tn)ners -
Pour ne N, on a :

o (1o ((un)nen)), (par définition de o)
o (euy,) (par définition de o)
car (E, +, ) est un espace vectoriel
< et par définition 2.1.1.(3c) )
(A1) ® (up)nen), (par définition de o)
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(d) Montrons que 1 ® (uy,)nen = (Un)nen :
Pour ne N, on a:

(1o (Un)nen),, = 1oun (par définition de o)
. _ car (E, +,e) est un espace vectoriel
(Le (un)nen)y = ((un)nen)n ( et par définition 2.1.1.(3d)

Puis, 1 e (tn)nen = (tn)nen.

Ainsi (EY, +, ¢) est un K-espace vectoriel.

O

Propriété 2.1.1. Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel et soit u un élément de E. On a : 0 e u = 0.

Preuve Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.
Soit u un élément de E.

Ona:
Oeu = (Oeu) +0p (car Op est neutre)
Oeu = (Oeu) + ((Oou) + (—(0ew))) (car —(0eu) est l'inverse de Oeu)
Oeu = ((Oou) + (Oeu)) + (—(0eu)) (par associativité)
Oeu = ((0 + 0)ou) + (—(0ou)) (Par la deéfinition 2.1.1.(3a))
Oeu = (Oou) + (—(0ou))
Oeu =0p (car —(0eu) est 'inverse de Oeu)
d

Propriété 2.1.2. Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel, d’élément neutre Og et soit A un élément de K. On
a:Mle OE = OE.

Preuve Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel.
Soit A un élément de K.

1. Si A =0, alors, par la propriété 2.1.1, Ae O = 0g;

2. Sinon.
Soit v un élément de E.

Ona:
Ae0g + u = (Ae0g) + (leu) (par la définition 2.1.1.(3d))

XeOg +u = (Ae0g) + ((\- i) eu) (car A #0)

A0z +u = (Ae0g) + (A o (i ew)) (par la définition 2.1.1.(3c))

Ae0p +u = Xe(0g + (iou)) (par la définition 2.1.1.(3b))
AeQp +u = AO(i ou) (car Op est neutre)
Ae0p +u=(\- i) o (par la définition 2.1.1.(3c))

AeOp +u = leu
AOp +u=1u (par la définition 2.1.1.(3d))

Donc AeQg est un élément neutre.
Puis par la proposition 1.4.2, AeOg = 0.
Dans les deux cas, on a : Qg = 0p.

O
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Propriété 2.1.3. Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel et soit u un élément de E. On a : (—1) e u = —u.

Preuve Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel.
Soit u un élément de E. On a :

u+ ((=1)eu) =(leu)+ ((—1) eu) (par la définition 2.1.1.(3d))
ut (1) eu)=(1+(-1))eu (par la définition 2.1.1.(3a))
u+((=1)eu)=0e0p

u+ ((=1)eu) =0g (par la propriété 2.1.1)

Donc (—1)eu est l'inverse de w.

O

Propriété 2.1.4. Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel, soit u un élément de E, et soit A un élément de K.
SiAeu=0g, alors u=0g ou A =0.

Preuve Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel.

Soit v un élément de F, et soit A un élément de K. On suppose que A e u = 0.
1. Si A =0, alors u = 0g ou A = 0.
2. Si A #0, alors :

u=1ley (par la définition 2.1.1.(3d))
u= (i-)\)ou (car A # 0)

u= i e (Aeu) (par la deéfinition 2.1.1.(3c))
u—iOOE (car Ao u =0p)

u=0g (par la propriété 2.1.2).

Puis u = 0g ou A = 0.

Ainsi, dans les deux cas,on a: u = 0g ou A = 0.

O

2.2 Sous-espaces

Définition 2.2.1. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. On appelle sous-espace vectoriel de E tout sous-
ensemble non vide' F C E, tel que :

1. pour tout u,v € F, (u+v)eF;
2. pour tout ue F, A\e K, (Aeu) e F.

Propriété 2.2.1. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel et soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors F
contient [’élément neutre Og de la loi + définie sur E.

Preuve Par la définition 2.2.1, F' est non vide.
Soit w un élément de F.
Par la définition 2.2.1.(2), comme —1 € K et u € F, on a : (—1) e u € F. Puis, par la définition, on a :
2.2.1.(1), u+ (—1) eu € F. Mais, par la propriété 2.1.3, on a : (—1) eu = —u. Puis, par la définition 2.2.1.(2),
ona:u+(—u) € F. Or comme F est un groupe, u + (—u) = Og, donc Og € F'.

O

1. I1 me semble avoir oublié ce point dans la définition que j’ai donné lundi, or c’est nécessaire pour montrer que tout
sous-espace vectoriel contient 1’élément neutre. ..
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Propriété 2.2.2. Soit ' un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel (E,+,). On note +p la loi
interne qui associe & une paire (u,v) d’éléments dans F, I’élément u+ v, et ||F la loi externe qui associe a un
scalaire A\ € K et a un élément u € F, I'élément X eu. Alors (F,+|p, . p) est un K-espace vectoriel d’élément
neutre Og.

Preuve

1. Montrons que (F, +|p) est un groupe abélien :
Soient u, v, et w trois éléments de F.

(a) Montrons que +|p est bien une loi interne.
On a : u +p v = u +p v par définition de +p, or, u +v € F (par définition 2.2.1.(1) et comme
ue FetveF), ainsi u +p v est une élément de F.
Puis + est bien une loi interne.

(b) Montrons que +|x est associative.

On a:

((u+Fv) +pw) = (u+Fv) +w (par définition de +r)
((u+pv) +pw) = (u+v) +w (par définition de +r)
(u+pv) +Hrpw) =u+ (v+w) (car + est associative dans E)
((u+pv) Hpw) =u+ (v+pw) (

((u+pv) Hpw) = (u+p@+Hrpw) (

par définition de +|r)
par définition de +p)

Puis, (u +pv) +rw = u +r (v +p w) et +p est associative.

(c) Montrons que +p est commutative.
Ona:
(u+pv)=ut+v (par définition de +|r)
(u+pv)=v+u (car + est commutative dans E)
(u+pv) =(v+pu) (par définition de + )

Puis, u +|p v = v +|F u et +|p est commutative.

(d) Montrons que Og est un élément neutre :
— D’aprés, la propriété 2.2.1, 0g € E. puis, O € F.
—Ona:
(u+p0g) =u+0g (par définition de +5)
(u+pO0p) =u (car Op est neutre pour +|p dans F)

Puis, u +|p O = u.
Donc Og est un élément neutre pour la loi +|p.
(e) Montrons que —u est l'inverse de u :
—Ona-u=(—1)eu, car u € E, E est un K-espace vectoriel, et par la propriété 2.1.3. Puis
comme —1 € K| et u € F, par la définition 2.2.1.(2), on obtient : —u € F.

—Ona:
(u 4 —u) = u+ (—u) (par définition de +z)
(u+)p —u) =0p (car —u est l'inverse de u)

Puis, v +p (—u) = 0p.
Donc —u est I'inverse de u pour la loi +p.
Donc (F,+|r) est un groupe abélien.

2. Montrons que e est bien une loi externe.
On a: Aepu = \eu par définition de e|p, or, A e u € F' (par définition 2.2.1.(2) et comme v € F et
A € K), ainsi \ o|p u est une élément de F.
Puis e est bien une loi externe.
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3. (a) Montrons que (A + ) ojpu = (Aojpu) +p (1epu):

On a:
(At p)opu)=A\+p)eu (par définition de )
car (E, +, ) est un espace vectoriel
(At ) oppu) = (Nou)+ (pou) < et par définition 2.1.1.(3a)
(At p)opu)=Aepu)+ (e pu) (par définition de e5)
(A+p)opu)=((Aepu)+p (nepv)) (par définition de +p)

Donc (A + p) ojp u = (A ejp u) +r (1 oF u).
(b) Montrons que X e|p (u+pv) = (Aepu) +p(Aepv):

On a:
Ao (u+pv)) = Ao (u+pv) (par définition de )
(Aojp (u+pv)) =Xe(u+v) (par définition de + 5)
car (E, +,e) est un espace vectoriel
Aopp (utipv)) = (Aou)+(Aev) ( et par définition 2.1.1.(3b)
Ao (u+pv)) = (Aejpu)+ (Xepv) (par définition de e5)
Aeop (u+pv)) = ((Aeopu) +p (Aepv)) (par définition de +p)

Donc A e (u +1pv) = (Aejpu) +1r (A eopv).
(c) Montrons que X ep (1o pu) = (\-p)epu:

On a:
(Newr (1o (1)) = Ao (u sz (w) (par définition de o|z)
Ao (nogp (u) = Ao (peu) (par définition de ) .
A R R ot )
(Ao (o () = (A ) oy w)  (par définition de o)
Donc A e (peojpu) = (A p) op u.
(d) Montrons que 1 ejpu =u:

On a:
(lejpu) =1eu (par définition de e|p)

(1o u) = () car (E, +, ) est un espace vectoriel
[P = et par définition 2.1.1.(3d)
Puis, 1 ¢|p u = u.

Ainsi (F, +|p, o|p) est un K-espace vectoriel.

O

Propriété 2.2.3. Si (E,+,e) est un K-espace vectoriel, alors {Og} et E sont deux sous-espaces vectoriels

de E.

Preuve Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.

1. Montrons que {Og} est un sous-espace vectoriel de (E, +, o).
(a) On a: 0g € {0g} donc Og est non vide.
(b) On a 0g € E, donc {0g} € E.

(c) Pour u,v € {Og},onau=0get v=0g. Puis,u+v=0g+0g. Or Og est un élément neutre

pour la loi + définie sur F, donc v + v = 0. D’ou u + v € {0g}.

(d) Pour A\e Ket u € E, on a u = 0g. Puis Aeu = \eOg. Puis par la propriété 2.1.2, A e u = Op.

D’Ofl, Aoy € {OE}
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Donc {0Og} est un sous-espace vectoriel de (E, +, ).
2. Montrons que F est un sous-espace vectoriel de (E, +, o).
(a) On a: 0 € E, donc E est non vide.
(b) Ona F = FE puis EC E.
(¢) Pour u,ve E, onau+veFE car + est une loi interne.
(d) Pourue Eet Ae K, ona Aeue E, car e est une loi externe.
Donc F est un sous-espace vectoriel de (E, +, ).

O

Propriété 2.2.4. Si (E, +,e) est un K-espace vectoriel, alors l'intersection de deux sous-espaces de (E,+, o)
est un sous-espace de (E,+,e).

Preuve Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel.
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de (F, +,e).
Montrons que F' n G est un sous-espace vectoriel de (E, +, o).
1. On a Og € F (par la propriété 2.2.1) et Og € G (par la propriété 2.2.1), donc Og € F n G, puis F' n G
est non vide.

2.0naFcFEetGS E, donc FnGCc FE.

3. Soit u,ve F n G,
Ona:ueF etveF, donc, par la définition 2.2.1.(1),ona: u+v e F.
De méme, on a : u € G et v € G, donc, par la définition 2.2.1.(1),on a : u + v € G.

4. Soit A\e Ketue FnG.Ona:ue F et AekK, donc, par la définition 2.2.1.(2), on a : Aewu € F. De
meéme, on a : u € G et A € K, donc, par la définition 2.2.1.(2),on a: Aeu € G.

Ainsi, F' n G est un sous-espace vectoriel de (E, +, ).

O

Propriété 2.2.5. Il existe un espace vectoriel (E,+,e) et deuz sous-espaces vectoriels de (E,+,e) tels que
leur union ne soit pas un sous-espace vectoriel de (E,+, ).

Preuve On se place dans (R?, +,").
Montrons que les ensembles F' et G définis par F = {(£,0) | z e Ret G = {(0,y) | y € R} sont des

sous-espaces vectoriels de (R?, 1), mais F' U G n’est pas un sous-espace vectoriel de (R2, +,).
1. (a) Ona F c R?
(b) On a (0,0) € F, donc F est non vide.
(¢) Soient u,v € F.
Soient x,y € R tels que u = (z,0) et v = (y,0).
Ona:u+v=(z+y0+0).
Puis, u + v = (z + ¥, 0).
Donc u + v e F.
(d) Soient Ae Ret ue F.
Soit = € R tel que u = (z,0).
Ona:Xu=(\-2,X-0).
Puis A - u = (A -u,0).
Donc A - u e F.
Donc F est un sous-espace vectoriel de (E, +, ).

27



2. (a) Ona G c R
(b) On a (0,0) € G, donc G est non vide.

(c) Soient u,v € G.
Soient x,y € R tels que u = (0,z) et v = (0,y).
Ona:u+v=(0+02z+y).
Puis, u +v = (0,2 + 7).
Donc u + v € G.
(d) Soient Ae R et ueG.
Soit = € R tel que u = (0, z).
Ona:Au=(\-0,X 2).
Puis A - u = (0, - u).
Donc A\ - u € G.
(e) Ona: (1,0)e Fet (0,1) e G.Donc (1,0)e FuGet (0,1)e FUG. Ona: (1,0) + (0,1) = (1,1),
et (1,1) ¢ Fet (1,1) ¢ G.
Donc (1,1) ¢ F u G. Donc F u G n’est pas un sous-espace vectoriel de E.

Donc G est un sous-espace vectoriel de (E, +,).

O

Exemple 2.2.1. K et {Og} sont les seuls sous-espaces vectoriels de (K, +,e).

Preuve
1. Montrons que {Og} est un sous-espace vectoriel de (K, +,e) :
(a) On a: Og € {0k}, donc {0k} est non vide.
(b) On a: Ok € K, donc {0k} € K.
(c) Soient u,v € {Ok}.
Ona:u=0getv=0k.
Puis, u + v = Og + Og. D’oi1, u + v = Ok.
Puis, u + v € {0k}

(d) Soient A € K et u e {Ok}.
On a: u = 0.
Puis, A e u = 0 e Og. D’o1, en utilisant la propriété 2.1.2; X e u = Og.
Puis, A e u € {Ok}.
Donc, {Ox} est un sous-espace vectoriel de (K, +,e).
2. Montrons que K est un sous-espace vectoriel de (K, +,e) :
(a) On a: Ok € K, donc K est non vide.
(b) On a: K=K, donc K € K.

(¢) Soient u,v € K.
Par la définition 2.1.1.(1), u + v € K.

(d) Soient A € K et u € {Ok}.
Par la définition 2.1.1.(2), A e u € {Ok}.

Donc, K est un sous-espace vectoriel de (K, +, ).

3. Soit F' un sous-espace vectoriel de (K, +, o).
Montrons que F = {Og} ou F = {0k} : Distinguons deux cas :

28



— siil existe x € F tel z # Op,
Alors pour Ae K,ona A=1-\.

Puis)\z(a:-l)-/\.

. s . 1
Puis, comme - est associative et commutative, A = (A- -) - x.
T

Donc, par la définition 2.2.1.(2), A € F.
Puis K € F.
Or F K.
Donc F =K.
— Par la propriété 2.2.1, Ox € F, on a : F = {0g}.
Ainsi {0k} et K sont les seuls sous-espaces vectoriels de (K, +,-).

O

Exemple 2.2.2. L’ensemble des fonctions continues de R dans R est un sous-espace vectoriel du R-espace
vectoriel (F(R), +,e).

Preuve Montrons que 'ensemble des fonctions continues est un sous-espace vectoriel de ’ensemble des
fonctions de R dans R.

1. Une fonction continue de R dans R est bien une fonction de R dans R, donc C(R,R) € F(R,R).

2. La fonction constante égale a zéro est une fonction continue de R dans R donc C(R,R) # .

3. La somme, point & point, de deux fonctions continues de R dans R est une fonction continue de R
dans R.

4. Le produit externe, point & point, d’une fonction continue de R dans R par un scalaire dans R est bien
une fonction continue de R dans R.

Donc C(R,R) est bien un sous-espace vectoriel de (F(R), +, )
O

Exemple 2.2.3. L’ensemble des suites réelles qui convergent est un sous-espace vectoriel de (RY,+,e).
Preuve Montrons que ’ensemble des suites réelles qui convergent est un sous-espace vectoriel de
R-espace vectoriel.
1. Une suite de RY qui converge est bien une suite de RY.
2. La suite constance égale & zéro converge.
3. La somme point & point de deux suites qui convergent, converge (vers la somme des deux limites).
4

. Le produit externe d’une suite qui converge par un scalaire par un scalaire, converge (vers le produit
entre le scalaire et la limite de la suite).

Donc ’ensemble des suites réelles qui convergent est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel (R(N ), +
,®).
O

Exemple 2.2.4. Si (E,+,.) est un K-espace vectoriel, alors l’ensemble des suites 4 valeur dans E qui
stationnent est un sous-espace vectoriel de (EN, 4+, ).

Preuve Montrons que ’ensemble des suites réelles qui stationnent est un sous-espace vectoriel de
R-espace vectoriel.

1. Une suite de RN qui stationne est bien une suite de RY.

29



2. La suite constance égale & zéro stationne.

3. Soit (Un )nen €t (vp )nen deux suites & valeur dans E, qui stationnent. Soit n,, et n, deux entiers naturels
tels que pour tout n > ny, u, = u,, et pour tout n > n,, v, = v,,. On a pour n > Max Ny, Ny,
Up + Up, = Uy, + vp,. Donc la suite (u, + v, )nen stationne.

4. Soit (un)nen, une suite a valeur dans F, qui stationne. Soit A € K un scalaire. Soit n, un entier naturel
tel que pour tout n > ny, Uy = Up,. On a pour n > n,, A e u,, = A eu,. Donc la suite (A ® upy)nen
stationne.

Donc ’'ensemble des suites réelles qui stationnent est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel (R(N ), +
,®)-
[l

Exemple 2.2.5. L’ensemble des couples de fonctions (x,y) de R dans R, telles que x et y soient dérivables
et vérifient :

PO —2ea(t) - 3-y()
pour tout t € R, s Zt)

est un R espace vectoriel pour l'addition point & point composante par composante, et le produit externe point
a point et composante par composante.

Preuve Montrons que I’ensemble des solutions dérivables du systéme :

dx(t)

st
Sy(t)
-~ =

2-x(t) —3-y(t)
pour tout ¢t € R,
3-a(t) —2-y(t),

est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des paires de fonctions de R dans R, muni de I’addition point
A point et composante par composante, et du produit externe point & point et composante par composante.
1. Une solution de ce systéme est bien une paire de fonction dérivable.
2. La paire de fonction constante égale a 0 est solution.
3. Soit (21,41) et (x2,y2) deux solutions. z; et x5 sont deux fonctions dérivables. Donc x; + x5 est une
fonction dérivable. De méme, y; + yo est une fonction dérivable.
De plus, on a :
§(w1+a2)(t) 5z () N Sao(t)
st st st

M 2 () = 3y (1) + 2+ wa(t) = 3+ a(t)
5(x1+xa
PR — o g (1) + w2 (1) — 3+ (11 (1) + 2(0))
w =2 (w1 +22)(t) =3 (11 + 1) (1)

et :
Sntu)(®) _ dn(®) | ove(t)

5t St ot

W = 3 'Il(t) _2 .yl(t) +3'l‘2(t) _2 -y2(t)
% =3 (z1(t) + x2(t)) — 2~ (y1(t) +ya2(t))
w =3 (z1 + 22)(t) =2+ (11 + v2)(¢)
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Donc la paire (z1 + 2,1 + y2) est une solution dérivable du systéme :

‘”;“) — 2. 2(t) = 3-y()
pour tout t € R, (tt)
MO Z 3t~ 2-y(0),

4. Soit (z,y) une solution et A € R un scalaire. z est une fonction dérivable. Donc Az est une fonction
dérivable. De méme, \‘y est une fonction dérivable.
De plus, on a :
S(Xz)(t) A x(t)

ot ot

5(/\1;)(t) =X (2-2(t) = 3-y(t))
5<A:<t> =2-(A-z(t)) —3-(A-y(1)
50‘;)(“ =2-A2)(t)=3- (N y)(D)
et :

AWM v

5t ot
@ =X-(3-z(t)—2-y(t))
w =2-(A-z(t) —2- (X -y(t))
w =2-(Ai@)(t)=2- (A y)(t)

Donc la paire (A z, A y) est une solution dérivable du systéme :

=2-x(t) = 3-y(t)
pour tout t € R,

=3$(t)72y(t),

Donc 'ensemble des solutions dérivables du systéme :

Sz (t)
ot
Syt _

=2 a(t) - 3-y(t)
pour tout t € R,

est un sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel des paires de fonctions de R dans R, muni de ’addition point
A point et composante par composante, et du produit externe point & point et composante par composante.

O

Fin de la 2¢ semaine.
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2.3 Sous-espaces engendrés

Définition 2.3.1. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel.
Soit (A, ui)1<i<n une famille finie de n couples dans K x E.
On définit les sommes partielles S; pour 0 < i < n par :

So =0g
Sp =8k 1+ our pourl<k<i

On appelle combinaison linéaire de la famille (u;)1<i<n par les coefficients de la famille (A\;)1<i<n, le vecteur
S, € FE.

Preuve Par récurrence sur k compris entre 0 et n, on montre que la somme partielle Sy est bien définie
et que S, € F.
— On a: Sy =0g. Puis Sy est bien définie et Sy € F.
— Supposons qu’il existe k un entier tel que 0 < k < n, et tel que Sy soit bien définie et S, € E. Alors
Sk € E. De plus, Ap1+1 € K et ugy1 € E. Donc par la définition 2.1.1.(2), Agy1 ® ug+1 € E. Puis, par la
définition 2.1.1.(1), Sk + Ag+1 ® uk41 est bien défini et est un élément de E.
Donc par récurrence, la somme S, est bien définie et est un élément de E.

O

Notation 2.3.1. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel.

On note :
n
Z A o ug,
i=1

la combinaison linéaire de la famille (u;)1<i<n par les coefficients de la famille (A\;)1<i<n-

Propriété 2.3.1. Soit (E, +, ¢) un K-espace vectoriel, n un entier naturel, (u;)1<i<n une famille d’éléments
de E, (M\;)1<i<n une famille d’éléments de K, et o une bijection de l’ensemble des entiers entre 1 et n dans
lui-méme.

Alors :

Zn] Ai o u; = Zn] Ao(i) ® Uo(i)-
=1 =1

Preuve

a faire en exercice

O

Notation 2.3.2. Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble fini et (\;,u;)ics € (K x E). une
famille de couple dans K x E indexée par I. On note :

A n
Z/\i°ui = Z Ao (k) ®Uo (k)
i€l k=1

ot n est le cardinal de i, et o une bijection de I dans {k|1 <k < n}.

Propriété 2.3.2. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit A € E une partie de E. Il existe un ensemble
F tel que :

- F soit un sous-espace de (E,+, ) ;

— A soit un sous-ensemble de FE ;
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— pour tout sous-espace G de (E,+,e) tel que AS G, on ait F C G.
L’ensemble F est alors appelé le sous-espace de (E, +, o) engendré par A.

Preuve On note G ’ensemble des sous-espaces vectoriels de (E, +, ) qui contiennent A. On sait que G
est non vide. En effet, par la propriété 2.2.3, FE est un sous-espace de E et comme AC E,ona: EF€G. On
définit VG2 {uc E |VF e G, ueG}.

1. Montrons que A € (.

Soit u € A.
Soit G € G, par définition, on a : A € G, donc u € G.
Puis u € () G.

2. Montrons que ()G est un sous-espace de E.?

(a) Soit u € [G. Pour tout Ge G, ona: ueG. Or E € G (par la propriété 2.2.3), donc u € E. Puis
NGCE.

(b) D’apres la propriété 2.2.1, O est un élément de tous les sous-espaces de E. Donc Og € (G, puis
G est non vide.

(c) Soient u et v deux éléments de G.
Soit G, un sous-espace de E. On a : u,v € G. Puis par la définition 2.2.1.(1), u + v € G.
Ainsi, u +ve(G.

(d) Soient w un élément de G et A un scalaire dans K.
Soit G, un sous-espace de E. On a : u € G et A € K. Puis par la définition 2.2.1.(2), Aeu € G.
Ainsi, Aeu e ()G.

Ainsi ()G est un sous-espace de E.

3. Soit G’ un autre sous-espace vectoriel de E contenant A. Montrons que (|G € G'.
Soit u € [ G. Par définition, on a : G’ € G, donc u € G'.
Puis (G S G'.

O

Notation 2.3.3. Soit (E,+,.) un K-espace vectoriel et A une partie de E. Le sous-espace de (E,+,.)
engendré par A est noté Vect(A).

Propriété 2.3.3. Soit (E, +,.) un K-espace vectoriel et A une partie de E. Alors :

Vect(A) = { i A ®u;

i=1

n e N, (u;)eA™, (\;) € K"} .

Preuve Onnote F 2 {3 Nieu; | neN,(u;)eA™, (X\;) € K™}. Montrons que F satisfait les hypothéses
de la propriété 2.3.2.

1. Soit a € A. Par la définition 2.1.1.(3d), on a a = 1 e a. Posons, a1 aA_ a et A\ A_ L. Ona:ac
Yieqy Ai @ a;. Puis a € F.
Donc AC F.

2. Montrons que F est un sous-espace de (E, +, ).

(a) Ona0p = X, _. Donc F n'est pas vide.

2. On remarquera que ce n’est pas une conséquence de la propriété 2.2.4, car I’ensemble G peut étre infini!
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O

(b) Soit u,u’ € F. Soit n,n’ deux entiers, (A\;)1<i<n €t (A])1<i<ns deux familles de scalaires dans

K et (ui)i<i<n €t (u})1<i<n deux familles de vecteurs dans A, tel que : u = > | \; e u; et
o' =37, N eul. Nous notons n” S, (M)1<i<ns la famille de scalaires dans K définie par :

)\(,_{)\Z- sit<n
V=

, .
Ai_, sinon,

et (u)1<i<n la famille d’élément de A, définie par :

” U; sit<n
ui = , .
u;_,, slnon,

’ n
On a, par associativité, 3.\ | Ajeu; + 3 Aeu, =" N eu Puisu+u € F.

(c) Soit A € K un scalaire et soit u € F' un élément.

Remarque 2.3.1. Si F' est un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel (E,+, ), alors Vect(F) = F.

Preuve Soit (F, +,e) un K-espace vectoriel.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

— Par définition, on a F' € Vect(F).
De plus, on a :

1. FC F;
2. F est un sous-espace vectoriel ;
3.et FCFE.

Or Vect(F) est un sous-ensemble de tous les sous-espaces vectoriels de E qui contiennent F'.
D’ou Vect(F) C F.

Puis Vect(F) = F.

O

Exemple 2.3.1. Si (E,+,e) est un K-espace vectoriel, alors {Og} est le sous-espace de (E,+,e) engendré
par {Og} ; de plus, E est le sous-espace vectoriel engendré par E.

Preuve D’aprés la propriété 2.2.3, {Og} et E sont des sous-espaces vectoriels de (F, +, o). Puis par la

remarque 2.3.1, on a : Vect({0g}) = {Og} et Vect(E) = E.

O

Exemple 2.3.2. Le sous-espace de (R3,+,e) engendré par {(1,0,0)} est {(),0,0) | A € R}.

Preuve

1. Montrons que : {(A,0,0) | A € R} € Vect({(1,0,0)}). Soit A € R.
On a: (A 0,0) = Xe(1,0,0).
Donc (A, 0,0) est une combinaison linéaire d’éléments de {(1,0,0)}.
Puis, par la propriété 2.3.3, (X,0,0) € Vect({(1,0,0)}).
D’ow, {(),0,0) | A € R} € Vect({(1,0,0)}).
. Montrons que : Vect({(1,0,0)}) € {(A,0,0) | A e R}.
Pour cela, il suffit de montrer que {(),0,0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de (R3 +, e) qui
contient {(1,0,0)}.
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(a) On a pour A =1, (A,0,0) =(1,0,0), donc {(1,0,0)} < {(A,0,0) | A € R}.
(b) Montrons que {(),0,0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de (R3, +, ).
i. Ona: {(1,0,0) | A e R} # &, puisque (1,0,0) € {(1,0,0) | A € R}.
ii. Ona: {(A,0,0) | \e R} € R¥.
iii. Soient u,v € {(A,0,0) | A € R}.
Soient A, u € R tels que u = (X,0,0) et v = (,0,0).
Ona:u+v=(\+p00)et\+uek.
Dot : u + v e {(A,0,0) | A e R}.
iv. Soit w € {(A,0,0) | Ae R} et AeR.
Soit p € R, tel que u = (1, 0,0).
Ona:Xeu=(\p00)et A-peR.
Dou: Aewue{(A\0,0)]|XeR}.
Donc {(A,0,0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de (R3, +,e).
Puis par la propriété 2.3.2, on a : Vect({(1,0,0)}) € {(1,0,0) | A € R}.
Puis Vect({(1,0,0)}) = {(1,0,0) | A e R}.
O

Exemple 2.3.3. Le sous-espace de (K3, +, ) engendré par {(1,1,0)} est {(\,\,0) | A e K}.

Preuve

1. Montrons que : {(A\,A,0) | A€ R} € Vect({(1,1,0)}). Soit A € R.
Ona: (\A0)=Xe(1,1,0).
Donc (A, A, 0) est une combinaison linéaire d’éléments de {(1,1,0)}.
Puis, par la propriété 2.3.3, (A, \,0) € Vect({(1,1,0)}).
Dou, {(A,A,0) | A e R} € Vect({(1,1,0)}).
2. Montrons que : Vect({(1,1,0)}) € {(A\,X,0) | A € R}.
Pour cela, il suffit de montrer que {(\,\,0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de (R>,+,e) qui
contient {(1,1,0)}.

(a) On apour A =1, (A, A,0) =(1,1,0), donc {(1,1,0)} < {(A\, A,0) | A e R}.
(b) Montrons que {(),\,0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de (R3, 4, e).
i. Ona: {(\A0)]|Ae R} # &, puisque (1,1,0) € {(A\, A,0) | A e R}.
ii. Ona: {(\\0)|)eR} cR”
ili. Soient u,v € {(A, A,0) | A e R}.
Soient A, 1 € R tels que u = (A, \,0) et v = (u, 1, 0).
Ona:u4+v=N+pA+pu0)et A+ peR.
Dot :u+wve{(AA0)]|AeR}.
iv. Soit w e {(A\,\,0) | A e R} et AeR.
Soit p € R, tel que u = (u, i, 0).
Ona:Xeu=(A-pu A p,0)et A-pekR.
Dotu:Aeue{(A\A0)]|XeR}.
Donc {(\, A, 0) | A € R} est un sous-espace vectoriel de (R3, +, e).
Puis par la propriété 2.3.2, on a : Vect({(1,1,0)}) € {(\,\,0) | A e R}.
Puis Vect({(1,1,0)}) = {(\,X,0) | A e R}.
O
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Exemple 2.3.4. Le sous-espace de (K, +, ) engendré par {(1,0,0),(0,1,0)} est {(\,p1,0) | A\, u € K}.

Preuve

1. Montrons que : {(A, 41,0) | A, p € R} € Vect({(1,0,0), (0,1,0)}). Soit A\, u € R.
Ona: (\p0)=Xe(1,0,0)+ e (0,1,0).
Donc (A, i, 0) est une combinaison linéaire d’éléments de {(1,0,0), (0,1,0)}.
Puis, par la propriété 2.3.3, (A, 11,0) € Vect({(1,0,0), (0,1,0)}).
Dou, {(A, p,0) | A, u € R} € Vect({(1,0,0),(0,1,0)}).
2. Montrons que : Vect({(1,0,0),(0,1,0)}) € {(A, 1,0) | A, € R}.
Pour cela, il suffit de montrer que {(\,,0) | A, € R} est un sous-espace vectoriel de (R?, +,e) qui
contient {(1,0,0),(0,1,0)}.

(a) On a pour A =1 et =0, ()‘aﬂao) = (17070)a donc {(1,0,0)} < {()\,,LL,O) | A pHE R}
(b) On apour A =0 et i = 1, (A, 4,0) = (0,1,0), donc {(0,1,0)} € {(A,1s,0) | A,pu € R},
(c) Montrons que {(\,,0) | A, u € R} est un sous-espace vectoriel de (R3, +, o).
i Ona: {(Am0) | AR} # @, puisque (1,0,0) € {(As.0) | A ue R},
ii. Ona: {(\ u,0) ]|\ pueR}cR¥
iii. Soient u,u’ € {(A,1,0) | A, € R}.
Soient A, € R tels que u = (A, u, 0).
Soient X, p' € R tels que v’ = (N, 0).
Ona:u+u =N+N,u+p/,0)et \+NeRet u+pu eR.
Dot : u +u' € {(\, 1, 0) | A\, u € R}.
iv. Soit w e {(\, 11,0) | A\, p € R} et v € R.
Soit A, € R, tel que u = (A, i, 0).
Ona:veu=w-\v-pu0)etv-AeRetv-peR.
Dou:veue {(\pu0)]|ApueR}
Donc {(A, i,0) | A\, # € R} est un sous-espace vectoriel de (R3, +, o).
Puis par la propriété 2.3.2, on a : Vect({(1,0,0),(0,1,0)}) € {(A, 1, 0) | A, u € R}.
Puis Vect({(1,0,0),(0,1,0)}) = {(A, 1, 0) | A, p € R}
O

Exemple 2.3.5. Pour ke N, 6% est la suite définie par :

{5521 sik=n

k _ .
0, =0 sinon

Le sous-espace de (KN, +,°) engendré par les suites {6* | k € N} est ’ensemble des suites de KN qui stationnent
en 0.

Preuve

— (S) Soit (un)nen € Vect({6* | k € N).
Par la définition 2.3.3, on peut choisir  un sous ensemble fini de N et (\;)ic; € KV une famille de
scalaires indexée par I, tel que (u,) =Y., A; * 6%
Comme [ est une partie finie de N; il existe ng € N tel que pour tout i € I, i < ny.
Puis, pour n > ng, on a : u, = >, Ai - 8t s orpour i€ I, ona:i<mng,puis i # ng. Donc u, = 0.
Ainsi, (u,,) stationne en 0.
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— (2) Soit (un)nen une suite qui stationne en 0.

Soit ng € N un indice tel que pour tout n = ng, u, = 0.
On prend I = {i | 1 <i < ng} et la famille (\)res € K! de scalaires indexée par I définie par \; 2 Uu;,
pour z € I.
On consideére la suite |
Pour n e N,
— sin < no,

ona: (Y, it 0, =Y X0k puis, (D Ai F 0 = A puis, (Xier A 60 = unp.
— 8i n > ng,

ona:u,=0etpouri€el,d,=0,donc (X, ;A ‘6, =0;puis (X,c; N * 6)n = up.
Ainsi, (Un)nen = X,c7 Ai - 6"
Puis, (u,) € Vect({0* | k € N}).

PYRNN

el

2.4 Familles libres

Définition 2.4.1. Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Une famille (u;)e; d’éléments
de E est dite libre si et seulement si pour tout ensemble fini J C I et toute famille de scalaire (\;) ey, on a :

DiAjeu; =0p < Vje ) =0.

jeJ
Définition 2.4.2. Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel et f une famille d’éléments de E. On dit que f est
liée si et seulement si elle n’est pas libre.

Remarque 2.4.1. Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble fini. Une famille (u;)e; € BT
d’éléments de E est libre si et seulement si pour tout toute famille de scalaires (\;)icr, on a :

Z)\iouIZOE@Viel,/\jZO.

i€l

Preuve Soit (E, +, ¢) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble fini. Une famille (u;);c; € B d’éléments
de E.
— (=>) Si (ui)ig est libre.
I est un sous-ensemble fini de 1.
Puis par la définition 2.4.1, pour tout toute famille de scalaires (\;)ier,ona: >, Ajeu; =0p & Vie

I,)\ =0.
— (<) On suppose que pour tout toute famille de scalaires (A;)jer, ona: >, Aieu; =0g @ Vie I, \; =
0.

Soit J un sous ensemble fini de 1.
Soit (A\;)jes € K’ une famille de scalaire.
On pose pour i € I\J, A\; = 0.
Ona:
Vied A\ =0eYiel \=0,

puisque pour tout i € I\J, A; = 0. Et, par hypothése,
Viel, \ =O®Z)\ioui =0g.
i€l

Donc :
Vied Aj=0e > Xou =0g

i€l
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Z)\i.uiZZ)\jO’le

il jeJ
Donc :
VielJ Aj=0e > A eu; =0g.
jedJ
Puis, par la définition 2.4.1, (u;);c; est une famille libre.

O

Propriété 2.4.1. Si (E, +,e) est un K-espace vectoriel, alors les familles libres ne contiennent pas l’élément
Og.

Preuve Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et (u;)ic; € E' une famille d’éléments
de E indexée par I. On suppose qu’il existe un indice iy € I tel que u;, = Og. Alors 1ew;, est une combinaison
linéaire d’éléments de (u;)ier avec un coefficient non nul (1). Or 1 ew;, = 1 e 0g, puis, par la propriété 2.1.2,
1 e u;, = 0g. Donc la famille (u;)er est lice dans E.

O

Exemple 2.4.1. Si (E,+,9) est un K-espace vectoriel, alors toute famille formée d’un élément de E\{Og}
est libre.

Preuve Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un singleton {io} et (u;)ier € E! une famille d’un
¢lément de E indexée par I. On suppose que u;, # Op. Soit J S I, et (\;);es € E7 une famille de scalaires
indexée par J telle que ZjEJ Ajeu; =0g.

1. Si J = ¢, alors pour tout j € J, A\; = 0.

2. Sinon, J = {ip}, puis, A;, ® u;, = 0. Donc, d’aprés la propriété 2.1.4, A\;; = 0 ou u;, = Og, puis,

comme u;, # 0g, A, = 0.
Donc dans tous les cas, pour tout j € J, A\; = 0.
Puis, la famille (u;);er est libre.

O

Exemple 2.4.2. La famille ((1,1,0),(—1,1,0)) est libre dans (R, +,").

Preuve Soient A€ Ret € R tels que A - (1,1,0) 4+ u - (—=1,1,0) = (0,0,0).
On a sur la premiére coordonnée : A — = 0;
et sur la seconde coordonnée : A + p = 0.
Ainsi :

Puis par substitution :

Puis :

A=0
w=0.

Ainsi la famille ((1,1,0), (—1,1,0)) est libre dans (R?, +,").
O

38



Exemple 2.4.3. La famille ((1,1,0),(—1,1,0),(2,3,0)) est liée dans (R3, +,").
Preuve Ona:
(=5 (11,0) + (~1)  (~1,1,0) 25 (2,3,0) = ((=5) + (~1) - (~1) +2-2,(=5) + (~1) +23,0)

—1):
(=5) * (1,1,0) + (=1) - (—=1,1,0) + 2 (2,3,0) = (=5 + 1+ 4,—5—1 +6,0)
(=5) " (1,1,0) + (=1) * (—=1,1,0) + 2 (2,3,0) = (0,0,0)

(_

Donc la famille ((1,1,0),
O

1,1,0),(2,3,0)) est lice.

Exemple 2.4.4. Soit n € N un entier naturel. Soit (K", +,). Uespace vectoriel des n-uplets de scalaires,
muni de l'addition et la multiplication coordonnée par coordonnée. La famille (0%)1<p<n de vecteurs telle que
O a toutes ses coordonnées égales a 0, sauf la k-iéme coordonnée qui vaut 1 est libre.

Preuve Soit (A\x)1<k<n € K" une famille de scalaires telle que ' _; Ay 6% = (0)1<p<n- Soit j € N tel
que 1 < j < n, on a sur la j-iéme coordonnée, 37| A - 65 = 0. Or 6F = 0 pour tout k tel que j # k. Puis
A -1 =0et A\ = 0. Donc la famille (6%);<x<, est libre.

O

Propriété 2.4.2. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ier € ET une famille libre
d’éléments de E indexée par I. Soit J un sous ensemble de I. Alors, la famille (u;);cs est libre.

Preuve Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et (u;);c; € E' une famille libre
d’éléments de E indexée par I. Soit J un sous ensemble de I.
Montrons que (u;);es est une famille libre.
Soit K un sous ensemble fini de J et (Ax)rer € KX une famille de scalaires indexée par K. Comme J C I,
K est un sous ensemble fini de I. Donc, par la définition 2.4.1, >, A\x e up = 0 < Vk € K, A\, = 0. Puis,
par la définition 2.4.1, la famille (u;);ecs est libre.

O

Propriété 2.4.3. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € ET une famille
d’éléments de E indexée par I. Soit o une bijection de I dans I. Soit (v;)ic; € E! la famille d’éléments de
E définie par :

A
{Ui = ug(i).
Alors, la famille (u;);cr est libre si et seulement si la famille (v;);er est libre.

Preuve Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ie; € E' une famille d’éléments
de E indexée par I. Soit o une bijection de I dans I. Soit (v;)se € E' la famille d’éléments de E définie par :

{vi = Ug(i)-

— (=) On suppose que la famille (u;);es est libre.
Montrons que la famille (v;);er est libre.
Soit J un sous-ensemble fini de I et ()\;);es € K/ une famille de scalaires indexée par J tel que : Y,
v; = Og. Il faut montrer que pour tout j € J, A; = 0.
Pour j € J, on a : v; = ug;.
Donc } . ; Aj ® o Puis, comme o est une bijection, on peut faire le changement de variable j' = o(j).
D00 X e (o) | jest Ao-1(57) ® Ujr- Or ensemble {o(j) | j € J} est fini et la famille (u;);er est libre, donc
par la définition 2.4.1, on a : pour j' € {o(j) | j € J}, A\g—1(js) = 0. Puis en posant j € J, \y-1(5(;)) = 0,

jeJ )‘j°

39



et )‘j =0.
Ainsi, par la définition 2.4.1, la famille (v;);es est libre.

— («=) On suppose que la famille (v;);es est libre.
Alors la famille (u;);e; en appliquant le point précédent en remplagant (u;);er par (v;)ier et récipro-

quement, puis en remplacant o par oL

O

Propriété 2.4.4. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € E' une famille
d’éléments de E indexée par I. Soit A € K tel que X # 0 et ig € I un élément de I. Soit (v;)ie € B! la famille
d’éléments de E définie par :
A
{Uio =Ne Uy

vi & pour i € I\{ip}.
Alors, la famille (u;)ier est libre si et seulement si la famille (v;);cr est libre.

Preuve Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € ET une famille d’éléments
de E indexée par I. Soit A € K tel que A # 0 et ig € I un élément de I. Soit (v;)ic € E' la famille d’éléments

de E définie par :
A
Uiy = Ae Ui
s

v; = Uy pour i € I\{io}.

— (=) On suppose que la famille (u;);es est libre.
Montrons que la famille (v;);er est libre.
Soit J un sous-ensemble fini de I et ()\;) ;e € K/ une famille de scalaires indexée par J tel que : Y
v; = Og. Il faut montrer que pour tout j € J, A; = 0.

jeJ )‘j°
On pose, pour j € J, N 2 X, si j #do, et X; 2 X+ Ajsi j = io.

On adonc : 3, ; \; eu; =0.

Or la famille (u;);er est libre, donc par la définition 2.4.1, on sait que, pour tout j € J, A} = 0.

Puis pour j € J,

— sl j # io,
N = Aj, puis A; = 0;
— sl j = to,

A =A-Ajet A#0,donc \; =0;
donc dans les deux cas, A\; = 0.
Puis par la définition 2.4.1, la famille (v;);er est libre.
— («=) On suppose que la famille (v;);er est libre. On montre que la famille (u;);er est libre en appliquant
le point précédent en remplacant la famille (u;);e; par la famille (v;);er et réciproquement, et en
remplacant A par son inverse (puisque A # 0).

O

Propriété 2.4.5. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € E! une famille
d’éléments de E indexée par I. Soient ig € I et jo € I deux éléments de I. Soit (v;)ic € E' la famille
d’éléments de E définie par :

A
Vig = Uiy + Uj,
v; = u; pour i € I\{io}

Alors, la famille (u;);er est libre si et seulement si la famille (v;);er est libre.
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Preuve Soit I un ensemble. Si (u;)icr € ET une famille d’éléments de E indexée par I. Soient ig € I et
jo € I deux éléments de I. Soit (v;)se € E! la famille d’éléments de E définie par :

A ; .
v; =u; +0; - uj, pouri€l.

1. si ig = jo, (u;)ser est libre si et seulement si (v;);er est libre d’aprés la propriété 2.4.4 (avec A = 2).
2. on suppose que i # Jo :
(a) (=) On suppose que la famille (u;);cs est une famille libre.
Soit J < I un sous-ensemble fini de I.
Soit (A;)ies € K’ une famille de scalaires indexée par J, telle que Y,_; \; o v; = Op.
On a donc Y, ; Ai e (u; + 067 - uj,) = Op.
Puis, A;, S Uj, + ZieJ Aiou; =0g.
Puis, >}, (i + 85 - Aiy) - ui = 0.
Comme (u;)er est libre dans (E, +, ), pour tout i € J, \; + 5;-0 “ A, = 0.
Donc pour i € J\{jo}, \; = 0.
De plus, on a : Aj, + A;y = 0.
Comme jy # i, on a A, =0, donc A;, = 0. Puis, (v;);er est une famille libre de (E, +, o).
(b) (<) On suppose que la famille (v;);e; est une famille libre.
Soit J € I un sous-ensemble fini de I.
Soit (A;)ies € K’ une famille de scalaires indexée par J, telle que >, ; \; e u; = Op.
On a donc Y, Ai o (v; — 07, - ujy) = 0p.
Or vj, = uy, car ig # jo-
Donc ZieJ )\z o (Ui — 6;0 . Ujo) = OE Puis, ZieJ()‘i — 5;—0 . /\‘0) TV = OE
Comme (v;)ier est libre dans (E, +, ), pour tout i € J, \; — &5 - Ay, = 0.
Donc pour i € J\{jo}, Ai = 0.
De plus, On a : \j, — Aj, = 0, donc Aj, = 0. Puis (u;)icr est une famille libre de (£, +, o).
O

Propriété 2.4.6. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € E' une famille
d’éléments de E indexée par I. Soit \ € K. Soient ig € I et jo € I deux éléments de I tels que ig # jo- Soit
(vi)ier € ET la famille d’éléments de E définie par :

A

Vi, 2 Uiy + A @ ujy
v = U pour i € I\{io}

Alors, la famille (u;)ier est libre si et seulement si la famille (v;);cr est libre.

Preuve On définit la famille (w;)ic; € B! la famille d’éléments de E défine par :

A
{wjo =Ae Usjo

w; éui pour i € I\{jo}

Puis, la famille (w!);er € ET la famille d’éléments de E définie par :

A
A L .
w;, = Wiy + wj,
A . .
wh = w; pour i € I\{io}

Et, la famille (w!);e; € E' la famille d’¢léments de E définie par :

7= w) pour ¢ € I\{jo}
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puis la famille (u;);cr est libre dans (F, +,e),

si et seulement si, par la propriété 2.4.4, la famille (w;);es est libre dans (F, +, o)
si et seulement si, par la propriété 2.4.5, la famille (w});er est libre dans (E, +,e),
si et seulement si, par la propriété 2.4.4, la famille (w”;);es est libre dans (E, +, o).

)

Or, pouriel on a :

1.
N o__ ! . .
wi = w; (car ig # jo)
Y/
Wi, = Wiy + wj,
" - .
wi = uz, + Xewj, (carig # jo)
"
wio = ’UZ'O
2.
1
no_ S
Wi, = N Wiy
) (car jo # o)
Jo A Jo Jo 0
w! = 1-()”% )
Jo A Jo
"no__ .
jo = Wio
/A . .
o = Vjo (car jo # ig)

3. et pour i € I\{ig, jo} :

w! =w} (car i # jo)
w;l = W; (car 1 F io)
wi =wu; (car i # jo)
w! =wv; (car i # ig)

Ainsi (u;);er est libre dans (E, +, o) si et seulement si (v;)ier est libre dans (E, +, o).

O

Propriété 2.4.7. Soient m et n deuz entiers positifs dans N. Soit (u;)1<i<m € (K™)" une famille de m
vecteurs du K-espace vectoriel (K™, +,). Si pour tout i entre 1 et m, il existe une coordonnée j; telle que
pour tout indice i’ entre 1 et m, la j;-iéme coordonnée de u; soit égale 4 0 si et seulement si i’ # i, alors la
famille (u;)1<i<m est libre.

Preuve Soient (\;)1<i<m € K™ une famille de m scalaires tels que Z?;l Aiou; = (0)1<5
Soit 7 entre 1 et m.

Soit j; entre 1 et n tel que pour tout ¢’ entre 1 et m on ait : la j;-iéme cordonnée de wu; soit égale & zéro
si et seulement si ¢ # .

On a: Z:Zl )\i . U; = (O)lgjgn-

Donc, selon la j;-iéme coordonnée, on obtient : \; e u; = 0.

Puis, comme u; # 0, A\; = 0.
Donc la famille (u;)1<i<n est libre.

O

Algorithme 2.4.1. Soient m et n deux entiers positifs dans N. Soit (u;)1<i<n € (K™)™ une famille de m
vecteurs de K.

On note w; ; la j-iéme coordonnée du i-iéme vecteur de la famille (u;)i1<i<m. L’algorithme suivant permet
de décider si (u;)1<i<m est libre, ou liée.

Prendre p < 0.
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si p=m alors la famille est libre.

sip<m et s'il pour tout g entre 1 et n, upt1,4 =0, alors la famille est liée.
sinon, prendre q le plus petit entier tel que upy1 4 # 0.

Multiplier le vecteur upy1 par linverse de upiq q.

Soustraire a chaque vecteur uy pour p’ # p le vecteur u,+1 multiplié par wy 4.

Prendre p — p+ 1.

NS G o~

Retourner a l’étape 1.

Preuve A I’étape 1, on peut montrer par récurrence que pour tout les vecteurs ug pour 1 < k < p,
il existe une coordonnée jj tel que uy ;, = 0 pour k' entre 1 et m et k' # k. De plus, les transformations
effectuées sur la famille de vecteur ne modifient pas le fait d’étre lié ou libre (d’aprés la propriété 2.4.4 pour
Pétape 4, la propriété 2.4.6 pour 'étape 5). Ainsi, si a I’étape 1, p = m, alors la famille satisfait la propriété
2.4.7, elle est donc libre. Par contre, si un vecteur est nul, d’aprés la propriété 2.4.1 la famille est liée. Dans
les autres cas, on peut continuer & itérer ’algorithme.

O

Exemple 2.4.5. On utilise l’algorithme 2.4.1 pour savoir si la famille ((1,1,0),(—1,1,0)) est libre, ou non.

) (1,1,0) .
La famille ( (=1,1,0) est libre,

) )

si et seulement si la famille ( (

—
—_

> est libre (en utilisant la transformation Lo < Lo + L1),

i

OO OO OO

1
0,2
1,1,
0,1
1,0
0,1

> est libre (en utilisant la transformation Ly «— Ly/2),

st et seulement si la famille ( E
(

si et seulement si la famille ( ( i

)
)
)
)
; ) est libre (en utilisant la transformation Ly «— L1 — L2).

Or cette derniére famille est libre, par la propriété 2.4.7, donc la famille ((1,1,0),(—1,1,0)) est libre.

Exemple 2.4.6. On utilise l’algorithme 2.4.1 pour savoir si la famille ((1,0,1),(—1,0,1)) est libre, ou non.

) (1,0,1) .
La famille ( (=1,0,1) est libre,

si et seulement si la famille ( > est libre (en utilisant la transformation Ly <« Lo + Lq),

0,1)
(0,0,2)
) ) ) (1,0,1) ) . )
si et seulement si la famille ( (0,0, 1) ) est libre (en utilisant la transformation Lo «— Lo/2),
(1,0,0)
0,1)

si et seulement si la famille < ( ) est libre (en utilisant la transformation Ly «— L1 — L2).

Or cette derniere famille est libre, par la propriété 2.4.7, donc la famille ((1,0,1),(—1,0,1)) est libre.

Exemple 2.4.7. On utilise l’algorithme 2.4.1 pour savoir si la famille (1,1,0), (—1,—1,0)) est libre, ou non.

) (1,1,0) )
La famille < (=1.-1,0) est libre,
(1,1,0)

(0,0,0)
Or cette derniére famille est liée, par la propriété 2.4.1, donc la famille (1,1,0),(—1,—1,0)) est liée.

si et seulement si la famille ( ) est libre (en utilisant la transformation Ly <« Lo + Lq).

Fin de la 3¢ semaine.
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2.5 Familles génératrices

Définition 2.5.1. Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Une famille (u;)e; d’éléments
de E est dite génératrice de (E,+,e) si et seulement si pour tout élément u € E, il existe un sous-ensemble
fini J € I et une famille de scalaire (\;)jecr, tels que :

Z)\jOUjZU.

jeJ

Propriété 2.5.1. Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel, soit I un ensemble, et soit (u;)ic; € ET une famille
d’éléments de E indexée par 1. La famille (u;);er est une famille génératrice de (E,+,e) si et seulement si
Vect({u; |ieI}) = E.

Preuve Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et soit (u;)ie; € E! une famille
d’éléments de E indexée par I.
1. (=) On suppose que (u;);er est une famille génératrice de (E, +, o).
On sait, d’aprés la définition 2.3.2 que : Vect({u; | i€ I}) € E.
Montrons que : E € Vect({u; | i € I}).
Soit u € F.
(u;)ier est une famille génératrice de E.
Donc, il existe J < I un sous ensemble fini de I et une famille (\;);c; de scalaires indexée par J,
tel que :u =23 ;\;®u;.
Puis par la propriété 2.3.3, u € Vect({u; | i € I}).
D’ou E € Vect({u, | i € I}).
Puis E = Vect({u; | i € I}).

2. («) On suppose que Vect({u; | i€ I}) = E.
Montrons que : (u;);e; est une famille génératrice de E.
Soit u € F.
On a:ue Vect({u; | i€ I}).
Puis, par la propriété 2.3.3, il existe J € I un sous ensemble fini de I et une famille (\;);es de
scalaires indexée par J, tel que : u = ZjEJ Aj e uy.
Donc (u;)ier est une famille génératrice de E.

O

Exemple 2.5.1. Pour tout élément non nul, A € K\{0}, la famille (\) est une famille génératrice de K-espace
vectoriel (K, +,-).

Preuve Soit A € K tel que A # 0.

Soit 4 € K. On a, comme)\#O,uzg-)\.
Donc (A) est une famille génératrice de (K, +,-).

O

Exemple 2.5.2. Si (E, +,e) est un K-espace vectoriel, alors la famille (u)yep de tous les vecteurs de E est
une famille génératrice.

Preuve Soit (F,+, ) un K-espace vectoriel.
Pour uw € E, on a, par la définition 2.1.1.(3d), u = 1 e w.
Donc (u)uecg est une famille génératrice de E.

O
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Exemple 2.5.3. La famille ((1,1,0),(—1,1,0),(1,1,1)) est une famille génératrice de (R, +,).
Preuve Soit (z,vy,2) € R3.

Ona: =22 (1,1,0) + S5 1 (=1,1,0) 27 (1,1,1) = (“;2 — TR, TR Ty ZZ)

T+y+2-z

Puis, :(1,1,0)4}% (=1,1,0) + 2 (1,1,1) = (2,9, 2).

Donc, la famille ((1,1,0),(—1,1,0),(1,1,1)) est une famille génératrice de (R?, +,).
O

Exemple 2.5.4. La famille ((1,1,0),(—1,1,0),(2,3,0)) n’est pas une famille génératrice de (R?,+, o).

Preuve Montrons que (0,0,1) ¢ Vect({(l,l,O) (-1,1 0) (2, 3,0)}).
Par I’absurde, soit A, i, € R tel que A - (1,1,0) + p - (=1, ) v+(2,3,0) =(0,0,1).
Pour la troisiéme coordonnée, on aurait :A-0+4+ -0+ v 0
Puis 1 = 0, ce qui est absurde.
Donc la famille ((1,1,0), (=1, 1,0),(2,3,0)) n’est pas une famille génératrice de (R?, +,).
O

Exemple 2.5.5. La famille des suites (6%)ren nest pas une famille génératrice de Iespace des suites d valeur
dans R.

Preuve Montrons que la suite (n)nen ¢ Vect((6¥)gen). Par I'absurde, soit I un sous ensemble fini de N
et (\;)icr € K une famille finie de scalaire indexée par I, tel que : (n)pen = Dier Ni - 8t
I serait une partie finie de N.
Donc il existerait un entier ng > 0 tel que pour tout i € I, i < ng.
Au rang ng, on aurait ng = >, A; - 0, ‘
Or pour i € I, i < ng donc i # ng, puis d,,, = 0.
D’ot, ng = 0 (ce qui est absurde).
Donc la famille (6%)en n’est pas une famille génératrice des suites & valeur dans R.

O

Propriété 2.5.2. Soit n € N un entier naturel. Soit I un ensemble et (u;)ier une famille d’éléments de K"
telle qu’il existe un indice ig € I tel que pour tout indice i € I, la coordonnée ig de u; soit égale a 0. Alors la
famille (u;);er n’est pas génératrice.

Preuve Soit n € N un entier naturel. Soit I un ensemble et (u;);e; une famille d’éléments de K™ telle
qu’il existe un indice iy € I tel que pour tout indice i € I, la coordonnée ¢y de u; soit égale a 0.
Soit §% € K", le vecteur dont toutes les coordonnées sont égales a 0, sauf la i-iéme coordonnée qui vaut 1.
Soit J € I un sous-ensemble fini de I et (\;)jes € K’ une famille de scalaires indexée par J. On suppose
par Pabsurde que § =} jes Aj ® uj. Sur la i-iéme coordonnée, on aurait : 1 =0, ce qui est absurde.
Donc la famille (u;);e; n’est pas une famille génératrice.

O

Propriété 2.5.3. Soit m,n € N deux entiers naturels. Soit (u;)1<i<m une famille de m éléments de K™. On
suppose qu’il existe un indice ig tel que 1 < ig < min(m —1,n), et tel que pour tout i entre 1 et i, la j-iéme
coordonnée du vecteur u; vaut 1 si i = j et 0 sinon, et tel que pour tout i > ig la ig + 1-iéme coordonnée du
vecteur u; vaut 0. Alors la famille (u;)1<i<m nest pas génératrice.

Preuve Soit m,n € N deux entiers naturels. Soit (u;)1<;<m une famille de m éléments de K™. Soit i¢ un
indice tel que 1 < 79 < min(m — 1,n), et tel que pour tout 4 entre 1 et i, la j-iéme coordonnée du vecteur
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u; vaut 1 si i = j et 0 sinon, et tel que pour tout i > ig la ig + 1-iéme coordonnée du vecteur u; vaut 0. On
note u; ; la valeur de la j-iéme coordonnée du vecteur u; Posons (v;)1<j<n € K™ le vecteur défini par :

v; =1 si g # 19
v; =1+ 220:1 Uk,i, S1J =1p

On suppose par I'absurde qu’il existe (A\;)1<i<m € K™ une famille de m scalaires tels que Y}, ;.. Ai - u; =

(vj)1<j<n. Pour j < g, on aurait, sur la j-iéme coordonnée, v = )\j,lpuis A; = 1. Mais, sur la ip-iéme
, . i0 . i0 20 .

coordonnée, on aurait v;, = >0 4 Ag - Uk,io, PUIS 14 D7 Uk ig = D q Ak - Uk, 6 1 = 0 (ce qui est

absurde).

Donc la famille (u;)1<i<m n’est pas génératrice.

O

Exemple 2.5.6. D’aprés la propriété 2.5.3, la famille :

(1,0,0
(0,1,0
(0,0,1
(0,0,0

)

)

3)
2)
2)
,0)

n’est pas une famille génératrice de (R*,+,").

Exemple 2.5.7. Soit n € N un entier naturel. Soit (K", +,). l'espace vectoriel des n-uplets de scalaires,
muni de laddition et la multiplication coordonnée par coordonnée. La famille (0%)1<p<n de vecteurs telle que
0 a toutes ses coordonnées égales a 0, sauf la k-iéme coordonnée qui vaut 1 est génératrice.

Preuve Soit (z;)1<i<n € K™.
Posons y = >, <<, Tk - 0%
Soit j un entier tel que 1 < j < n,

la j-iéme coordonnée de (z;)1<i<n Vaut ;.

la j-iéme coordonnée de y vaut >, ., Tk - 6;?, puis la j-iéme coordonnée de y vaut x;.
Ainsi (2i)ier = X1<pen Tk 6%, Donc (6F)1<p<n est une famille génératrice de K”.

O

Propriété 2.5.4. Soit (E,+,s) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)icr € E! une famille
d’éléments de E indexée par I. Soit J un sous ensemble de I. Alors, si la famille (u;);c; est génératrice de
E, alors la famille (u;)ier est génératrice de E.

Preuve Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € E une famille d’éléments
de E indexée par I. Soit J un sous ensemble de I. Alors, si la famille (u;);cs est génératrice de E.

Soit x € E, Soit K € J un ensemble fini d’indices, et (Ax)rex € EX, une famille de scalaires indexée par
K telle que : x = >, o Ap eui. On a: J C I, donc K est un sous ensemble fini de I et x = >}, i ® up.
Ainsi (u;)ier est une famille génératrice de (E, +, o).

O

Propriété 2.5.5. Soit (E,+,s) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)icr € E! une famille
d’éléments de E indexée par 1. Soit o une bijection de I dans I. Soit (v;)ic € ET la famille d’éléments de E
définie par :

{Ui é ug(i)

Alors, la famille (u;);cr est génératrice si et seulement si la famille (v;)ier est génératrice.
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Preuve Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € E une famille d’éléments
de E indexée par I. Soit o une bijection de I dans I. Soit (v;)ic; € E! la famille d’éléments de E définie
par :

{Ui é ug(i).
1. (=) On suppose que la famille (u;);c; est une famille génératrice.
Soit x € E.
Soit J S I et ()\;)jes € K7 une famille de scalaires indexée par J telle que x = Djes i o Uy
On a donc : x = ZjeJ )\o-(o-—l(j) L] Uo-(o-—l(j)).
Puis : x = Z ieJ )‘o(a—l(j)) ° ’Ug—l(]‘).
Enfin : x = ij'e{kel | o (k)ed) Ao (k) ® Vk-
Or {k e I|o(k) e J} est un sous-ensemble fini de I, puis (v;);er est une famille génératrice de (E, +, o).

2. (<) On suppose que la famille (v;);cs est une famille génératrice. Alors la famille (u;);cr est également,

en appliquant le point précédent en remplacant (u;)ier par (v;)ier, et réciproquement et o par o~ 1.

O

Propriété 2.5.6. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € E' une famille
d’éléments de E indexée par I. Soit A € K tel que X # 0 et ig € I un élément de I. Soit (v;)ie € BT la famille
d’éléments de E définie par :
A
{’Uio =)e Uy

vi 2 pour i € I\{ip}
Alors, la famille (u;)icr est génératrice si et seulement si la famille (v;)ie; est génératrice.

Preuve Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € E une famille d’éléments
de E indexée par I. Soit A € K tel que A # 0 et ig € I un élément de I. Soit (v;);e € E! la famille d’éléments

de E définie par :
A
Viy = Ae Uiy
{vi 2y pour i € I\{ig}

1. (=) On suppose que la famille (u;);e; est une famille génératrice de (E, +, o).

Soit x € F,

Comme (u;)ser est une famille génératrice, il existe un sous-ensemble J C I fini de I et une famille de

scalaires (117);es € K/ indexée par J de sorte que : x = Djes i U

1
r,pouri€ I, on a: u; T o

K
I€S 14 (A—1)x 50
Puis (v;) est une famille génératrice.

Dotz =Y

V;.

2. («) On suppose que la famille (v;);er est une famille génératrice de (E, +, o).

On a pour i € I, comme A # 0 :
1

u; = —ev; Sii=1ig
1 )\ K3
U = U; sinon ;

Or i # 0, par le point précédent, la famille (u;) est une famille génératrice de (E, +, o).
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Propriété 2.5.7. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € E! une famille
d’éléments de E indexée par I. Soient ig € I et jo € I deux éléments de I. Soit (v;)ie € E' la famille
d’éléments de E définie par :

A

A
Vip = Ui, + U,
v; = Uy pour i € I\{ip}

Alors, la famille (u;);er est génératrice si et seulement si la famille (v;)ier est génératrice.

Preuve Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € B! une famille d’éléments
de E indexée par I. Soient iy € I et jo € I deux éléments de I. Soit (v;)ie € E' la famille d’éléments de E
définie par :

v & pour ¢ € I\{ip}.

{vio = Uiy + Ujy
1. si i = jo, alors v, = 2 e u,;,, puis d’aprés la propriété 2.5.6, (u;);er est une famille génératrice si et
seuelement si (v;);er est une famille génératrice.
2. si io #* jo :
(a) (=) On suppose que la famille (u;)er est une famille génératrice de (E, +, o).
Soit z € E un vecteur de E.
Soit J S I un sous ensemble fini de I et (1);es € K’ une famille de scalaires indexée par J et
telle que x = >, ; ;o uy.
On a, pour i € I, v; = u; + 6;° ® uj,. .
Puis comme ig # jo, vj, = u, et, pour i € I, v; = u; + 5;° e vjy.
Ainsi, pour i € I, u; = v; — 6;° ® uj,. _
Dott, & = Yy py @ (i = 8% o ugy). Bty w =35 5 (15 — 67 X pui) @ v;.
Donc la famille (v;);er est une famille génératrice de (E, +, o).
(b) (<) On suppose que la famille (v;);er est une famille génératrice de (E, +, o).
Soit x € E un vecteur de F.
Soit J S I un sous ensemble fini de I et (uj);es € K’ une famille de scalaires indexée par J et
telle que @ = X, ; 15 o v;.
On a donc, x = ¥,y pj @ (uj + 5l ey ,). Puis, z = Djes(ng + 67 113,) ® u;. Puis (u;)ies est une
famille génératrice de (E, +, ).

O

Propriété 2.5.8. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € ET une famille
d’éléments de E indexée par I. Soit \ € K. Soient ig € I et jo € I deux éléments de I tels que ig # jo. Soit
(vi)ic € BT la famille d’éléments de E définie par :

Vip = Uiy + A @ Uj,
v = U pour i € I\{ip}

Alors, la famille (u;)icr est génératrice si et seulement si la famille (v;)ie; est génératrice.

Preuve Preuve On définit la famille (w;)ier € ET la famille d’éléments de E défine par :

A
{wjo =Ae Ujo

w; éui pour i € I\{jo}

Puis, la famille (w});c; € ET la famille d’éléments de E définie par :

A
AL .
w;, = Wiy + wj,
A . .
wh = w; pour i € I\{io}
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Et, la famille (w});c; € E' la famille d’éléments de E définie par :

A 1
n 2 ’
wjo_A.wjo
"2y our i € I\{jo}
w; = w; p ? Jo

puis la famille (u;);e; est génératrice de (E, +, ),

si et seulement si, par la propriété 2.5.6, la famille (w;);es est génératrice de (E, +, o)
si et seulement si, par la propriété 2.5.7, la famille (w});es est génératrice de (E, +, o),
si et seulement si, par la propriété 2.5.6, la famille (w”;);e; est génératrice de (E, +, e).

)

Or,pourielona:

1.
" / - -
wi = Wi (car ig # jo)
"
w;, = Wi, + Wy,
"o ) X . .
o = Wip T A @ uj, (car ig # jo)
"
U)io = Uy,
2.
1
no_ S
Wi, = A Wy,
1
"o __ ! . .
wi, =5 W (car jo # ig)
w! = l-()\ou~ )
Jo A Jo
"
jo = Wio
"o . .
wi = vj, (car jo # ig)
3. et pour i € I'\{ig, jo} :
"no__ 0 . .
w! =w, (car i # jo
wf =w; (car i # ip)
w! =wu; (car i # jo)
w;l = V; (car 1 F io)

Ainsi (u;);er est génératrice de(E, +, o) si et seulement si (v;);er est génératrice de (F, +, e).

O

O

Algorithme 2.5.1. Soient m et n deux entiers positifs dans N. Soit (u;)1<i<n € (K™)™ une famille de m
vecteurs de K".

On note u; ; la j-iéme coordonnée du i-iéme vecteur de la famille (u;)i1<i<m. L’algorithme suivant permet
de décider si (u;)1<i<m est génératrice, ou non.
Prendre p < 0.

1. si p=mn alors la famille est génératrice.
st p <n et st pour tout k tel que p <k <m, on a : uppy1 = 0 alors la famille n’est pas génératrice.
sinon, prendre k le plus petit entier strictement supérieur a p tel que uy py1 # 0.

Multiplier le vecteur uy par linverse de uj pi1.

Soustraire G chaque vecteur uy pour k' # k le vecteur u, multiplié par uy pi1.
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6. Permuter le vecteur upy1 et ug.
7. Prendre p <— p+ 1.

8. Retourner a l’étape 1.

Preuve A l’étape 1, on peut montrer par récurrence que pour toutk et tout ! tels que 1 < k < p,
1<lI<p, up; =0sik #1I etu,; =1sik =1 Deplus, les transformations effectuées sur la famille de
vecteur ne modifient pas le fait d’étre une famille génératrice, ou non (d’aprés la propriété 2.5.6 pour ’étape
4, d’aprés la propriété 2.5.7 pour Iétape 5, d’aprés la propriété 2.5.5 pour ’étape 6). Ainsi, si a étape 1,
p = n, la famille est celle de 'exemple 2.5.7, elle est donc génératrice. Par contre, si le test de 1’étape (2)
échoue, la famille ne peut pas étre génératrice soit par la propriété 2.5.2, soit par la propriété 2.5.3.

O

Exemple 2.5.8. On utilise ’algorithme 2.5.1 pour savoir si la famille ((1,1,0),(—1,1,0),(1,1,1)) est une
(1,1,0)
famille génératrice, ou non. La famille (-1,1,0) est une famille génératrice
(1,1,1)
(1,1,0)
si et seulement si la famille (0,2,0) ] est une famille génératrice (en utilisant les transformations Lo —
0,0,1)

o,

)

3

Lo+ 1Ly et Ls 4—L3—L1)
(1,1,0)

si et seulement si la famille (0,1,0) | est une famille génératrice (en utilisant la transformation Lo «
(0,0,1)

Ly/2)

1,0,0
si et seulement si la famille (0,1,0) | est une famille génératrice (en utilisant la transformation Li «
0,0,1

Ly — L)
Or cette derniére famille est génératrice car elle satisfait la propriété 2.5.2.
Donc la famille ((1,1,0),(—1,1,0),(1,1,1)) est une famille génératrice.

Exemple 2.5.9. On utilise l’algorithme 2.5.1 pour savoir si la famille ((1,1,1),(—1,1,—-1),(2,0,2)) est une

(1,1,1)
famille génératrice, ou non. La famille | (—1,1,—1) | est une famille génératrice
(2,0,2)
(1,1,1)
si et seulement si la famille (0,2,0) est une famille génératrice (en utilisant les transformations
(Ov - 70)
Lo — Lo+ Ly etL3<—L3—2-L1)
(1,1,1)
si et seulement si la famille (0,1,0) est une famille génératrice (en utilisant la transformation Lo «—
(O’ - 70)
Ly/2)

)

(1,0,1)

1,0,1
si et seulement si la famille (0,1,0) | est une famille génératrice (en utilisant la transformation Li «
0,0,0

(0,0,0)
Ly — L)
Or cette derniére famille n’est pas génératrice car pour tout (z,y,z) € Vect((1,0,1),(0,1,0),(0,0,0))), on a
x = z. Puis (0,0,1) ¢ Vect((1,0,1),(0,1,0),(0,0,0))).
Donc la famille ((1,1,1),(—1,1,-1),(2,0,2)) n’est pas une famille génératrice.

)
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2.6 Bases et dimensions

Définition 2.6.1. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. On appelle base de E toute famille d’éléments de E
qui est a la fois libre et génératrice de E.

Théoréme 2.6.1. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et (u;)ic; € ET une famille
d’éléments de E indexée par I, tel que (u;);er soit une base de E.
Alors pour tout vecteur v € E, il existe un unique sous-ensemble J € I et une unique famille (\;);cs de
scalaires non nuls tel que :

u = Z )\j ® Uj.

jeJ
Ainsi tout vecteur admet une décomposition unique dans une base.

Preuve Soit (E,+,) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et (u;);e; € E! une famille d’éléments
de F indexée par I, tel que (u;);er soit une base de E.
Soit u € E.

— La famille (u;);er est génératrice. Il existe donc un sous-ensemble fini J < I et une famille ();) ;e € K/
de scalaires dans K tel que u = ZjeJ Aj o u;. ,

— Soient J' un sous-ensemble de I, et (\)));es € K7 une famille de scalaires non nuls telle que : u =
Zj,eJ, Ajreuy. On définit, pour j € J\J', X%, = 0 et pour j € J'\J, \; = 0. On adonc: u = ZjEJUJ, Aje
uj et u = Zje.]uJ’ )\; e u;. Puis Zje.]uJ’ Ajeuj = Zje.]uJ’ )\; e u;. D'ou : Zje,]u]’()‘j — )\;) e u;. Or
J U J’ est un ensemble fini, et la famille (u;);es est libre. Donc pour tout j € Ju J', \j — )\; = 0. Puis
pour tout j € J U J’, A\;j = A}. On en déduit que J = J', et pour tout j € J, \; = ;.

O

Exemple 2.6.1. Tout élément non nul de K est une base du K-espace vectoriel (K, +,e).

Preuve Soit A € K\{0}. D’aprés ’exemple 2.4.1, (\) est une famille libre du K-espace vectoriel (K, +, »).
D’aprés l'exemple 2.5.1, (A) est une famille génératrice du K-espace vectoriel (K, +,e). Ainsi, (A) est une
base du K-espace vectoriel (K, +, o).

O

Exemple 2.6.2. Soit n € N un entier naturel. Soit (6;)1<i<n € (K™)" la famille de n vecteurs de K™ telle
que la j-iéme coordonnée du i-iéme vecteur soit égale a 0 sii # j et a 1 sinon. Alors (0;)1<i<n € (K™)™ est
une base de (K", +,°) (on dit que c’est la base canonique de K™).

Preuve Soit n € N un entier naturel. Soit (;)1<i<n € (K™®)™ la famille de n vecteurs de K" telle que la
j-iéme coordonnée du i-iéme vecteur soit égale & 0 si ¢ # j et & 1 sinon. D’aprés 'exemple 2.4.4, la famille
(8;)1<i<n est libre dans (K™, +,-). De plus, d’aprés I'exemple 2.5.7, la famille (6;)1<i<, est génératrice de
(K™, +,-). Par la défintion 2.6.1, c’est donc une base de (K", +,).

O

Exemple 2.6.3. Soit n un entier et (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et (b;);e; une base
de E. La famille (e; ;)icr,1<j<n définie par e; ; est un vecteur de n composantes dont la k-iéme composante

est égale b; si j = k ou Op sinon, est une base de (E™,+,9).

Preuve Soit n un entier et (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et (b;);e; une base de
E. La famille (e; j)icr,1<j<n définie par e; ; est un vecteur de n composantes dont la k-iéme composante est
égale b; si j = k ou Og sinon.
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1. famille libre :
Soit K un sous-ensemble fini de I x {k € K | 1 < k < n} et soit (\x)rex € KX une famille de scalaires

indexée par K tel que : X ; ex Aijj * €ij = Opn.

Soit k£ un entier entre 1 et n, on a, sur la k-iéme composante, Z(i’j)eK Xij e (5}“ -b; = Og; puis
2uicl, (ikyex Nik - bi = Og; or Pensemble {i € I | (i,k) € K} est un sous-ensemble fini de I et la
famille (b;);cr € E! est libre (car c’est une base), donc pour i € {i € I | (i,k) € K}, A\ix, = 0.

Ainsi, pour (¢,j) € K,ona: A ; =0.

Puis la famille (e; ;)ier,1<j<n st une famille libre de (E™, +, ).

. famille génératrice :

Soit (xj)lgjgn e E™.

Soit k € N tel que 1 < k < n.

On sait que (b;);es est une famille génératrice.

Il existe donc un sous-ensemble fini Ky S I et une famille de scalaires (A x)ick, telle que zp =
Dicic, Niok i

On considére le vecteur 2’ de E™ défini par : 2’ = Zléjén,ieK,- Aij - €ij

L’ensemble {(4,7) | 1 < j < n,i € K;} est un sous-ensemble fini de I x J.

De plus, pour tout entier k € N tel que 1 < k < n, la k-iéme coordonnée zj, de 2’ vaut lejsn,ieKj Xij
6 -bi. On adone : wy = X, p ik - bi. Puis 2}, = xp,.

Ainsi (2])1<j<n = (T))1<5<n-

Donc (e;,5)ier,1<j<n st une famille génératrice.

Puis (e; j)ier,1<j<n €St une base de (E™, +,9).

O

Exemple 2.6.4. Soit A un ensemble fini et (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et (b;)ier
une base de E. La famille (f; j)ic1 jea définie par f; j(a) = b; si a = j, et f; j(a) = Op sinon, est une base
de (F(A, B),+,9).

Preuve Soit A un ensemble fini et (E, +, ) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et (b;);e; une

base de E. La famille (f; ;)ier jea définie par f; j(a) = b; si a = j, et f; ;(a) = Og sinon, est une base de
(F(A,E), +,9).

1. famille libre :

Soit K un sous-ensemble fini de I x A et soit (Ap)rerx € KX une famille de scalaires indexée par K tel
que : X e Aig c fij = 0F(a,E)-
Soit a € A, on a :

0= (0£(A, E))(a)

0= (X )ex Aij * fig)la)

0= Z(i,j)eK Aig f?,j(@)

0= Z(i,j)eK Aij - 0% - bi

icl,(i,a)e K /\i,a - b;.

Or la famille (b;);er est une famille libre (car ¢’est une base).
Donc pour i € I tel que (i,a) € K,ona: \;q, =0.

Puis pour tout (4,j) € K, \; ; = 0.

Puis la famille (fi ;)ier.jea est une famille libre de (F[A, E), +, ).

2. famille génératrice :

Soit g € F(A, E).

Soit a € A.

On sait que (b;);es est une famille génératrice de (E, +, o). .

Il existe donc un sous-ensemble fini K, € I et une famille de scalaires (\; )ik, telle que g(a) =
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Dk, i bis

On considére la fonction ¢’ € F(A, E) définie par : ¢’ 2 ZaeA,ieKQ Xia * fia-

L’ensemble {(i,a) | a € A,i € K,} est un sous-ensemble fini de I x J.

De plus, pour tout élément a € A, g'(a) vaut X} ,c 4 jer, Miar * 0g-bar. Onadonce: g'(a) = X p Nisa-bi-
Puis ¢'(a) = g(a).

Ainsi ¢’ = g.

Donc (fi ;)ier jea est une famille génératrice.

Puis (fi;)ier,jea est une base de (F(A, E), +, )
]

Exemple 2.6.5. La famille des suites (6F)ren € (KM)Y est une base du K-espace vectoriel des suites qui
stationnent en 0.

Preuve

1. famille libre : Soit I € N un ensemble fini d’entiers.
Soit (A;)ier € K! une famille de scalaires indexée par I et telle que : >’
on optient au rang k, >, A; @ (5}'€ = 0. Puis A\ = 0.

2. famille génératrice : Soit (u,) € K™ une suite d’éléments de K qui stationne en 0.
Soit ng € N tel que pour tout n > ng, u, = 0.
On a donc, pour n € N,u, = 3,0 uy o 65
Puis (un)nen = Do uk ® 0.

A ® 6" = (0)sen. Soit k € I,

i€l
el

Ainsi, (6%)gen est une base du K-espace vectoriel des suites & valeur dans K, qui stationnent en 0, pour la
somme et le produit externe point & point.

O

Propriété 2.6.1. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Une famille d’éléments de E est une base de E si et
seulement si c¢’est une famille libre mazimale.

Preuve Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et (u;);c; € E! une famille d’éléments
de E indexée par I.
— (=) On suppose que (u;);er est une base du K-espace vectoriel (E, +,e).
Par la définition 2.6.1, (u;);er est une famille libre.
Soit J un ensemble tel que I < J et (v;);ecs une famille libre de (E, 4+, ) telle que pour tout i € I,
U; = V;.
Supposons par ’absurde que I # J.
Il existerait jo € J\I.
Or, par la définition 2.6.1, (u;)es est une famille génératrice de (E, +, o).
Puis, il existerait un sous-ensemble fini J’ de I et une famille de scalaires (/) e € E7" tels que
Vjo = Zj’eJ’ )‘j' ® Ujr.
Puis, vj, = > ;s Ajr e vjr. Ce qui est absurde car (v;);es est libre et jo ¢ J'.
Donc J = I, et (u;)ier est bien une famille libre maximale.
— («=) On suppose que (u;)ier est une famille libre maximale de (E, +, e).
Par I’absurde, soit u € E un vecteur tel que u ¢ Vect(u; | i € I).
Soit I’ un ensemble tel que I’ = I w {ip} (ot ip est un indice qui n’est pas dans I).

On pose u;, 2 4. Montrons que la famille (u; )y serait une famille libre.

Soit J un sous-ensemble fini de I’ et ();)jcs € K7 une famille de scalaires, tel que : YjesAjou; =0p.

L. Sidg € J et Ay, # 0. Alors ui, = 35 1\ (0 :—J e u;. Ce qui est absurde car u;, ¢ Vect({)u; | i€ I}.
i
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O

2. Sinon. On a Zjej\{io} Aj e uj = Og. Puis, comme la famille (u;);er est libre, pour tout j € J,
Aj = 0. Donc la famille (uy)ier est libre.

Donc la famille (u;)yes est libre, ce qui est absurde car la famille (u;);e; est maximale pour cette
propriété.

Propriété 2.6.2. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Une famille d’éléments de E est une base de E si et
seulement si c’est une famille génératrice minimale.

Preuve Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble et (u;);c; € E! une famille de vecteurs

de F indexée par 1.

O

— (=) On suppose que la famille (u;);er est une base de (E, +, o).

Par la définition 2.6.1, la famille (u;);e; est une famille génératrice.

On suppose par ’absurde que cette famille n’est pas minimale.

Il existerait donc J c I tel que (u;)jes soit une famille génratrice de E.

Soit i € I\J.

Comme la famille (u;);es est une famille génératrice, il existerait un ensemble fini X € J et une famille
de scalaires (\;)rex € KX indexée par K, tel que u; = D ke Mk ® U

En posant \; 2 (—1), on aurait : 2kerotip Ak @ uk = 0p.

Or l’ensemble K u {i} est fini, K U {i} € I, et, par la définition 2.6.1, la famille (u;);es est libre. Donc
pour k € K U {i}, on aurait : Ay, = 0. Ce qui est absurde, car, en particulier, \; = —1.

(<) On suppose que la famille (u;);e; est une famille génératrice minimale.
Montrons que la famille (u;);e; est une famille libre.
Soit J un ensemble fini d’indices et (A\;) € K/ une famille de scalaires tels que jesAjouj =0g.
Par I’absurde, on suppose qu’il existe un indice jo € I, tel que A;; # 0.
. by
On aurait donc, uj, = Xic n\ (o) o °u,.
On pourrait alors montrer que la famille (u;) e (j,) serait génératrice :
Soit u € F.
Comme (u;)er est génératrice, il existe un ensemble fini d’indices K et une famille de scalaires (ux)kex €
K" indexée par K tel que u = Dkek M ® Uk
Pour k € K\J, on pose A 2.
Pour j € J\K, on pose p; 20.
On aurait donc w =}, 70, k) jo (Ko * At + ) @ wi-
Donc la famille (u;)er (j,) serait une famille génératrice ce qui est absurde car (u;)ics est une famille
génératrice minimale.

Propriété 2.6.3. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ie; € ET une famille
d’éléments de E indexée par 1. Soit o une bijection de I dans I. Soit (v;)ic € ET la famille d’éléments de E
définie par :

{%’ = Ug (i)

Alors, la famille (u;);er est une base de E si et seulement si la famille (v;);e; est une base de E.

Preuve On procéde par équivalence :

la famille (u;);er est une base de E
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< la famille (u;);er est libre dans E et génératrice de E (d’aprés la définition 2.6.1)

< la famille (v;);er est libre dans E (d’aprés la propriété 2.4.3) et génératrice de E (d’aprés la propriété
2.5.5)

< la famille (v;);er est une base de E (d’aprés la définition 2.6.1).

O

Propriété 2.6.4. Soit (E,+,s) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ic; € E! une famille
d’éléments de E indexée par I. Soit A € K tel que X # 0 et ig € I un élément de I. Soit (v;)ic € B! la famille
d’éléments de E définie par :

Vip = A ® Uy,
v; = Uy pour i € I\{ip}
Alors, la famille (u;);er est une base de E si et seulement si la famille (v;);e; est une base de E.

Preuve On procéde par équivalence :
la famille (u;);er est une base de E
< la famille (u;);er est libre dans E et génératrice de E (d’aprés la définition 2.6.1)
< la famille (v;);er est libre dans E (d’aprés la propriété 2.4.4) et génératrice de E (d’aprés la propriété
2.5.6)
< la famille (v;);er est une base de E (d’aprés la définition 2.6.1).

O

Propriété 2.6.5. Soit (E,+,s) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)icr € E une famille
d’éléments de E indexée par I. Soient ig € I et jo € I deux éléments de I. Soit (v;)ic € E' la famille
d’éléments de E définie par :

Uiy = Uiy T Ujy

v = Uy pour i € I\{ip}

Alors, la famille (u;);er est base de E si et seulement si la famille (v;)ier est une base de E.

Preuve On procéde par équivalence : la famille (u;);cr est une base de E
< la famille (u;);er est libre dans E et génératrice de E (d’aprés la définition 2.6.1)
< la famille (v;);er est libre dans E (d’aprés la propriété 2.4.5) et génératrice de E (d’aprés la propriété
2.5.7)
< la famille (v;);er est une base de E (d’apreés la définition 2.6.1).

O

Propriété 2.6.6. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit I un ensemble. Si (u;)ie; € ET une famille
d’éléments de I indexée par I. Soit X\ € K. Soient ig € I et jo € [ deux éléments de I tels que ig # jo. Soit
(v:)ic € BT la famille d’éléments de E définie par :

Vig = Ujy + A ® Ujg
v; = Uy pour i € I\{ip}

Alors, la famille (u;)ier est une base si et seulement si la famille (v;);er est une base.

Preuve On procéde par équivalence : la famille (u;);e; est une base de E
< la famille (u;)ser est libre dans E et génératrice de E (d’aprés la définition 2.6.1)
< la famille (v;);er est libre dans E (d’aprés la propriété 2.4.6) et génératrice de E (d’aprés la propriété
2.5.8)
< la famille (v;);er est une base de E (d’aprés la définition 2.6.1).

O
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Théoréme 2.6.2. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Soit J un ensemble fini. Soit I un sous-ensemble
de J. Soit (uj)jes une famille d’élément de E, tel que la famille (u;)ic; soit une famille libre et la famille
(uj)jes soit une famille génératrice de E. Alors il existe un ensemble K tel que I € K < J et la famille
(uk)kex est une base de E.

Preuve Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel. Soit J un ensemble fini. Soit I un sous-ensemble de J.
Soit (u;);es une famille d’élément de E, tel que la famille (u;);er soit une famille libre et la famille (u;) e
soit une famille génératrice de FE.

On suppose que la famille (u;);es n’est pas une base de E. On considére ’ensemble de tous les ensembles
J' tels que I € J' < J, et (u;1)jreyr soit une famille génératrice. Cet ensemble posséde un élément minimal
K pour l’inclusion.
Ainsi, la famille (ux)rex est libre dans E.
Par ’absurde, supposons que ce ne soit pas le cas.
1l existerait donc une famille de scalaires (A\g)rex € KX non tous nuls telle que Dker Mo up = 0g.
Puis il existerait nécessairement un indice kg € K\I tel que Ay, # 0 (puisque (u;);er est libre).
Prenons ky € K\I tel que Ay, # 0.
On aurait donc ug, = ZkeK\{kO} i ® Ug.
Soit u € F.
Comme (uy)rer est une famille génératrice, il existerait une famille de scalaires (g )rex telle que
U= Dger M ® Uk
Puis u = ¥y c g ooy (e + Hiig X Ak) @ U Donc la famille (u)jex\(ko} st une famille génératrice
de E. Ce qui est absurde (par minimalité de K).
O

Fin de la 4¢ semaine.

Corollaire 2.6.1. Soit (F,+, ) un K-espace vectoriel qui admet une famille génératrice finie. Alors, toute
famille libre finie de (E, +,e) s’étend en une base.

Preuve Soit (E, +, ¢) un K-espace vectoriel qui admet une famille génératrice finie. Alors, soit I un ensemble
fini et (u;);er une famille libre. Soit J un ensemble fini tel que I N J = & et (u;),;es une famille génératrice
de E. On a (u;)ieroJ est une famille génératrice de E' et I € I u J. De plus, l'ensemble I U J est fini. Donc
il existe un ensemble K tel que I € K € J et (ug)kex soit une base de E.

O

Corollaire 2.6.2. Soit (F,+, ) un K-espace vectoriel. Toute famille génératrice finie de (E,+, o) contient
une base.

Preuve Soit (E, +, ») un K-espace vectoriel. Soit J un ensemble fini et (u;);es une famille génératrice de E.
On note I = . On a (u;);er est une famille libre et I € J. Donc il existe un ensemble K tel que I € K € J
et (ug)gex soit une base de E.

O

Corollaire 2.6.3. Soit (F,+, ) un K-espace vectoriel qui admet une famille génératrice finie. Alors, toute
famille libre finie de (E, +,e) s’étend en une base.

Preuve Soit I,.J deux ensembles finis tels que I n.J = &. Soit (u;) € ET une famille libre de (E, +, ) et
(u;) € E7 une famille génératrice de (E, +, ). Par la propriété 2.5.4, la famille (ug)ger,s est une famille
génératrice de (E,+,e). De plus, I U J est un ensemble fini. Donc d’aprés le théoréme 2.6.2, il existe K tel
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que I € K € I u J et tel que (ug)kex soit une base de E. Puis (u;)ier s'étend en une base du K-espace
vectoriel (E,+,e).
O

Propriété 2.6.7. Soit (F,+,e) un K-espace vectoriel qui posséde une famille génératrice de n vecteurs,
alors toute famille qui posséde au moins n + 1 éléments de E est liée.

Preuve On procéde par I'absurde. On prends le plus petit entier n € N tel qu’il existe un K-espace vectoriel,
avec une famille génératrice de n éléments et une famille libre d’au moins n+ 1 éléments. Soit (E, +, e) un tel
K-espace vectoriel. Soient I un ensemble, (u;);cr une famille libre d’éléments de E et (v;)1<j<n une famille
génératrice de E. Prenons un sous ensemble de I avec n + 1 éléments, que 'on note ki,...,ky 1.

Comme (v;)1<j<n €st une famille génératrice, on peut choisir une famille (A; j)1<i<n+1,1<j<n de scalaires de
K telle que pour tout i entre 1 et n + 1, on ait :

U, = Z )\i’jO’Uj.

1. Si tous les scalaires \; ; étaient nuls. Alors on aurait u; = Og ce qui est absurde, par la propriété 2.6.7
et car la famille (u;);er est libre.

2. Soit, donc, iy entre 1 et m et jo entre 1 et n tel que Ay, j, # 0.
La famille (ug,)1<i<n+1 est libre.
Donc la famille (w;)1<i<n+1 OU :

wio u;%
w; = /\io,jo ® Up, — )‘i7io eu;, Sli#ig

Puis, la famille libre (w;)1<i<n+1,ixi, €st dans I'espace engendré par (v;)1<j<n,j#jo-
Ce qui est absurde car on a formé un K-espace vectoriel avec une famille génératrice de n — 1 vecteurs
et une famille libre d’au moins n vecteurs.

O

Théoréme 2.6.3. Soit (E, +, ) un K-espace vectoriel qui admet une famille génératrice finie. Alors toutes
les bases de (E,+,e) ont le méme cardinal.

Preuve Soit (F,+,e) un K-espace vectoriel qui admet une famille génératrice finie. Soient B et B’ deux
bases (F, +, »). Par la définition 2.6.1, B est une famille libre dans (E, +, ¢) et B’ est une famille génératrice
de (E, +, ). Ainsi, comme (F,+, o) admet une famille génératrice finie, par la propriété 2.6.7, CARD(B) <
CARD(B’). Puis en remplagant B par B’ et reciproquement, on optient : CARD(B) = CARD(B’).

O

Définition 2.6.2. Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel qui admet une famille génératrice finie. On dit que
(E,+,e) est de dimension finie et on appelle dimension de (E,+,e) le cardinal des bases de E.

Propriété 2.6.8. Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel de dimension fini égale a n. Alors toute famille libre
de n élément est une base.

Preuve Soit (F,+,e) un K-espace vectoriel de dimension fini égale & n. Soit I un ensemble de n éléments
et (u;)ier une famille libre de (E, +, o).

Donc par le corollaire 2.6.3, (u;);es s’étend en une base de (F, +, ). Or d’apreés le théoréme 2.6.3, le cardinal
de cette base est égale a n, il s’agit donc de (u;);er. Ainsi (u;);er est une base.

O
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Propriété 2.6.9. Soit (E,+,) un K-espace vectoriel de dimension fini égale a n. Alors toute famille
génératrice de n élément est une base.

Preuve Soit n € N un entier naturel et soit (E, +, ) un K-espace vectoriel de dimension fini égale & n.
Soit I un ensemble de n éléments et (u;);e; une famille génératrice de (E, +, o).

Par le corollaire 2.6.2, (u;);e;r contient une base de (F,+,e). Or d’aprés le théoréme 2.6.3, le cardinale de
cette base est égale a n. Il s’agit donc de la famille (u;);er. Ainsi (u;);er est une base.

O

Propriété 2.6.10. Soit (E,+, ) un K-espace vectoriel. Soit F' un sous-espace vectoriels de (E,+,e). Si E
et F' sont de dimensions finies et égales. Alors E = F.

Preuve

a faire en exercice

O

Exemple 2.6.6. Le sous-espace de (R3,+, e) engendré par I’ensemble {(1,1,0),(2,2,0)} est dimension fini
égal a 1.

Exemple 2.6.7. Le sous-espace de (R3,+, e) engendré par I’ensemble {(1,1,0),(2,1,0)} est dimension fini
égal a 2.

Algorithme 2.6.1. Soient n un entier positif dans N. Soit (u;)1<i<n € (K™)™ une famille de n vecteurs de
K™,

On note u; ; la j-ieme coordonnée du i-iéme vecteur de la famille (u;)1<i<n- L’algorithme suivant permet de

décider si (u;)1<i<n est libre, ou liée.
Prendre p < 0.

1. si p=n alors la famille est une base.

sip <mn et si pour tout k tel que p < k < n, on ait uypr1 = 0 alors la famille n'est pas une base.
sinon, prendre k le plus petit entier strictement supérieur a p tel que uy py1 # 0.

Multiplier le vecteur uy par l'inverse de uy p41.

Soustraire G chaque vecteur uy pour k' # k le vecteur uy, multiplié par uy pi1.

Permuter le vecteur upy1 et uy.

Prendre p < p+ 1.

N D G

Retourner a l’étape 1.

Preuve Toutes les transformations préservent le fait d’étre une base. On peut montrer, par récurrence, qu’a
Pétape 1 uy,; = 0 pour tout k,[ tels que k # [, 1 <k <p, 1 <! < n.Donc si p=mn, on reconnait I’exemple
2.6.2. Si le test de la seconde étape échoue, la famille n’est pas génératrice, donc elle n’est pas une base.
Enfin, toutes les étapes de transformation préservent le fait d’étre une base.

O

Exemple 2.6.8. On utilise l’algorithme 2.5.1 pour savoir si la famille ((1,1,0),(—1,1,0),(1,1,1)) est une

(1,1,0)
base, ou non. La famille | (—1,1,0) | est une base
(L,1,1)
(17 ]" 0)
si et seulement si la famille (0,2,0) est une base (en utilisant les transformations Lo «— Lo + Ly et
(0,0,1)
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Ly« L3 —1Ly)

)

_ o O = O O
~—

st et seulement si la famille , 1, est une base (en utilisant la transformation Ly — L2/2)

si et seulement si la famille

) )

(1
(0
(0
(1
(0 est une base (en utilisant la transformation L1 < L1 — L)
0

1
1
0
,0
1
07

Or cette derniere famille est une base (c¢’est l'exemple 2.6.2).
Donc la famille ((1,1,0),(—1,1,0),(1,1,1)) est une base.

Exemple 2.6.9. On utilise lalgorithme 2.5.1 pour savoir si la famille ((1,1,1),(—1,1,-1),(2,0,2)) est une

1 1 1
base, ou mon. La famille est une base
(2, 0, 2)
(1, 1,
si et seulement si la famille (0,2,0 est une base (en utilisant les transformations Ly «— Lo + Ly et
O? ’
L3 <« Lg -2 Ll)
st et seulement si la famille 0, est une base (en utilisant la transformation Ly «— Lo/2)
07 2,
) 07 )

—_

si et seulement si la famille

oo o

1
0,
0

)

1
,0) | est une base (en utilisant la transformation Ly < Ly — Ls)
0

\.O
=

Or cette derniere famille n’est pas une base car elle n’est pas libre (par la propriété 2.4.1).
Donc la famille ((1,1,1),(—1,1,-1),(2,0,2)) n’est pas une famille génératrice, puis ce n’est pas une base.

S

3 Applications linéaires

3.1 Définitions

Définition 3.1.1 (Applications linéaires). Soit (E,+g,og) et (F,+p,op) deur K-espaces vectoriels. Une
application linéaire de (E,+g,eg) dans (F,+Fp,op) est une fonction ¢ de E dans F qui vérifie les deux
propriétés suivantes :

1. (additivité) Yu,ve E, on a : ¢(u+gv) = ¢(u) +r ¢(v) ;
2. (homogénéité) VAe K, Yue E, on a : p(Aegu) = X ep d(u)).
L’ensemble des applications linéaires de (E,+g,eg) dans (F,+p,er) est noté L(E, F).
Définition 3.1.2 (Homomorphismes). Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Une application linéaire de

(E,+,e) dans (E, +,e) dans lui méme est appelée un homomorphisme.
L’ensemble des homomorphismes de (E,+,e) est noté L(E).

Définition 3.1.3 (Isomorphismes). Un isomorphisme est une application linéaire bijective.
L’ensemble des isomorphismes entre un espace vectoriel (E,+g, og) et un autre (F, + g, o) est noté Isom(E, F).

Définition 3.1.4 (Automorphismes). Un automorphisme est un homomorphisme bijectif. L’ensemble des
automorphismes d’un espace linéaire (E,+, ) est noté GL(E).

Définition 3.1.5 (Forme linéaire). Une application linéaire d’un espace dans lespace (K, +,-) est appelée
une forme linéaire.

Exemple 3.1.1. Soient (E,+pg,eg) et (F,+r,or) deuz K-espaces vectoriels. Alors la fonction ¢ de E dans
F qui associe a tout vecteur u € E le vecteur O est une application linéaire.
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Preuve Soient (E,+g,eg) et (F,+r,or) deux K-espaces vectoriels. Alors la fonction ¢ de E dans F
qui associe a tout vecteur u € F le vecteur Op.
— ¢ est une fonction de F dans F.
— Soient u,v € E. On a : ¢(u +g v) = Op, puis Op = 0p +p O, et Op +r Op = &(u) +r ¢(v). Donc
d(u+gv) = d(u) +r ¢(v).
— Soient u € Fet A€ K. On a: ¢(Aegu) = 0p, puis Op = A ep Op, et Aop 0p = Ao ¢(u). Donc
p(Aepu)=Aep (u).
]

Exemple 3.1.2. Soit (E,+,e) un K-espace vectoriel. Alors la fonction Idg est un automorphisme de E.

Preuve Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel.
La fonction Idg est une fonction de E dans E.
— La fonction Idg est une bijection.
— Soit ue E,ve FE,
ona:Idg(u+v)=u+wv;or ldg(u) =uet Idg(v) =v. et A€ K; donc Idg(u +v) = Idg(u) + Idg(v).
— Soit uw € F et soit A € K,
ona:Ildg(Aeu)=Aeu;or Idg(u) = u;donc Idg(Aeu) = X e Idg(u).
Donc Idg € GL(E).
O

Exemple 3.1.3. La fonction ¢ définie par :

K2 K2
{(%w = (y, )

est un automorphisme de (K?,+,9)
Exemple 3.1.4. La fonction ¢ définie par :

b K2 — K
| @y ma+2ey

est une forme linéaire de K2.

Exemple 3.1.5. La fonction diff définie par :

D(R) —R
R —-R
f - ; S5F(1)

—
ot

diff -

)

est une application linéaire de ’espace des fonctions dérivables de R dans R muni de l’addition et du produit
externe point a point, dans [’espace des fonctions de R dans R muni de l’addition et du produit externe point
a point.

Exemple 3.1.6. Soit I un intervalle de R. La fonction SI de l'espace des fonctions de I dans R intégrables
muni de laddition et du produit externe point a point dans l'espace (R, +,-), et qui associe & toute fonction
f e F(I,R) intégrable, le réel SI f, est une application linéaire.

Exemple 3.1.7. Toute fonction ¢ de Q dans Q, qui vérifie p(q + ¢') = &(q) + ¢(¢’) est une forme linéaire.

Preuve
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a faire en exercice

O

Propriété 3.1.1. Soient (E, +g,og) et (F,+5,or) deur K-espaces vectoriels et ¢ une fonction de E dans
F. Alors ¢(0g) = 0.

Preuve Soit (E,+g,eg) et (F,+r, or) deux K-espaces vectoriels.
On a, par la propriété 2.1.1, 0g = 0 eg Og.
Puis ¢(0g) = ¢(0 o£ Op).
Et par la définition 3.1.1.(2), ¢(0g) = 0 er ¢(0g).
Puis par la propriété 2.1.1, 0 e ¢(0g) = Op.
Donc ¢(OE) = OF.
O

Propriété 3.1.2. Soient (E, +g,op) et (F,+5,or) deur K-espaces vectoriels et ¢ une fonction de E dans
F. Soitu e E, Alors ¢(—gu) = —pp(u).

Preuve Soient (E,+g,ep) et (F,+p, er) deux K-espaces vectoriels et ¢ une fonction de E dans F'. Soit
ue k.
Par la définition 2.1.1.(1), on a u +g (—gu) = Op.
Or, comme u +g (—u) = Og et par la propriété 3.1.1, ¢(u +g (—pu)) = Op.
D’autre part, par la définition 3.1.1.(1), on a : ¢(u +g (—gu)) = ¢(u) +r ¢(—gu).
Dot :¢(u) +r ¢(—pu) = Op.
Donc par la définition 2.1.1.(1), —po(u) = ¢(—gu).
O

Propriété 3.1.3. Soient (E, +g,og) et (F,+r,or) deur K-espaces vectoriels et ¢ une fonction de E dans
F. Alors ¢ est une application linéaire de (E,+g,og) dans (F,+p,er) si et seulement si, pour tout scalaire
A€ K, tout couple de vecteurs (u,v) € E%, on a : ¢(u +p X epv) = ¢p(u) +r A op ¢(v).

Preuve Soient (E,+pg,eg) et (F, +F,or) deux K-espaces vectoriels. Soit ¢ une fonction de E dans F.
— (=) On suppose que ¢ est une application linéaire.
Soit u,v e E et X € K.
Par la définition 3.1.1.(1)
Par la définition 3.1.1.(2)
Puis, ¢(u +g Aegv) = ¢

,ona:d(utpAepv)=d(u)+r ¢(Aegv).
;ona:g(Aepv)=AXerd(u)
(u) +r Ao ¢(v).

— («=) On suppose que ¢ satisfait ¢(u +p A eg v) = ¢(u) +r X op ¢(v), pour tout u,v € F et A € K.

1. Soient u et v deux vecteurs de F.
On a, par la définition 2.1.1.(3d), v = 1 eg v.
Puis, ¢p(u +gv) = ¢(u +g Legv).
Puis par hypothése, ¢(u+g 1 egv) = ¢p(u) +r 1 op ¢(v).
Or, par la définition 2.1.1.(3d), ¢(v) = 1 ep ¢(v).
Puis, ¢(u) +r Lep ¢(v) = d(u) +r ¢(v).
Donc, ¢(u +g v) = ¢(u) +r ¢(v).
2. Soit u € F un vecteur et soit A € K un scalaire.
On a : par la définition 2.1.1.(1), Aegu=0g +g A eg u.
Dou, (A epu) = ¢(0p +5 Aep u).
Puis, par hypothése, (0 +r A eg u) = ¢(0g) +r A o ¢(u).
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Puis, par la propriété 3.1.1, on a ¢(0g) = Op.
Donc, ¢(0E +EAeg u) =0p +rpAep (b(u)
Or par la définition 2.1.1.(1), Op +r A ep ¢(u) = A ep ¢(u).
Puis, ¢(A e u) = A eop ¢(u).
O

Propriété 3.1.4. Soient (E,+g,o5) et (F,+5, op) deuz K-espaces vectoriels et ¢ € L(E, F') une application
linéaire de (E,+g,og) dans (F,+p,er). Alors, ¢ est injective si et seulement si pour tout vecteur u € E tel
que ¢(u) =0p, on a : u=0g.

Preuve Soient (E,+g,ep) et (F,+F,or) deux K-espaces vectoriels et ¢ € L(E, F') une application
linéaire de (F, +g,eg) dans (F,+r,ep).
— (=) On suppose que ¢ est injective.
Soit u € F tel que ¢(u) = Op.
On sait, par la propriété 3.1.1, que : ¢(0g) = Op.
On adonc z e E et Og € E et ¢p(u) = ¢(0g).
Puis comme ¢ est injective, u = Op.
— («=) On suppose que pour tout u € E tel que ¢(u) = 0p, on a: u = 0g.
Montrons que ¢ est injective :
Soient z,y € E tels que ¢(z) = ¢(y). On a: ¢(z) —p ¢(y) = Op.
Puis, par la propriété 3.1.2, —pé(y) = &(—ry).
Donc, ¢(x) +r ¢(—ry) = OF.
Puis, par la définition 3.1.1.(1), ¢(z —g y) = Op.
Donc par hypothése, t —p y = Og.
Puis z = y.

O

Propriété 3.1.5. Soit (E, +,e) un K-espace vectoriel. Alors GL(E) est un groupe pour la composition.

Preuve Soit (F,+, ) un K-espace vectoriel.
— Montrons que la composition o est une loi interne sur GL(E). Soit ¢, ¢ € GLE.

— ¢ o est une fonction de E dans F comme composition de fonctions de E dans F.
— ¢ o est une bijection comme composition de bijections.
— Soient ue E,ve E, et Ae K, on a:

[6o](u+ Aev) =¢(1(u+ Aewv)(par définition de la composition)

[@pot](u+Aev) =¢(h(u)) + e p(¥(v))) (par la propriété 3.1.3)
[Pov](ut Aev) =[pot](u) +Ae[pov](v) (par définition de la composition)

Puis, par la propriété 3.1.3, la fonction ¢ o ¢ est une application linéaire.
Donc ¢pop € GLE.

— Soit ¢, ¥, € € GL(E).
Montrons que [¢po ] o€ = ¢po [ o&].
[porp] o€ et ¢po[tho&] sont deux fonctions de E dans E.
De plus, pour u € E, on a :

[[¢ 0 9] o &](u) = [do¢](E(u))
[[¢ 0] 0 &](u) = d(¥(£(w)))

[[¢ 0 v] o &](u) = o([¢ o &](w))
[[¢o9p]o&l(u) = [do[¢og]l(u)



Donc [¢potp]o§ =do[¢og].
— D’aprés 'exemple 3.1.2, la fonction Idg € GL(FE). De plus, on sait que : ¢ € GL(E), on a : ¢po ldg = ¢
et IdE o] ¢ = ¢

— Soit ¢ € GL(E). Ona po ¢! = Idg et ¢! 0 ¢ = Idg. Montrons que ¢! € GL(E).
— ¢~ ! est une bijection de E dans E.
— Soit u € F, soit v € F et soit \ € K.
On a:

o~ (u+rev) =7 (P(¢7 (u)) + Ao p(¢7(v))) car po¢~! = Idp
ot u+ev)=¢ L (p(d L (u) + e 1(v))) par la propriété 3.1.3
St Aen) = 5 o Ae ) car & L o6 = Iy

O

Propriété 3.1.6. Soient (E, +g, o) et (F,+r,or) deur K-espaces vectoriels. Alors l’ensemble des appli-
cations linéaires de (E,+g,op) dans (F,+r,or), muni de la somme +r point & point et du produit externe
e point a point, est un espace vectoriel.

Preuve Soient (E,+g,ep) et (F, +F,0F) deux K-espaces vectoriels. Montrons que (L(E,F), +p, o)
est un sous-espace vectoriel de (F(E, F), +r,er).

— Par I'exemple 2.1.3, (F(E, F), +r, er) est un K-espace vectoriel.

- Ona:L(E,F)< F(E,F).

— Par ’exemple 3.1.1, la fonction constante de E' dans F', qui & tout élément u € E associe O est une
application linéaire de F dans F.

— Soient ¢, € L(E, F).
¢ +r 1 est une fonction de E dans F.
De plus, pour u,ve F et Ae K, on a :

[¢ +F PJ(u+pAepv)=¢(u+pAegv) +r(u+plepv)

[& +r V](u+gAegv) =¢(u) +rp Aep o(v) +r ¥(u) +r N epp(v) (par la propriété 3.1.3)
[0 +r ¢](utpAepv) = ¢(u) +r P(u) +r Aep (6(v) +7 ¢ (v))

[0 +F V] (u+EAopv) =6 +F ¥](w) +r Aop [¢ +r ¢](v)

— Soit ¢ € L(E,F) et Ae K, \ e ¢ est une fonction de E dans F.
De plus, pour u,ve Eet pe K, on a:

utgppepv)=XNep dut+g o)

ut+ppepv) =XAep (p(u) +r pop ¢(v)) (par la propriété 3.1.3)
u+tppepv)=Aep¢(u)+rper (Ao (4(v)))

u+tppepv)=[Xer ¢](u) +rper [Aep ¢](v)

Donc L(E, F) est un sous-espace vectoriel de F(FE,F). Puis, d’aprés la propriété 2.2.2, L(E,F) est un
K-espace vectoriel.

O

renlresireslras)
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3.2 TImage des familles de vecteurs

Propriété 3.2.1. L’image d’une famille libre par une application linéaire injective est une famille libre.

Preuve Soient (E,+g,eg) et (F,+r,or) deux K-espaces vectoriels, soit ¢ une application linéaire
injective entre (E,+g,eg) et (F,+p,er), soient I un ensemble et (u;);c; € E! une famille libre d’éléments

63



de F indexée par 1.

Soit J < I un sous-ensemble fini de I et (\j)jes € F7 une famille de scalaires indexée par J et tel que
YesAj oF d(u;) = Op.

On a, par linéarité, gb(ZjEJ Ajegu;) =0p.

Puis par la propriété 3.1.1, ZjEJ Ajegu; =0g.

Puis par la définition 2.4.1, pour tout j € J, A; = 0.

Donc la famille (¢(u;))qer est libre.

]

Propriété 3.2.2. Une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels (E, +g,op) et (F,+r,or) est
injective si et seulement si l’image de toute famille libre (de E) est une famille libre (de F).

Preuve Soient (E,+g,eg) et (F,+r,er) deux K-espaces vectoriels. Soit ¢ € L(F, F') une application
linéaire.
— (=) On suppose que ¢ est injective.
Soit I un ensemble et (u;)ic; € B! une famille libre.
Alors par la propriété 3.2.1, (¢(u;))ser est une famille libre de F'.
— (<) On suppose que, pour tout ensemble I et toute famille libre (u;);e; € B! d’éléments de E indexée
par I, la famille (¢(u;))ser est libre.
Montrons que ¢ est injective.
Soient u € F tels que ¢(u) = Op. Il faut montrer que u = 0.
Par ’absurde, on suppose que u # Og.
La famille (u) serait donc une famille libre.
Puis par hypothése, la famille (¢(u)) serait une famille libre.
Puis, par la propriété 2.4.1, ¢(u) # O (ce qui est absurde).
Donc v = 0g.

O

Propriété 3.2.3. Si limage d’une base par une application linéaire est libre, alors cette application linéaire
est injective.

Preuve

a faire en exercice

O

Propriété 3.2.4. L’image d’une famille génératrice par une application linéaire surjective est une famille
génératrice.

Preuve Soient (E,+pg,eg) et (F,+p,or) deux K-espaces vectoriels, soit ¢ une application linéaire
surjective entre (E, +p,ep) et (F,+p,ep), soient I un ensemble et (u;)ie; € ET une famille génératrice de
FE indexée par I.

Soit u € F. o
Comme ¢ est surjective, prenons v € E tel que u = ¢(v).

Comme (u;)ier est une famille génératrice de E, il existe un sous-ensemble fini J < I et une famille
(A)jes € KI de scalaires indexée par .J, telle que DiesAj e B Uj = .

Puis ¢(ZjeJ Ajeg uj) = ¢(v).

Dot u = ZjeJ )\j Lol q[)(uj)

Ainsi, (¢(u;))ier est une famille génératrice de F.
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Propriété 3.2.5. Soient (E,+g,o5) et (F,+5, op) deuz K-espaces vectoriels et ¢ € L(E, F') une application
linéaire entre E et F. Alors les trois assertions suivantes sont équivalentes :

1. ¢ est surjective ;
2. L’image de chagque famille génératrice de (E, +g,og) est une famille génératrice de (F,+p, o) ;

3. Il existe une famille génératrice de (E, +g, o) dont l’image est une famille génératrice de (F,+p,op).

Preuve Soient (E,+pg,e5) et (F,+p,or) deux K-espaces vectoriels et ¢ € L(E, F) une application

linéaire entre F et F.

O

(1. = 2.) D’aprés la propriété 3.2.4, si ¢ est surjective, alors 'image de chaque famille génératrice de
(E, +E, %) est une famille génératrice de (F, + 5, op).

(2. = 3.) On suppose que I'image de chaque famille génératrice E est une famille génératrice de F. La
famille (u),ecr est une famille génératrice de E, donc son image est une famille génératrice de F'.

(3. = 1.) On suppose qu'il existe une famille (u;);c; € E! génératrice de E indexée par un ensemble I,
telle que la famille (¢(u;)):es soit une famille génératrice de F.

Montrons que ¢ est surjective.

Soit u € F,
(¢(u;))ier est une famille génératrice de F.

Donc soit J un sous-ensemble fini de I et ()\;);jcs € K’ une famille de scalaires indexée par J et tel
que u = Z_jej Aj o ¢(uj).
On a donc, par linéarité, u = ¢(ZjEJ Ajop uj).

Ainsi ¢ est surjective.

Théoréme 3.2.1. Soient (E,+g, o) et (F,+r,op) deuz K-espaces vectoriels et ¢ € L(E, F') une application
linéaire entre E et F. On suppose, de plus, qu’il existe une base de E3. Alors les trois assertions suivantes
sont équivalentes :

1. p € Isom(E, F);
2. L’image de chaque base de (E,+g,eg) est une base de (F,+p,op);
3. 1l eziste une base de (E, +g,%g) est une base de (F,+p,op).

Preuve Soient (E,+pg,eg) et (F,+r,er) deux K-espaces vectoriels et ¢ € L(E, F) une application

linéaire entre F et F. On suppose que (E, + g, eg) admet une base.

(1. = 2.) On suppose que ¢ est bijective.

Soit (u;)ser une base de F indexée par un ensemble I.

La famille (u;);es est libre et ¢ est injective. Donc par la propriété 3.2.1, la famille (¢(u;))qes est libre.
De plus, la famille (u;);er est génératrice et ¢ est surjective. Donc la propriété 3.2.4, la famille (¢(u;))ier
est génératrice.

Ainsi, la famille (¢(u;)):er est une base.

(2. = 3.) On suppose que 'image de chaque base de (E, +g,ep) par ¢ est une base de (F,+p,op).
Or on a supposé qu’il existait une base de (E, +g,eg). Donc il existe une base de (E, +g, eg) dont
limage par ¢ est une base de (F,+p,op).

(3. = 1.) On suppose qu’il existe une base (b;)ic; € E! de (E, +, ex) indexée par un ensemble I, telle
que la famille (¢(b;))qer soit une base de (F, 4+ g, er). Montrons que ¢ est un isomorphisme.

— La famille (b;);er est génératrice de (E, +g, og) et la famille (¢(b;))icr est génératrice de (F, +p, ep),
donc par la propriété 3.2.5, ¢ est une fonction surjective.
Montrons que ¢ est injective.

3. C’est toujours vrai, mais on ne la prouvé que si (E, + g, eg) admet une famille génératrice finie.
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— Soit u € E, tel que ¢(u) = 0p.
Comme (b;);er est une famille génératrice, on peut choisir K un sous-ensemble fini de I et
(Mr)rer € KX une famille de scalaires indexée par K, tel que u = ke M oF b
Puis 6(u) = 6(Xere M o7 bi).
Puis Op = Yo Ak oF 0(br).
Or (¢(b;))ier est une famille libre, donc pour k € K, A\, = 0.
Oru=73 ., M *g by, puis u = Op.

Donc u = O et ¢ est injective.
Puis ¢ est un isomorphisme entre (E,+g,eg) et (F,+p,op).

O

Théoréme 3.2.2. Soient (F,+g,eg) et (F,+r,or) deur K-espaces vectoriels et ¢ € L(E,F). Soit I un
ensemble d’indices et (u;)icr une famille génératrice de E. Soient ¢, € L(E, F) deuz applications linéaires
de E dans F. Si pour tout indice i € I, ¢p(u;) = ¥(u;), alors ¢ = 1.

Preuve Soient (E,+g,eg) et (F, +r,or) deux K-espaces vectoriels et ¢ € L(E, F'). Soit I un ensemble
d’indices et (u;);er une famille génératrice de E. Soient ¢, € L(F, F') deux applications linéaires de E dans
F telles que pour tout indice i € I, ¢(u;) = 1(u;).
¢ et ¢ sont deux fonctions de E dans F.

De plus, pour u € FE,
comme la famille (u;);er est génératrice, il existe un sous-ensemble J € I et une famille de scalaires
(Aj)jes € K7 tel que : u = Djes i OB Uj;

puis
P(u) = d(Xjes Aj *B uj)
¢(U) = Zje.] )‘j o ¢(UJ)
P(u) = s Aj o ¥(uy)
P(u) =V(Xjes Aj *E u5)
d(u) = Y (u).
Ainsi ¢ = .

O

Théoréme 3.2.3. Soit (F,+,e) un K espace vectoriel de dimension n, alors il existe un isomorphisme entre
(E7 +’ .) et (Kn7 —i_7 :)'

Preuve

a faire en exercice

3.3 Noyau, Image et dimension

Définition 3.3.1 (Noyau). Soient (E,+pg,eg) et (F,+p,or) deuz K-espaces vectoriels et soit ¢ € L(E, F)
une application linéaire entre E et F.
On définit le noyau de ¢, Ker(¢) par :

a

Ker(¢)

Propriété 3.3.1. Soient (E,+pg,eg) et (F,+p,or) deur K-espaces vectoriels et soit ¢ € L(E,F) une
application linéaire entre E et F. Alors Ker(¢) est un sous-espace vectoriel de (E,+g, o).

{we B g(x) = 0r}.
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Preuve

a faire en exercice

O

Définition 3.3.2 (Image). Soient (E,+g,g) et (F,+r,or) deur K-espaces vectoriels et soit ¢ € L(E, F)
une application linéaire entre E et F.
On définit l'image de ¢, Im(9) par :
A
Im(¢) = {p(x) e F |z € E}.

Propriété 3.3.2. Soient (E,+pg,eg) et (F,+p,or) deur K-espaces vectoriels et soit ¢ € L(E,F) une
application linéaire entre E et F'. Alors Im(¢) est un sous-espace vectoriel de (F,+p, o).

Preuve
a faire en exercice

O

Théoréme 3.3.1. Soient (E,+g,ep) et (F,+p,op) deur K-espaces vectoriels et soit ¢ € L(E,F) une
application linéaire entre E et F'. On suppose que (E,+g,og) est de dimension fini. Alors,

dim (E) = dim (Ker(E)) + dim (Im(E))
Preuve

a faire en exercice

O

Corollaire 3.3.1. Soient (E, +g,eg) et (F,+p,er) deur K-espaces vectoriels. Si E ou F est de dimension
fini et s’il existe un isomorphisme ¢ € Isom(E, F), alors E et F' sont de dimensions finis et égales.

Preuve
a faire en exercice

O

Corollaire 3.3.2. Soient (E,+g,op) et (F,+r,or) deur K-espaces vectoriels. On suppose que (E,+g, o)
est de dimension fini. Soit ¢ € L(E, F) une application linéaire de E dans F'.
Les trois assertions sutvantes sont équivalents :

1. ¢ est un isomorphisme ;
2. ¢ est injectif et dim F = dim F';
3. ¢ est surjectif et dim E' = dim F'.

Preuve

a faire en exercice

Fin de la 5¢ semaine.
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4 Matrices

4.1 Algébre des matrices

Définition 4.1.1 (matrice). Soient m,n € N deux entiers positifs. On appelle une matrice d’éléments de K
a m lignes et & n colonnes une famille d’éléments (a; j)1<i<cmi<j<n de K indexée par les couple (i,7) ow i
varie entre 1 et m, et j varie entre 1 et n.

On dit aussi que (@i j)1<i<m,1<j<n €St une matrice de taille m x n.

On note M, ,(K) l’ensemble des matrices de tailles m x n d’élément de K.

Enfin, lorsque m = n, on dit que les matrices de M., ,,(K) sont carrés de taille m.

Définition 4.1.2 (ligne). Soient m,n € N deuz entiers positifs Soit A a (@i j)1<ismi<icn € Mmn(K)
une matrice de taille m x n. Soit ig un entier entre 1 et m. On appelle ig-iéme ligne de A, la famille de n
éléments de K (ai,,j)1<j<n-

Définition 4.1.3 (colonne). Soient m,n € N deux entiers positifs Soit A = (@ij)1<ismi<icn € M n(K)
une matrice de taille m x n. Soit jo un entier entre 1 et n. On appelle jo-iéme colonne de A, la famille de
m éléments de K (ai j,)1<i<m-

Notation 4.1.1. On note habituellement les éléments d’une matrice sous forme de tableau. Par exemple,

la matrice de taille 3 x 3 et d’éléments (a; j)1<i<3,1<j<3 Sera notée :

a1 G2 a13
G271 a22 23
a1 ag2 a3g3
Définition 4.1.4 (somme). Soient m,n € N deuz entiers positifs. Soient A € My, n(K) et B € M, »(K).

A A ) )
On note A = (a;;)1<ism,1<j<n €t B = (bij)i<i<m,i<j<n- La matrice (a; j + bij)i1<i<m,1<j<n €st appelée la
somme des deuzx matrices A et B. On la note A+ B.

Exemple 4.1.1.

1 2 3 3 4 5 4 6 8
4 1 5 |x] 10 2 -1 |=|14 3 4
2 6 8 5 2 8 7 8 16

Définition 4.1.5 (produit externe). Soient m,n € N deuz entiers positifs Soient A € M,, ,(K) et X € K.

On note A 2 (@i, )1<ismi<j<n- La matrice (X - a; j)1<icmi<j<n €st appelée le produit de la matrice A par
le scalaire A\. On la note A - A.

Exemple 4.1.2.

3 4 5 6 8 10
2-1 10 2 -1 | =20 4 -2
5 2 8 10 4 16

Définition 4.1.6. Soient m,n € N deuz entiers positifs. Soit k un entier entre 1 et m et soit k' un entier

entre 1 et n. On note Ej = (k- 5;?/) la matrice de taille m x n dont tous les éléments sont nuls, sauf dans

la case a la ligne k et a la colonne k' dans laquelle la valeur est 1.

Propriété 4.1.1. Soient m,n € N deux entiers positifs (M, »(K), +,-) est un K-espace vectoriel de dimen-
sion m-n. De plus, la famille des matrices élémentaire (Ezlj’n)lgigmylgjgn est une base de (M, (K), +,-).

Preuve On sait, d’aprés Pexemple 2.1.1 que (K, +, -) est un K-espace vectoriel. Puis par 'exemple 2.1.3,
(M n(K), +,-) est un K-espace vectoriel. La famille (E; ;) est une base car, d’aprés 'exemple 2.6.1, la
famille (1) est une base de (K, +,-) et d’aprés ’exemple 2.6.4.

O
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Définition 4.1.7 (produit interne). Soient m,n,o € N trois entiers positifs. Soient A € M, »(K) et B €
A A . .
M, 0(K). On note A = (a;5)1<ism,1<j<n €t B = (bi;)i<i<n,1<k<o- La matrice (¢; ;) € My, o(K) définie

par :
n
A
Cij = Z aik - b j,
k=1

pour 1 <i<metl<j<o, est appelée le produit entre A et B, et est notée A x B.

Exemple 4.1.3.

1 2 23 8 3
4 1 +[ 130 ;1 _51 ] =1 22 18 19
2 6 66 20 4
Preuve
3 4 5
10 2 -1

1[2[[1-3+2-10][1-4+2-2[1-5+2-(—1)
33+1-10 | 3-4+1-2|1-5+1-(—1)
2[6([2:3+6-10]2-4+6-2|1:5+6-(—1)

—_

O

Propriété 4.1.2. Soient m,n,o0,p € N quatre entiers. Soient A € M,, ,(K), B € M,, ,(K), C € M, ,(K)
trois matrices a valeur dans K.
Alors :

Ax(BxC)=(AxB)xC.

Preuve

a faire en exercice

O

Propriété 4.1.3. Soient m,n,o0 € N trois entiers naturels. Soit A € M., ,(K) une matrice de taille m x n
a valeur dans K. La fonction ¢ : M, o(K) = My, »(K) qui a toute matrice B € M,, ,(K) de taille n x 0 @
valeur dans K associe la matrice A x B est une application linéaire entre (M., o(K), +,-) et (M, o(K), +,-).

Preuve

a faire en exercice

O

Définition 4.1.8 (transposée). Soient m,n € N deux entiers positifs Soit A € M., ,(K) une matrice de

. s A . .
taille m x n d’éléments de K. On note A = (a; i )1<i<cm.1<i<n- La matrice (a; ;)1<i<n 1<i<m €St une matrice
J)1<i<m, 15 < 3yi)1<j<n,

= S

de taille n x m d’éléments de K. Cette matrice est appelée la transposée de A et est noté T A.

L2 1 4 2
L=ty 6|
9 6

Propriété 4.1.4. Soient m,n € N deux entiers positifs. Soient i un entier entre 1 et m et j un entier entre
1 et n. Alors TE]'}" = E}™.

Exemple 4.1.4. On a :
T
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Preuve
a faire en exercice

O

Propriété 4.1.5. Soient m,n € N deuz entiers positifs. La fonction ¢ : My, n(K) = My, 1, (K) qui a chagque
matrice de taille m x n a valeur dans K associe sa transposée est un isomorphisme entre (M., »,(K), +,-) et

(Mn,m(K)v +7 )
Preuve

a faire en exercice

O

Propriété 4.1.6. Soient m,n,o € N trois entiers positifs. Soient A € My, n(K) et B € M, o(K) deuz
matrices de tailles m x n et n x o, et d’éléments de K. Alors, on a :

T(MxN)y="NxTM.
Preuve

a faire en exercice

O

Propriété 4.1.7. Soient m,n € N deux entiers positifs. Soit A€ M, ,(K) une matrice G valeur dans K et
de taille m x n. Alors, on a :

T(TA) = A.
Preuve
a faire en exercice

O

Propriété 4.1.8. Soient m,n,o € N trois entiers naturels. Soit A € M,, ,(K) une matrice de taille n x o a
valeur dans K. La fonction ¢ : My, n(K) > My, ,(K) qui @ toute matrice B € M, ,(K) de taille m x o0 a
valeur dans K associe la matrice B x A est une application linéaire entre (M, »(K), +,-) et (M, o(K), +,-).

Preuve Soit m,n,o0 € N trois entiers naturels. Soit A € M,, ,(K) une matrice de taille n x o & valeur
dans K. La fonction ¢ : M, ,,(K) - M,, ,(K) qui & toute matrice B € M,, ,(K) de taille m x n & valeur
dans K associe la matrice B x A. Soient B, B’ € M,, »(K) deux matrices de tailles m x n & valeur dans K
et soit A€ K. On a :

(B+\-B)x T(T((B + A B) x A)) (par la propriété 4.1.7)
(B+X-B)xA=TTAxT(B+\- B')) (par la propriété 4.1.6)
(B+\-B')x T(TA x (TB+X-(TB"))) (par la propriété 4.1.5)
(B+XA-B)xA=TTAxTB+X-(TAxTB")) (par la propriété 4.1.3)
(B+X-B)xA=T(T(BxA)+\-T(B"x A)) (par la propriété 4.1.6)
(B+X-B)xA=T(T(BxA)+X-T(T(B"x A)) (par la propriété 4.1.5)
(B+X-B')x A BxA+MA-B' xA (par la propriété 4.1.7)

Donc ¢ est une application linéaire.

O
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4.2 Transformations élémentaires
4.2.1 Matrice identité

Définition 4.2.1 (identité). Soient m,n € N deuz entiers positifs. On note 1, ,, € My o (K) la matrice

5 J
carrée (67 )1<i<m,1<j<n-

Exemple 4.2.1. Par exemple, on a :

I34 =

O O =

0 00
1 00
010

Propriété 4.2.1. Soient m,n € N deux entiers positifs et soit Ae My, ,(K). Ona: A=1,,., x A.

Preuve Soient m,n € N deux entiers positifs et soit A € M,, ,(K) une matrice de taille m x n a valeur

A A . .
dans K. On note A = (a; ;j)1<i<m,1<j<n. On note Iy, 1 x A = (b; j)1<i<m,1<j<n- S0it ¢ € N un entier entre 1
et m, et 7 € N un entier entre 1 et n.

m
bij = > 0f - a;.
k=1
On a ¢ entre 1 et m, la somme s’annule partout sauf, pour k = i.

bij = aij.

O

Propriété 4.2.2. Soient m,n € N deux entiers positifs et soit Ae My, ,(K). Ona:A=Ax1,,.

Preuve Soient m,n € N deux entiers positifs et soit A € M,, ,(K) une matrice de taille m x n & valeur

A A . .
dans K. On note A = (a; j)1<i<m,1<j<n- On note A x I, , = (b; j)1<i<m,1<j<n- S0it ¢ € N un entier entre 1
et m, et 7 € N un entier entre 1 et n.

n
bi,j = Z ai k- (Sf
k=1
On a j entre 1 et n, la somme s’annule partout sauf, pour k = j.

bij = aij.

O

Propriété 4.2.3. Soient m,n € N deux entiers positifs tels que m < n, alors L, ,, X L,y = Ly .

Preuve Soient m,n € N deux entiers positifs tels que m < n.

A
On note Ly, n x Lnm = (@i j)1<i<m,1<j<m.
Soit i, j deux entiers entre 1 et m.
SN sk s
Ona:a;j=>,_40;" 0.

1. si i = j, alors la somme s’annule partout, sauf pour k = i. Puis a; ; = 1.
2. sinon, la somme s’annule partout. Puis a; ; = 0.

O
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4.2.2 Permutation de lignes et de colonnes

Définition 4.2.2 (matrice de permutation). Soit n € N. Soient k et k' deux entiers entre 1 et n. On note
SWAP, (k, k') la matrice I, , — E;7) — B, + Epf + B

Exemple 4.2.2. Par exemple :

1
SWAP3(2,3) = 0
0

= o O
o = O

Propriété 4.2.4. Soit n € N et sotent k, k' deuz entiers compris entre 1 et n. On a :
T(Swap, (k, k")) = Swap, (k, k).

Preuve Soit n € N et soient k, ¥’ deux entiers compris entre 1 et n. On a :

T(Swap,(k, k') = T (T — By — B + EXL + B0

T / _ T _T ﬁn_ nn T‘ n,n T n,m
(Swap, (k, k")) = "1, Eye —TESL +TE L + TEL

T(SwaP, (k, k) = L — Epp —E, + EL% + EZ o

T(Swap, (k, k")) = Sw. APn(k,k/)

O

Propriété 4.2.5 (permutation de lignes). Soient m,n € N deux entiers positifs et soient k, k' deuz entiers
compris entre 1 et m. Soit A € M, ,(K) une matrice de taille m x n d’éléments de K. Alors la matrice
SwaAP,,(k, k') x A est la matrice dont la l-iéme ligne est la l-iéme ligne de A pour ¢ {k,k'}, la k-iéme ligne
est la k'-ieme ligne de A, et la k'-iéme ligne est la k-iéme ligne de A.

Preuve Soient m,n € N deux entiers positifs et soient k, k' deux entiers compris entre 1 et m. Soit A
une matrice de M, ,,(K). On note A = (@i j)1<ismi<j<n-

On a:
(SWAP,, (k, k') x A); ; = >~ (SWAP,, (k, k'))i1 - ar

(SWAP,, (K, k) x )m Sun (0 —oF - of —oF -8 +oF -0 +0F - 5F)
Puis :
1. pour i ¢ {k,k'} :
R L L L N N L L L 1

Puis :

(SWAP,, (k, k') x A);j =Y, 0 - arj ;
(SwAP,, (k, k') x A)-yj =a;;

2. pouri=keti#k: , ,
St —oF +oF =9

Puis : ,
_N"™m sk .
A =202100 ~ar;

Ak, = anj

3. pouri=~keti#k: ,
Sk — OF + 0 = oF

Puis :
(SWAPm(k’7 k/) X A)k/,j = Qg j

72



4. pouri=Fketi=k: . )
o — O6F =0 +6f + o =4,
Puis :
(SWAP, (k, k') x A)k,j = ak,;
(SWAP (K, k') x A)ij = ap
O

Propriété 4.2.6 (permutation de colonnes). Soient m,n € N deux entiers positifs et soient k,k' deux
entiers compris entre 1 et n. Soit A € My, ,(K) une matrice de taille m x n d’éléments de K. Alors la
matrice A x SWAP,(k, k') est la matrice dont la I-iéme colonne est la l-iéme colonne de A pour l ¢ {k,k'},
la k-iéme colonne est la k'-ieme colonne de A, et la k-iéme colonne est la k'-iéme colonne de A.

Preuve Soient m,n € N deux entiers positifs et soient k, k' deux entiers compris entre 1 et m. Soit
A € M,, »,(K) une matrice de taille m x n d’éléments de K.
On a : T(A x Swap,(k, k') = Swar,(k, k') x TA.
Donc la transposée de A x SWAP,,(k, k') est la transposée de A donc on a permuté les lignes & et k'.
Puis A x SWAP, (k, k') est la matrice A dans laquelle on a permuté les colonnes k et k'.

O

Exemple 4.2.3.

1 00 1 2 3 4 1 2 3 4

00 1 (x|23 45 |=]34256

0 1 0 3 4 5 6 2 3 4 5
1 2 3 4 (1) ? 8 8 1 2 4 3
2 3 4 5 |x 000 1|7 2 3 5 4
3 4 5 6 00 1 0 3 4 6 5

Propriété 4.2.7. Soit n € N un entier. Soient k, k' deux entiers compris entre 1 et n. On a :

(SwWaP,, (k,k'))? =T,

4.2.3 Multiplication d’une ligne ou d’une colonne par un scalaire

Définition 4.2.3 (matrice de dilatation). Soit n € N. Soient k un entier entre 1 et n et A € K\{0} un
scalaire non nul. On note DILAT, (k, \) la matrice I, , + (A — 1) - B

Exemple 4.2.4. Par exemple,

DiLaT3(2,4) =

S O =
O =~ O

0
0
1

Propriété 4.2.8. Soit n € N et soient k un entier compris entre 1 et n et A € K\{0} un scalaire non nul.
On a : T(D1LAT,(k,\)) = DILAT,, (k, \).

Preuve Soit n € N et soient k un entier compris entre 1 et n et A € K\{0} un scalaire non nul. On a :

T(Dwar, (k,\) =T (Tnn + (A= 1) - E7))
T(DAT, (k,A) =T (L) + T(A=1) - Ep)
T(Dwat, (k,\) =TTun) + (A =1) - TED)
T(DwAT, (k,\) =L, + (A= 1) -EX) 7
T(D1LAT,, (k, \)) = DILAT, (k, \) ’
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Propriété 4.2.9 (dilatation de lignes). Soient m,n € N deuzx entiers positifs et soient k un entier compris
entre 1 et m et A € K\{0} un scalaire non nul. Soit A € M, ,(K) une matrice de taille m x n d’éléments de
K. Alors la matrice DILAT,, (k, \) x A est la matrice dont la l-iéme ligne est la l-iéme ligne de A pourl # k,
la k-ieéme ligne est la k-ieme ligne de A multipliée par le scalaire \.

Preuve Soient m,n € N deux entiers positifs et soient k un entier compris entre 1 et m et A € K\{0} un

scalaire non nul. Soit A une matrice de M,, ,,(K). On note A 2 (@i ;) 1<i<m,1<isn-
On a:
(DILAT,, (k, A) x A); ;= D" (DILAT,, (K, \))i g - arj
(DILAT,, (K, A) x A);j =20 (88 4+ (A =1)- 65 - 6F) - ay,

Puis :
1. pouri # k :
St (N —1)-6F - o = o,
Puis :
(DILAT,, (R, A) x A)ij = D" 6) - aj s
(DILAT,, (K, \) x A); j = a;j
2. pouri=F:
i+ (A=1)-0f =X-4]
Puis : i
(DILAT, (B, A) X A)gj = 20 A 0] - agj
(DILAT,, (K, A) X A)gj = A a; ;.
O

Propriété 4.2.10 (dilatation de colonnes). Soient m,n € N deux entiers positifs et soit k, k' deux entiers
compris entre 1 et n et A € K\{0} un scalaire non nul. Soit A € M, »(K) une matrice de taille m x n
d’éléments de K. Alors la matrice A x DILAT,,(k,\) est la matrice dont la [-iéme colonne est la l-iéme
colonne de A pourl # k, la k-iéme colonne est la k-iéme colonne de A multipliée par le scalaire \.

Preuve Soient m,n € N deux entiers positifs, soit k£ un entier compris entre 1 et n, et soit A € K\{0} un
scalaire non nul. Soit A € M,, ,,(K) une matrice de taille m x n d’éléments de K.
On a : T(A x DiLAT, (k, \)) = DiLaT, (k, \) x TA.
Donc la transposée de A x DILAT,,(k, \) est la transposée de A donc on a multiplié la k-iéme ligne par .
Puis A x DiLAT,,(k, \) est la matrice A dans laquelle on a multiplié la colonne k par n.
1 2 3 4
2 3 4 5 |=
3 4 5 6
10 0
y 0 1 0
0 0 0
1

O
4
X 10 |.
6
4 6 4
5 8 5
6 0 0 O 6

0
Propriété 4.2.11. Soit n € N un entier, soit k un entier entre 1 et n, et soit A\, u € K€ \{0} deuzx scalaires
non nuls. Alors DILAT, (k, \) x DILAT, (k, 1) = DILAT, (k, X - u).

Exemple 4.2.5.

W = =
= O N
v 0o W

N OO

1
= 2
3

=N
[y

Preuve

a faire en exercice
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4.2.4 Ajout de lignes et de colonnes

Définition 4.2.4 (matrice de combinaison). Soit n € N. Soient k et k' deux entiers distincts entre 1 et n et
soit A € K un scalaire. On note ADD,,(k,k’,\) la matrice L, , + X-E;"/.

Exemple 4.2.6. Par exemple,

1 4 0
Apbps(1,2,4)=| 0 1 0
0 0 1
Propriété 4.2.12. Soit n € N et soient k, k' deux entiers distincts compris entre 1 et n et soit A € K un

scalaire. On a : T(ApD, (k, k', \)) = ApD, (K, k, \).

Preuve Soit n € N et soient k, k' deux entiers distincts compris entre 1 et n et soit A € K un scalaire.

Ona:

( ( ) ="(Tnn +A-Ep)

( ( ) ="T(Tnn) +T(X-Ep)
T(ADD, (k, k', A)) =T+ A-TELL

( ( )) In,n +A- EZ;;LC

( ( )) = ApD,, (K, k, \).
[l

Propriété 4.2.13 (ajout d’une ligne). Soient m,n € N deuz entiers positifs et soient k, k' deuz entier
distincts compris entre 1 et m, et soit A € K un scalaire. Soit A € M,, ,(K) une matrice de taille m x n
d’éléments de K. Alors la matrice ADD,, (k, k', ) x A est la matrice dont la l-iéme ligne est la l-iéme ligne

de A pourl # k, la k-iéme ligne est la k-iéme ligne de A plus la k'-iéme ligne de A multipliée par le scalaire
A

Preuve Soient m,n € N deux entiers positifs et soient k, k" deux entiers distincts compris entre 1 et m
et A € K un scalaire. Soit A une matrice de M,, ,,(K). On note A = (@i )1<icm,1<isn.

On a:
(ADD,, (K, k', X)) x A); ;= D0 (ADDy (K, K/ X)) i - a
(ADD,, (k, k', X\) x A); j = Z;zl(éf + A6k 6{“ ) - ay,

Puis :
1. pour i # k : )
SE4N-oF .o =4l
Puis :
(ADDm(k, kl, )\) X A)i,j = 27;1 5,5 “apj
(ADDm(k, kl7 )\) X A)i,j = Q;,j
2. pouri=%Fk: ) .
St N-0F-6F =8t + X-oF.
Puis : ,
(ADDy (K, K A) x A)g g = 300, 60 ary + 30 A 0F - a
(ADDm(k, k‘l, )\) X A)kJ =a; + A- ag’ ;-
O

Propriété 4.2.14 (ajout d’une colonne). Soient m,n € N deux entiers positifs et soit k, k' deuzx entiers
distincts compris entre 1 et n et A € K un scalaire. Soit A € M., ,(K) une matrice de taille m x n d’éléments
de K. Alors la matrice A x ADD,,(k, k', \) est la matrice dont la l-iéme colonne est la l-iéme colonne de A
pour | # k', la k'-iéme colonne est la k'-iéme colonne de A plus la k-iéme colonne de A multipliée par le
scalaire \.
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Preuve Soient m,n € N deux entiers positifs, soit k, k' deux entiers distincts compris entre 1 et n, et
soit A € K un scalaire. Soit A € M,, ,(K) une matrice de taille m x n d’éléments de K.
Ona:T(Ax App,(k, k', \)) = ApD, (K, k, \) x TA.
Donc la transposée de A x ADD,, (k, k', A) est la transposée de A donc on a ajouté a la ligne &’ la ligne k
multipliée par le scalaire .
Puis A x ADD,,(k, k', \) est la matrice A dans laquelle on a ajouté a la colonne &’ la colonne k£ multipliée
par le scalaire .

O

Exemple 4.2.7.

Propriété 4.2.15. Soit n € N un entier, soit k, k' deux entiers distincts entre 1 et n, et soit A\, u € K deux
scalaires. Alors ADD, (k, k', \) x ADD,(k, k', u) = ADD, (k, k', \ + p).

12 0 12 3 4 58 11 14
01 0(x|2345|=|2314 5
00 1 3456 34 5 6
12 3 4 R 1 4 3 4
23 45 x| 00 0l=]27 45
345 6 000 310 5 6

k

)

Preuve
a faire en exercice

O

4.3 Matrices inversibles
4.3.1 Inversibilité & gauche et a droite

Définition 4.3.1 (matrice inversible & gauche). Soient m,n € N deux entiers positifs. Soit A € M, »(K)
une matrice de taille m x n a valeur dans K. On dit que A est inversible a gauche si et seulement si il existe
une matrice B € My, ,,(K) de taille n x m & valeur dans K telle que B x A =1, .

La matrice B est alors appelée un inverse a gauche de A.

Exemple 4.3.1. La matrice :

w o
B =N

a plusieurs inverses a4 gauche.

Par exemple, pour tout a,b € K, la matrice :

1+5a 2—2.a

— a
3 3
2-5b 1+2:b
_ b
3 3
est un inverse a gauche de la matrice :
1 2
2 1
3 4
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Preuve
a faire en exercice

O

Définition 4.3.2 (matrice inversible & droite). Soient m,n € N deuz entiers positifs. Soit A € M, ,(K)
une matrice de taille m x n a valeur dans K. On dit que A est inversible a droite si et seulement si il existe
une matrice B € M,, ,,(K) de taille n x m & valeur dans K telle que A x B =L, ,.

La matrice B est alors appelée un inverse a droite de A.

Exemple 4.3.2. La matrice :

a des inverses a droite.

Par exemple, pour tout a,b € K, la matrice :

3 3
2-2.q 1+2:b
3 3
a b
est un inverse a droite de la matrice :
1 2 3
[ 2 1 4 ]

Preuve
a faire en exercice

O

Propriété 4.3.1. Soient m,n € N deux entiers positifs. Soit A € M., ,(K) une matrice de taille m x n a
valeur dans K. La matrice A est inversible ¢ gauche si et seulement si la matrice T A est inversible & droite.

De plus, soit B € My (K) une matrice de taille n x m a valeur dans K. Alors la matrice B est un
inverse & gauche de A si et seulement si la matrice T B est un inverse ¢ droite de T A.

Preuve
a faire en exercice

O

Définition 4.3.3 (matrice inversible). Soient m,n € N deuz entiers positifs. Soit A € M, ,(K) une matrice
de taille m x n & valeur dans K. On dit que A est inversible si et seulement si il existe une matrice B €
Mo (K) telle que Ax B=1,,,, et Bx A=1,,.

La matrice B est alors appelée un inverse de A.

Notation 4.3.1. Si une matrice A est inversible, son inverse est noté A",
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Exemple 4.3.3. La matrice :

1 2 3
1 4 6
1 8 10
est inversible.
De plus, son inverse est :
2 -1 0
L T s
4 4
8
2

Preuve

a faire en exercice

O

Propriété 4.3.2. Les matrices carrés de transformation élémentaire sont inversibles.

Preuve Soit n € N un entier naturel.
1. Par la propriété 4.2.2; on a :
Lnp xLnp=TInn.
Donc I, ,, est inversible et son inverse est I, .
2. Soit B € M, ,,(K) est une matrice de permutation. Alors, par la propriété 4.2.7, ona: B x B =1, ,,.
Donc la matrice B est inversible et son inverse est B.

3. Soit k € N tel que 1 < k < n. Soit A € K\{0}. Par la propriété 4.2.11, on a : DILAT,(k,A) x
DiraT,, (k, ;) = D1LAT, (k, 1) et DILAT, (, i) x DILAT,,(k, \) = DILAT, (k,1). Or DI1LAT,, (k,1) = L, ,,.

1
Donc DILAT, (k, A) est inversible et son inverse est DILAT,, (k, ;).

4. Si il existe k, k' deux entiers distincts entre 1 et n et A\ € K. Alors, par la propriété 4.2.15, on
a:ADD,(k, k', \)x ADD,, (k, k', —A) = ADD,(k, k’,0) et ADD,,(k, k', —A)xADD,(k, k', \) = ADD,(k, k', 0).
Or, App,, (k,k,0) =1, .
Donc ApD,,(k, k', A) est inversible et son inverse est ApD,,(k, k', —\).
]

Propriété 4.3.3. Soient m,n € N deux entiers positifs. Soit A e M, »(K) une matrice de taille m x n qui

a un admet un inverse & droite B € M,, n,(K) et un inverse a gauche C € My, ,(K). Alors B =C (et A est
inversible).

Preuve Soient m,n € N deux entiers positifs. Soit A € M,,_,,(K) une matrice de taille m x n qui a un
admet un inverse & droite B € M,, ,,,(K) et un inverse & gauche C' € M,, ,(K).

On a:
B=BxL,m (par la propriété 4.2.2)
B=DBx(AxC) (parla définition 4.3.2)
B = (B x A)xC (par la propriété 4.1.2)
B=1I,,xC (par la définition 4.3.1)
B=C (par la propriété 4.2.1).

Donc B =C.

O
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4.3.2 Inversion a gauche

Propriété 4.3.4. Soient m,n € N deuz entiers positifs. Soit A € My, o(K) une matrice de taille m x n a
valeur dans K telle que A soit inversible a gauche. Alors,

1. pour toute matrice X € My, 1(K) de talle n x 1 & valeur dans K, on a : A x X = (0)i<i<m,j=1 —
X = (0)1<ign,j=1;
2. les colonnes de A forment une famille libre de R™.

Preuve
a faire en exercice

O

Propriété 4.3.5. Soient m,n € N deuzx entiers positifs. La matrice identité 1,,,, est inversible & gauche si
et seulement st m = n.

Preuve

1. (<) Soient m,n € N deux entiers positifs tels que m = n.
On a par la propriété ??, I, », x I, 5, = I, . Donc I, ,, est inversible & gauche.

2. (=) Soient m,n € N deux entiers positifs tels que I, ,, soit inversible & gauche. Les colonnes de I,, ,
forment une famille libre, donc il n’y a pas de colonne nulle, puis m > n.

O

Propriété 4.3.6. Soient m,n € N deux entiers positifstels que m = n. Soit A € M, n(K). On note
A = (a;j)1<i<ni<j<m- Alors A est un inverse a gauche de 1, ,, si et seulement si pour tout i entre 1 et n
et tout j entre 1 et n, on a : a;; = 0;.

Preuve

a faire en exercice

O

Propriété 4.3.7. Soient m,n € N deuz entiers positifs. Soit A € My, o(K) une matrice de taille m x n a
valeur dans K. Soit B € My, ., (K) une matrice inversible de taille m x m. Alors A est inversible & gauche
si et seulement si B x A est inversible a gauche.

Propriété 4.3.8. Soient m,n € N deuz entiers positifs. Soit A € My, o(K) une matrice de taille m x n a
valeur dans K. Soit B € M, ,(K) une matrice inversible de taille m x m. Soit C € M, ., (K) une matrice
de taille n x m & valeur dans K. Alors C est un inverse d gauche de A si et seulement si C x B~! est un
inverse & gauche de B x A est inversible a gauche.

Preuve On prouve les propriété 4.3.7 et 4.3.8 en méme temps.

1. (=) Soient m,n € N deux entiers positifs. Soit A € M,, ,,(K) une matrice de taille m x n a valeur
dans K. Soit B € M, ,,(K) une matrice carrée inversible de taille m. On suppose que A est inversible
a gauche. Soit C' € M,, ,,,(K) un inverse & gauche de A.
Ona:

(Cx B 1) x(BxA)=(Cx(B™'xB))xA (parla propriété 4.1.2)
(C x B D x (B x A) (C’ X Im m) x A (par la définition 4.3.3)
(CxB 1) x(BxA)=CxA (par la propriété 4.2.2)
(C x B D x (B x A) nn (par la définition 4.3.1)
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2. (=) Soient m,n € N deux entiers positifs. Soit A € M,, »,(K) une matrice de taille m x n a valeur
dans K. Soit B € M, ,(K) une matrice inversible telle que B x A soit inversible. On a : B~! est une
matrice inversible et de plus A = B~ x (B x A). On peut dont appliquer la preuve du sens direct (=)
de la propriété que ’on est en train de montrer. Ainsi, A est inversible & gauche.

O

Définition 4.3.4. Soient m,n € N deux entiers positifs. Une matrice A € My, »,(K) de taille m x n est dite
échelonnée, si et seulement si il existe une fonction PIVOT qui associe & chaque indice de ligne de A non
nulle un indice de colonne, tel que :

1. Pour chaque ligne non nulle d’indice i, la premiére colonne non nulle a pour indice PIVOT(%).
Pour chaque ligne non nulle d’indice i, A;prvor(iy = 1.
Pour chaque ligne i non nulle, A; pvoriy est le seul élément non nul de la colonne PIVOT(i).

Pour chaque paire de lignes non nulles, d’indice i et j, on a : 1 < j = PIVOT(i) < PIVOT(j).

Les lignes nulles, si il y en a, sont a la fin de la matrice.

Exemple 4.3.4. La matrice
10 0 5
0 01 4
0 0 0O

est échelonnée. La fonction PIVOT associe 1 4 1 (le pivot de la premiére ligne est sur la premiére colonne),
et 2 4 3 (le pivot de la seconde ligne est sur la troisiéme colonne).

Algorithme 4.3.1 (pivot de Gaus). Soient m,n € N deuz entiers positifs. Soit A € My, »,(K) une matrice
de taille m x n. Alors, quitte a permuter les lignes de A, multiplier les lignes de A par une constante non
nulle, et ajouter a une ligne une autre ligne multipliée par une constante, alors on peut écrire A sous forme
échelonnée.

On suppose m =1 et n > 1.

1. Posons p < 1.

2. Si A nest pas échelonnée, on prend la premiére colonne jo telle qu’il existe une ligne ig telle que
a;; # 0, avec 1 = p.

3. On permute la ligne p et la ligne ig.
4. On wutilise la ligne p pour annuler le reste de la colonne jg.
5. On posep —p+1.

Preuve On montre par récurrence que les p — 1 premiéres lignes de A forment une matrice échelonnée.

O

Propriété 4.3.9. Soient m,n € N deux entiers positifs. Soit A € My, ,(K) une matrice échelonnée a valeur
dans K. Alors la matrice A a un inverse d gauche si et seulement st A =1,, , et m = n.

Preuve Soient m,n € N deux entiers positifs. Soit A € M,,, ,(K) une matrice échelonnée & valeur dans
K.

1. (e)Sim=2net A=1L,,.
Alors, par la propriété 4.3.5, A est inversible & gauche.

2. (=) Soit B € M, ,n(K) un inverse a gauche de A. Supposons, par I’absurde, qu’il existe une colonne
sans pivot. Prenons la colonne sans pivot d’indice minimal jo. On a :

(a) jo < min(m,n).
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(b) Pour k, k' € K tels que 1 < k < jo et 1 <k < jo, ag s = 6.
(c) Pour k € K tel que jo <k <m,ona: agj =0.
Puis, pour i € N entre 1 et [, on a :
Jo—1

1

i
rjo - Qi = Y Gk jo - O
k=1 k=1

Jo—

On distingue deux cas :
(a) sii<jg,ona:

jo—la T
k=1 %k,jo * Wik = Ui jo

(b) si¢ > jo,ona:
Jjo—1 _
k1 Qkjo " Gik =0,
Jo—1 e — .
k=1 Qk,jo ~ Qi,j = Qi jo-
Dans les deux cas,
Jjo—1 ) .
k=1 @k.jo * Aik = Qi jo-
Ainsi la colonne jg est la combinaison linéaire des colonnes 1 & jo —1 avec les coefficients a1 j, & aj,—1,j,-

Puis les colonnes de A ne sont pas libres.
Donc ??, A n’est pas inversible & gauche.

O

Propriété 4.3.10. Soient m,n € N deuz entiers positifs. Soit A € M., »,(K) une matrice & valeur dans K.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. A a un inverse a gauche;
2. A peut s’écrire sous la forme B x 1, ,, oi B est le produit de 0, une, ou plusieurs matrices de trans-
formation élémentaire, toutes carrées et de taille m.

Preuve

a faire en exercice

O
Algorithme 4.3.2 (inversion & gauche). Soient m,n € N deux entiers positifs. Soit A € M, ,(K).

1. On utilise l’algorithme 4.3.1 permet de vérifier si A a un inverse 4 gauche.
2. — soit la matrice n’est pas inversible ;
— soit la matrice est inversible :
(a) on a calculé une matrice B € My, ., (K) carrée de taille m et a valeur dans K qui vérifie :
BxA=1,.;
(b) on calcule B x L, ,,, en faisant agir les mémes transformations élémentaires qui ont transformé
Aenly, sur Ly m;
(c) Uensemble des inverses a gauche de A est alors l’ensemble des matrices C x B x I, . pour
chagque matrice C 2 (cij)icisni<icm € Mupm(K) de taille n x m a valeur dans K et telle que
pour tout i tel que 1 < i < n et pour tout j tel que 1 <i < n, on ait ¢;; = ;.

Preuve
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a faire en exercice

O

Exemple 4.3.5. Reprenons l'exemple 4.3.1. On fait agir en paralléle les mémes transformations sur la

matrice

1 2
2 1
3 4
et la matrice 1, p, :
1 2 1 00
2 1 010
3 4 0 0 1
Lo« Ly—2-1, 12 100
0 -3 -2 1 0
Ly —L3—3-1, 0 —9 30 1
1 0 0
-1 12 2 -1
0 -2
-3 0 1
T 5 0
L1« Li—2-Lo (1) (])- E ;1 0
L3 «— L3 + 2 - L2 0 0 3 3
o2y
3 3
Puis les inverses a gauche de
1 2
2 1
3 4
sont les matrices de la forme :
12
3 3
1 0 a 2 -1
[ 01 b ] “I 5 5 °
-2
3
Puis les inverses a gauche de
1 2
2 1
3 4
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sont les matrices :

1+5a) 2+2a
- - a
3 3
2—-5b 1+2b
By
3 3

Lemme 1. Soit n € N un entier naturel. Soient k, k' € N tels que 1 <k <n et1l <k < n. Soit Be M, ,(K)
une matrice carrée de transformation élémentaire et de taille n. Alors il existe une matrice C' € M,, ,,(K)
carrée de transformation élémentaire et telle que :

Swap,,(k, k') x B = C x SWAP,,(k, k")

Preuve Soit n € N un entier naturel. Soient k, k' € Ntelsque 1 < k <net 1 <k < n.Soit Be M, ,(K)
une matrice carrée de transformation élémentaire et de taille n.

On note :
N - N
Al o 1 sl {kE)
TV - K sil=k
I - k sil=k.

On distingue plusieurs cas sur la forme de B :
1. si B =14,
on a: SWAP, (k, k') x I, ,, =1, , x SWAP,(k, k") ;
2. si B est une matrice de permutation,
solent [ et I’ entre 1 et n, tels que B = SwaP,(,1'),
on a: SWAP,(k, k) x SwaP,,(I,I') = SWAP,(al,al’) x SwAP, (k, k') ;
3. si B est une matrice de dilatation,
solent [ entre 1 et n et A € K\{0},
on a: SWAP, (k, k') x DILAT, (I, A) = DirLAT, (o (1), ) x SWAP, (k, k') ;
4. si B est une matrice de d’ajout,
soient [,!’ entre 1 et n et X € K,
on a: SWAP,(k, k') x ADD,(I,',\) = ADD,(cl,ol’, \).
]

Lemme 2. Soient m,n € N deuz entiers positifs. Soit B € My, . (K) une matrice carrée de transformation
élémentaire, de taille m, qui n’est pas une matrice de permutation. Alors il existe une matrice carrée C €
M, o (K) de transformation élémentaire, de taille n telle que B x L, ,, = 1, , x C.

Preuve
a faire en exercice

O

Théoréme 4.3.1. Soient m,n € N deux entiers positifs. Soit A € M, o(K) une matrice ¢ valeur dans K.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible a gauche;

2. m =n et A peut s’écrire sous la forme B x 1., ,, ot B est le produit de 0, une, ou plusieurs matrices
de transformation élémentaire, toutes carrées et de taille m ;
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3. les lignes de A forment une famille génératrice de R™ ;

4. les colonnes de A forment une famille libre dans R™ ;

5. pour toute matrice X € M, 1(K) telle que A x X = (0)1<i<n,j=1, on ¢ X = (0)i1<i<m,j=1;
6. pour toute matrice Y € M, 1(K), il eziste une matrice X € M, 1(K) telle que TAx X =Y.

4.3.3 Inverse a droite

Algorithme 4.3.3 (inversion & droite). Soit A € M,, »,(K) une matrice de taille m x n d valeur dans K. On
utilise lalgorithme 4.3.2 pour décider si la transposée de A est inversible 4 gauche, et calculer ses inverses
a gauche.

1. si TA n’est pas inversible a gauche, alors A n’est pas inversible a droite ;

2. les inverses a droites de A sont alors les transposées des inverses a gauche de T A.
Preuve

a faire en exercice

O

Théoréme 4.3.2. Soient m,n € N deuz entiers positifs. Soit A € M, o(K) une matrice ¢ valeur dans K.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible 4 droite ;

2. m < n et A peut s’écrire sous la forme 1,,,, x B ot B est le produit de 0, une, ou plusieurs matrices
de transformation élémentaire, toutes carrées et de taille n ;

les colonnes de A forment une famille génératrice de R™ ;

les lignes de A forment une famille libre dans R™ ;

pour toute matrice X € M, 1(K) telle que TA x X = (0)1<ign j=1, on a X = (0)1<i<m.j=1;
pour toute matrice Y € M., 1(K), il existe une matrice X € M,, 1(K) telle que Ax X =Y.

SN

4.3.4 Inverses

Propriété 4.3.11. Soit n € N un entier naturel. Soit A € M,, ,(K) une matrice carrée de taille n et a
valeur dans K. Alors A est inversible d gauche si et seulement si A est inversible a droite.

Preuve Soit n € N un entier naturel. Soit A € M,, ,,(K) une matrice carrée de taille n et & valeur dans
K. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible & gauche;
2. les lignes de A forment une famille génératrice de (R™, +,-); (par le théoréme ?7)
3. les lignes de A forment une famille libre dans (R™, +, ) ; (pour des raisons de dimensions)
4. A est inversible a droite. (par le théoréme ?7)
O

Propriété 4.3.12. Soit n € N un entier naturel. Soit A € M,, ,(K) une matrice carrée de taille n et a
valeur dans K. Alors un inverse a gauche de A est aussi un inverse a droite de A (et réciproqguement).

Preuve Soit n € N un entier naturel. Soit A € M,, ,,(K) une matrice carrée de taille n et & valeur dans
K. Soit B € M, ,(K) un inverse & gauche de A. On sait que A est inversible & gauche. Donc il est aussi
inversible & droite. Soit C' € M,, ,(K) un inverse a droite. On sait par la propriété 4.3.3, que B = C.
]

84



Propriété 4.3.13. Soit n € N un entier naturel. Alors les matrices inversibles de M, »(K) sont les matrices
obtenues comme produit d’un nombre arbitraire de matrices élémentaires carrées de taille n.

Algorithme 4.3.4 (pivot de Gaus sur une matrice carrée). Soit n € N un entier naturel. Soit A € M,, ,(K)
une matrice carrée de taille n a valeur dans K.
On suppose que n = 1.

Onposep=1, Xg=A,etYy=1,,.

Sip=n+1, A est inversible, et son inverse est Y.

On note Xp—1 = (i j)1<i<n,1<j<n-

St pour tout i = p, x; , = 0 alors la matrice A n’est pas inversible.
On prends le plus petit indice io tel que ig = p et tel que x;, , # 0.

On permute la ligne p et la ligne iy a la fois dans la matrice X,_1 et dans la matrice Y,_;.

NS S oo~

On utilise la ligne p pour annuler le reste de la colonne jo dans la matrice X,_1, tout en effectuant les
mémes transformations dans la matrice Y,_q

8. On pose X,, et Y, les matrices obtenues.

9. p—p+1,

Preuve On a appliqué ’algorithme 4.3.1, en remarquant que si on forme une colonne qui s’annule sur
toutes les lignes qui n’ont pas encore de pivots, alors on ne peut pas obtenir la matrice I,,,, & la fin. On

prouve, en case de succés de ’algorithme, que pour tout p, on a : A =Y, x A,. Puis, Y, est 'inverse de A.

O

Exemple 4.3.6. La matrice :

1 2 3

2 1 3

0 1 1

n’est pas inversible.
En effet,

1 2 3
2 1 3
0 1 1
1 2 3
LQ(—LQ—Q'Ll O —3 —3
0 1 1
B [ 1 2 3]
L2<—f'L2 1 1
| 0 1 1 |
L1<—L1—2'L2 1 2 1
Ly« L3 — Loy _0 0 O_

Cette derniére matrice n’est pas inversible, car elle a une ligne nulle (donc ces lignes ne forment pas une
famille libre de R3.

85



Exemple 4.3.7. La matrice :

1 2 3
1 2 4
01 2
est inversible.
On trouve son inverse par pivot de Gaus :
[ 1 2 3] 100
1 2 4 01 0
| 0 1 2 | 0 0 1
[ 1 2 3] [ 1 0 0 ]
Lg(—LQ—Ll 0 1 -1 1
| 0 1 2 | | 0 0 1 |
[ 1 3 ] [ 1 0 0 ]
Lo < Lsg 01 2 0 0 1
[ 0 0 1| | -1 1 0
1 0 -1 1 0 -2
0 0 1 -1 1 0
Ly Ly + Ls 1 0 0 1 -2
Lo Io—9.1 01 0 2 -2 1
2 2 3 0 1 -1 1 0
On peut vérifier que la matrice : .
0 1 =2
2 =2 1
-1 1 0 |
est linverse de la matrice :
1 2 3
1 2 4
01 2
1 2 3
1 4
0 1 2
0 1| -2 1 2—2 4—4
2 | =2 1 2—2 |4—441]6—8+2
—-11] 1 0 —-14+1| —24+2 —-3+4

Théoréme 4.3.3. Soient m,n € N deuz entiers positifs. Soit A € M., ,(K) une matrice ¢ valeur dans K.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est inversible ;
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2. A peut s’écrire sous la forme d’un produit de 0, une, ou plusieurs matrices de transformation élémen-
taire, toutes carrées et de taille n ;

3. m =n et les colonnes de A forment une famille génératrice de R™ ;

4. m < n et les colonnes de A forment une famille libre de R™ ;

5. m>=n et les lignes de A forment une famille libre dans R™ ;

6. m < n et les lignes de A forment une famille génératrice de R™.

7. m = n et pour toute matrice X € M., 1(K) telle que TAx X = (0)1<i<n j=1, on ¢ X = (0)1<i<m,j=1;

8. m = n et pour toute matrice Y € M., 1(K), il existe une matrice X € M,, 1(K) telle que Ax X =Y.

9. m < n et pour toute matrice X € M,, 1(K) telle que A x X = (0)1<i<m,j=1, on ¢ X = (0)1<ign,j=1;
10. m < n et pour toute matrice Y € M,, 1(K), il existe une matrice X € My, 1(K) telle que TAx X =Y.

Fin de la 6¢ semaine.

4.4 Matrices d’application linéaires

(voir le DM)
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