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Methodesa noyaux en apprentissage statistique

Motivations:

{ Algorithmes creraux et modulaires pour l'analyse de deas
multivarees

{ Peu d'hypothese sur le type de donrees

{ Garanties tleoriques

Principe de sparation entre

1. Repesentation des donrees a l'aide de noyaux (fonction de
comparaison de deux donrees)
2. Algorithmesutilisant uniguement desevaluations de noyaux



Plan du cours

1. Noyaux et espaces de Hilberta noyaux reproduisants (FH

Noyaux e nis positifs, Noyaux de Mercer, RKHS

2. Methodesa noyaux gererales
Astuce du noyau et theoeme du repesentant
Kernel ridge regression, Kernel PCA / CCA
3. Methodesa noyaux et optimisation convexe
Rappels d'optimisation convexe
Support vector machines
4. Design/apprentissage du noyau

Donrees structuees - applications
Normes ; et parcimonie



Principe

caree e nie par Ky = k(x;;X;j)
X \input space" arbitraire
K 2 R" " = matrice de noyau

Algorithmes utilisent toujour<'!



Noyaux @ nis positifs
Fonctionk : X X 7! R
Symnetrique: 8x;y 2 X ; k(x;y) = k(y;x)
est ¢t nie positive, I.e.,

8 2R": K = i k(Xi;xj) > 0
I =1



Examples de noyaux ¢ nis positifs

Lireaire: X = RY, k(x;y) = X"y
Gererique: supposons donre un \feature map": X 7! F ,

kK(X;y) = h( x); ( Y)IF
{ Example:F = RY, mais peut étre plus gereral

Polynomial en 1 dimensionX( = R):

{ (X)=(1:2%x%)7 ) k(xy)=(1+ xy)?

s 1=2
{ (x)2R¥ avec ( x)x = kdl x 1) k(xy)=(@1+ xy)e
{ Polynomial en dimensiop > 17



Noyaux ¢ nis positifs = produits scalaires

Theoeme (Aronszajn, 1950): k est un noyau d.p. ssi il existe un
espace de Hilberk et un \feature map" : X 7!'F tels que

k(X;y) = h( x); ( Y)iF

Remarques:

{ F peut avoir une dimension in nite
{ Determiner a partir de k pasevident a priori
{ Recettes plus ou moins explicites (RKHS, Mercer)



Operations sur noyaux e nis positifs

structure de cone

{ knoyaud.p., > 0) Kk noyau d.p.
{ ki, ko noyaux d.p.) ki + ky noyau d.p.

K1, Ko noyaux d.p.) kiks noyau d.p.



Noyau polynomial en dimension p> 1

De nition: k(x;y) = (1+ Xx7y)°

P
Premere expansionk(x;y) = oy %, (x> y)k*!

Deuxeme expansion:

> N\ K x | X k! i i
(x7y)" = Xiyi = — iOI!(X1Y1)1 (Xdya) '

- . _ I1:
1=1 11+ +ig=k 1

( x) contient tous les monomes (avec des poids} xljd avec
1+ +1ig6 K

Dimension deF: P4% (grand!)



Noyaux invariants par translation sur X = RP

Noyau de la formek(x;y) = q(x Y), 92 L?(RP) continue

Proposition: k est d.p. ssi la transfornee de Fourié€p(! ) de q est
positive ou nulle pour tout 2 RP

{ Preuve ...
. 2
Example classique: noyau Gaussi€m;y) = e ** Yk

Quel est (si Il existe) le \feature space" et le \feature map"



Resune provisoire

Noyau d.p., K matrice symnetrigue semi-ce nie positive
Noyaux explicitement de la formke(x;y) = h( X); ( Y)IF
Noyaux implicitement de cette forme (e.g., noyau Gaussien)

Deux treories permettent de \construire" :

{ Espaces de Hilberta noyaux reproduisants (RKHS)
{ Noyaux de Mercer



e nition d'un RKHS

Soit X un ensemble quelconque Et un sous-espace de des fonctions
de X dansR, qui est muni d'un produit scalaire Hilbertien.

F est un RKHS avec noyau reproduisant X X ! R ssi:

{ F contient toutes les fonctions de la forme

K(X; ) ry 7V k(x;y)
{ 8x2X andf 2 F,

f(x)= H;k(;x)iF

(i.e., k( ;x) correspond au \Dirac" erx)



Proprees des RKHS (Aronszajn, 1950)

Unicike: si il existe un noyau reproduisant, il est unigue

Existence: un noyau reproduisant existe 8si2 X, la forme lireaire
f 7! f (x) est continue

Si k est un noyau reproduisant, aloks est un noyau d ni positif

Si k est un noyau ce ni positif, alorsk est un noyau reproduisant
(pour un certain RKHSF)

Preuves...



Construction du RKHS pour un noyau d.p.

Construction deF, I'ensemble de combinaisons lireaires nies de
fonctionsk( ;y),y 2 X

Produit scalaire suFq de ni par

X X X X
h iK( 5 Xi); i KO3 Y ey = o K(Xi3Yi)
i J ]

{ Incependant de la decomposition (preuve...)

{ Produit scalaire (preuve...)
{ Competion de l'espace pe-Hilbertiert-¢ par les limites de suites

de Cauchy pour obtenir I'espace de Hilbéit

Interpetation de la normekf kg ?



Interpetation de la norme  kf k2

La norme contrble les variations de

JT(x) fWi=ihk(;x) K(;y)irj6 kfkekk(;x) K(;y)ke

La norme du RKHS controle la constante de Lipschitz fdgour la
metrique dk(X;y) = kk(;x)  K(;y)kr

Cas des noyaux invariants par translation $Rit:

{ k(xy)=alx )
- o _ ROE())? ,
{ Onobtientki kg = ., =575-d! |
{ NB: transformee de FourieiF (1 ) = f (x)e ™ dx

{ d=1, Gaussian kernel, Exponential kernel (Sobolev space)



Noyaux de Mercer

Construction semi-explicite d'un \feature space" egale l&nsemble
des suites de eels

Hypotreses: X espace netrigue compact muni d'une mesure
noyauk noyau d.p. continu.

Theoeme de Mercer: il existe une base Hilbertienne dé( ) de
fonctions continuey ; et une suite cecroissantd ;) tendant vers
zero, telles que

P
8x;y 2 X ; k(x;y) = (%) i(y)

=1

p_i i(X))i2n

Corollaire: Feature map: X! 2, x 7! (



Noyaux de Mercer - Sclema de preuve

Ogperateur lireaire L ¢ ni par
Z

Lyf (X) = ) K(x;t)f (t)d (t)

Cet operateur est continu, compact, auto-adjoint et posit

Theoeme spectral (esultat classiqgue d'analyse fononnelle implique
I'existence d'une base Hilbertienng et de la suite ; de vecteurs
propres et valeurs propresx i = i .

Construction \semi-explicite"



\Example a1 tout peut étre calcue"”

\input space": X =[0;1] avec contraintes de periodicie, muni de la mesure de
Lebesgue

Base delL.?: cp(x) =1, c (x) = p?cost S (X) = Io?s.ian . > 0.

Norme:
Z 2 [Z
kf ké = f(x)dx + fo(x)zdx
° X
= hco;fifz+ (m;fifz+m;fifz)(2 )2
> 0
Noyau
X 2
k(x;y) = 1+ (2 ) “(c (xX)c (y)+ s (x)s (y))

0

= 1+%(x y bx yo? (x y bx yc)+1=6



Fesune - Noyaux

Noyaux ce nis positifs = produits scalaire de \features"

K(X;y) = h( x); ( y)i

Noyaux de Mercer: \feature map" obtenua partir de l'opettaur de
convolution

RKHS: construction explicite sans hypotheses

Interpetation de la norme du RKHS en terme de egularigles
fonctions

Noyaux classiques: lireaires, polynomiaux, Gaussiens



Plan du cours

1. Noyaux et espaces de Hilberta noyaux reproduisants (FH

Noyaux e nis positifs, Noyaux de Mercer, RKHS

2. Methodesa noyaux gererales
Astuce du noyau et theoeme du repesentant
Kernel ridge regression, Kernel PCA / CCA
3. Methodesa noyaux et optimisation convexe
Rappels d'optimization convexe
Support vector machines
4. Design/apprentissage du noyau

Donrees structuees - applications
Normes ; et parcimonie



Methodesa noyaux
Principes et premiers algorithmes

Astuce du noyau - exemples simples
Theoeme du repesentant
Apprentissage non supervise: Kernel ridge regression

Apprentissage supervie: Kernel PCA / CCA



Astuce du noyau

noyau d.p. corresponda des \features" potentiellementmobreux et
souvent implicites

Principe: tout algorithme sur des vecteurs de dimensioneni
n'utilisant que des produits scalaires peut étre utilie remplacant
le produit scalaire par n'importe quel noyau ce ni positif

Nombreuses applications



Exemple de nethodesa noyaux - |

Distances dans le \feature space"

de(xy)?=Kk( x) (Yki = k(x;x)+ k(y;y)  2k(x;y)



Exemple de nethodesa noyaux - I
Algorithme simple de discrimination

Donreesxq;:::;Xn 2 X, classesy/y;:::.;yn 21 1;1g
Compare les distances aux moyennes de chague classe

Equivalenta classi erx en utilisant le signe de
1 X 1 X

: K(X; X :
#fl;yizlgi;yi:1 bixi) #ILYi = 1gi;Yi: 1

k(X; X;)

Preuve...

Interpetation geonetrique des fenétres de Parzen



Exemple de nethodesa noyaux - Il
Centrage des donrees

Matrice de noyalK 2 R", Ky = K(Xi;Xj) = h( xi); ( Xj)i

Matrice dB noyau des donrees centeé¢S; = h( X;) ; (X)) |
— 1 n

FormuleK = K , avec , = I, % et E matrice constante

egalea 1.

preuve...

NB: n'est pas de la forme( z), z 2 X (cf. probeme de la
pe-image)



Treoeme du repesentant

Soit X un ensemble, un noyau d.pk et son RKHS assocd-, et

Soit J : R"*1 I R strictement croissante par rapporta la dernere
variable

Toute solution du probeme d'optimisation suivant

min J(f (x1);: 25 (Xn); kf ke )

P
secrit de la formef = = L, k(;x)).

P
Cadre classiquemins o -, “i(f (x;))+ kf k2

Preuve...



Kernel ridge regression (spline smoothing)

Moindres cares

X , ,
min= (yi f(x))°+ kfkg

f2F N .
1=1

P
Vue 1: treoeme du repesentant) f = L, ik(;Xi)

{ equivalenta
mn = (yi (K ))*+ 7K

{ Solutionegalea =(K +nl ) y+ " aveck" =0
{ Solutionf unique!



Kernel ridge regression
Exemple (from Vert, 2007)




Kernel ridge regression
Remarques

Liens avec le lissage par splines

Autre vue:F2 R4 2 Rn d

min }ky wk? +  kwk?
w2Rd N

Solutionegaleaw=( > + nl ) 1 >y
Noter quew= ~( ~+nl ) ly

wegala K



Kernel PCA

Analyse en composante principale lireaire

N\
w” T w var(w” X)
max = max
w2RP W”W  w2RP W~ W

{ w est le plus grand vecteur propre de
{ Debruitage, repesentation des donrees

{ Vue 1: mZan var(t;/(v>>\<N);W|) Vue 2: EnZale VaL(ff Ig( )
W F
{ Solutionf,w = inzl iK(;Xj) et plus grand vector propre de

K= nK
{ Interpetation en termes d'operateurs de covariance



Denoising with kernel PCA (From Schelkopf, 2005)

(Gaussian noise ‘speckle’ noise
origQ | Z3IYSCTEY0 1 Z34S61¥9
nolsy TS EERTENO L LAY S TTY
n=1070990878707888081787°%
Pl 40123v067070123036707
(| 160123986 T8901234936729
A (MOW2346ﬁTf$OT£3¥$G?39
SO EERERTERO I L AYSHETTY
n = 5'...'.'..0'...0.'.3
K 40183398678901830367879
Pl 1012398678901 2349867279
(0 (lO1TZ3486T7TE701234861729
A 22001Z34867€90123486727

linear PCA

reconstruction

kernel PCA

reconstruction



Canonical correlation analysis

A A

Y
Y

Given two multivariate random variables, and x,, nds the pair of
directions 1, » with maximum correlation:

'C
12
(X1;X2) = max corr( { X1, 1 X») = max 1 12 2 -
1; 2 2 TC 1=2 TC 1=2
1 V“~11 1 2 w22 2
Generalized eigenvalue problem:
0 C12 1 C11 0 1

C21 0 2 0 C22 2



Canonical correlation analysis in feature space

]

( X1) fq

Y

f2

A

]

( X2)

—
-

Given two random variablex; and x, and two RKHS F; and
F>, nds the pair of functionsf, fo with maximum regularized

correlation:

max

cov(f1(X1);f2(X2))

fuf22F (Var(fo(X1))+ nkfikg )1=2(var(f2(X2)) +  nkfokg )1=2

Criteria for independence (NB: independeng&euncorrelation)



Kernel Canonical Correlation Analysis

Analogous derivation as Kernel PCA

K1, K> Gram matrices of x}g and f x,g

TK 4K
max 1 r1he 2

o< N (KE+ Kq) 1)2( J(KE+ K p) )12

Maximal generalized eigenvalue of

0 KiK> 1 Kf+ K1 0
KoK ¢ 0 2 0 K22+ K »



Kernel CCA
Application to ICA (Bach & Jordan, 2002)

Independent component analysis: linearly transform daialsto get
Independent variables

Sources Mixtures

7
) “’Q
»
9 0%
LN

Whitened ICA _
Mixtures 2 Projections /\ y2




Empirical results - Kernel ICA

Comparison with other algorithms: FastICA (Hyvarinen,B99Jade
(Cardoso, 1998), Extended Infomax (Lee, 1999)

Amari error ;: standard ICA distance from true sources
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Plan du cours

1. Noyaux et espaces de Hilberta noyaux reproduisants (FH

Noyaux e nis positifs, Noyaux de Mercer, RKHS

2. Methodesa noyaux gererales
Astuce du noyau et theoeme du repesentant
Kernel ridge regression, Kernel PCA / CCA
3. Methodesa noyaux et optimisation convexe
Rappels d'optimisation convexe
Support vector machines
4. Design/apprentissage du noyau

Donrees structuees - applications
Normes ; et parcimonie



Rappels d'optimisation

Livre tes utile (et gratuit!):
S. Boyd and L. VandenbergheConvex Optimization Cambridge
Univ. Press, 2003.



Rappels d'optimisation
Probeme gereral, x 2 X

minimiser  f (x)

soumisa hij(x)=0; 8 =1;:::;m

Pas d'hypotreses suf; g;; h; (pour le moment!)
f 2[1 ;1) le mnimum global

Lagrangien: 2 R™, 2 RY
X X
L(x;; )=f(X)+ hi (x) + i g (X)
| J



Rappels d'optimisation

Lagrangien: 2 R™, 2 R’

X X
L(x;; )=f(Xx)+ hi(x) + i Gj (X)
i j
Fonction duale
a(; ) = inf L(x;; )
X 2X g 9
< X X =
= it T(x)+ hi (x) + i g (X).

| J
Probeme dual (toujours concave):

min__a(; )

2RM; 2RP



Dualie

d maximum global du probéme dual
Dualie faible (toujours vraie)d 6 f

Dualie forte d = f siI:

{ h; anes, g convexesf convexe
{ Condition de Slater (point primal strictement faisable)
{ Conditions recessaires et su santes d'optimalie:
X minimizesL(x; ; )
\complementary slackness™8i;J; ;hj(x )=0; ;hi(x)=0

preuve...



Algorithmes d'apprentissage \lireaires"
et egularisation

Minimiser par rapportaf 2 F :

X 2
if(a) oKk
=1

Erreur sur les donrees + Reqularisation

Regression lireaire : y 2 R, pediction ¢ = f (x), co0t quadratique
(y;f)=3(y PP=s3y f)?



Cotts pour la classi cation lireaire

Classi cation lireaire : y 2 f 1;1g
pediction ¢ = sign€f (x))

coOt de la forme (y;f) = (yf)

\Wrai" colt:  (yf) =1yi< o

CoQts convexes classiques
5 : : :

— 0-1

4 — hinge
square
logistic




Support vector machine (SVM)
Donrees: x; 2 RP,y; 2f 1;1g,i=1;:::;n

Probeme primal:

L 1 X
minimiser ékwk2 + C i
i=1
soumisa >0; ;>1 vy (w X+ b); 8i
Probeme dual: | 5 L X
maximiser i é i jyiyjKij
i=1 ij =1
soumisa 06 ;6 C; 8i

X0
Yi =0
i=1



Support vector machine (SVM)

Probéme dual:

X 1 X
maximiser 5 i YiYi K

i=1 I =1

soumisa 06 ;6 C:; 8i
X

yi =0
i=1
. P
A l'optimum, w= .., iX;

Conditions d'optimalie - vecteur supports
Interpetation geonetrique

Kernelization



Algorithmes pour la SVM

Programmation quadratiqueO(n3°) en gereral pour pecision
maximale

Pecision requise> 10 % je., n '

{ Algorithmes du premier ordre e aces
{ complexite pratique de I'ordre d€&(n?%) (SMO)

Algorithmes de chemin (Hastie et al., 2004)



Cotts pour la classi cation lireaire

Classi cation lireaire : y 2 f 1;1g
pediction ¢ = sign€f (x))

coOt de la forme (y;f) = (yf)

\Wrai" colt:  (yf) =1yi< o

CoQts convexes classiques
5 : : :

— 0-1

4 — hinge
square
logistic




Regression logistique

Donrees: x; 2 RP,yi 2f 1;1g,1=1;:::;n

Probeme primal:

X

minimiser Ekwk2 +  log(d+exp( vi(w> X+ b))
=1

CoQlt dierentiable

{ O(n3) si kernelie
{ O(nd?+ d3) si l'input space ad dimensions

Comparaison egression logistique / SVM



SVM multi-classes

Plusieurs stratgies

1. pertes cedees

2. Utilisation de SVM binaires
{ \one-vs-one"
{ \one-vs-rest"



Estimation de support

Probeme primal de la SVM:
o 1 X
minimiser ékwk2 + C i
=1

soumisa ;>0 ;>1 vyi(wXx;+b); 8i

Et si toutes lesetiquettes sontegalesa 17

1 X
minimiser ékwk2 + C i
=1

soumisa >0 wXx,+b>1 ;8



Methodesa noyaux - Resune

Classi cation / egression
Kernel PCA / CCA

Autres

{ Clustering
{ Ranking
{ etc...



Theorie de l'apprentissage pour les nethodesa
noyaux

P
Classi cation avec perte [, (vif (xi))
f}, estimateura partir den points sur la bould f; kf ke 6 Bg

perte =L (f)= E (Yf(X))

Resultat 1
EL (f,) L 6§'§TB+ inf L (f) L
n kf kg 6B

Resultat 2 (Liens avec la \vraie" perte)8f :

L(f) L 6 (L (f) L)



Choix du noyau - donrees vectoriels

Noyau lireaire : choix de C

Noyau polynomial : choix de C et de l'ordre

Noyau Gaussien : choix de et largeur de bande

{ grande largeur de bande = noyau lireaire
{ faible largeur de bande plus proche voisin

Validation croisee ou optimization des bornes?

Donrees non vectorielles - autres noyaux?



Plan du cours

1. Noyaux et espaces de Hilberta noyaux reproduisants (FH
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Donrees structuees

L'input spaceX est arbitraire!

Domaines d'applications avec donrees structuees

{ Traitement du texte
{ Bioinformatique
{ Analyse d'image

Principes de construction de noyau

{ (Xx)exp
{ (Xx)exp
{ (x)Imp

icite, k(X;y) calcue commeh( Xx); ( y)i
icite tes grand,k(X;y) simplea calculer
Icite tes grand, k(x;y) simplea calculer



Noyaux pour documents

Document repesent par le compte de mots
( X)mot = Nombre d'occurence du mot dans le document

Tes utllie en texte



Noyaux pour fquences

Squences = suite nite (de longueur arbitraire) deemets d'un
alphabet

Feature space indexe par toutes les ssquences possibles
( X)s = nombre d'occurence de dansx

noyauk(x;y) = " sh( X)s; (Y)sl

calculable en temps polynomial

Variantes



Noyaux pour images (Harchaoui & Bach, 2007)

La plupart des applications des nethodesa noyaux:

{ Construction d'une large base de descripteurs (e.g., oeities$)
{ Utiliser une SVM avec beaucoup de pointsetiquets
Developper des noyaux speci ques

{ Utiliser la structure naturelle des images
{ Informationa priori pour eduire le nombre de donreesetiquetes



Noyaux pour images

Repesentations et noyaux classiques

{ Vecteurs de pixels + noyaux entre vecteurs
{ \Sacs" de pixels ou de pixels Ites + noyaux entre histognames

) Geonetrie globale naturelle peu utilie

Utilisation de la geonetrie?

{ Extraction de points salillants (e.g., descripteurs SIFowe, 2004)
{ Segmentation



Segmentation

But: Extraire des objets d'inerét

Beaucoup de nethodes disponibles, ...
. mais, trouvent rarement I'objet d'inerét en entier

Graphes de segmentation

{ Permet de travailler sur des sur-segmentations \plus sfire
{ D'une grande trame caree (millions de pixela)un petit graphe
(dizaines ou centaine de noeuds)



Graphe de segmentation

Methode de segmentation

{ Gradient LAB avec ltres de contours orienes (Malik et a2001)
{ Ligne de partage des eaux avec post-traitement (Meyer, 2001
{ Tes rapide



Ligne de partage des eaux

image gradient watershed

287 segments 64 segments 10 segments




Ligne de partage des eaux

image gradient watershed

287 segments 64 segments 10 segments



Graphe de segmentation

Methode de segmentation

{ Gradient LAB avec ltres de contours orienes (Malik et a2001)
{ Ligne de partage des eaux avec post-traitement (Meyer, 2001
{ Tes rapide

Grapheetiquet non oriene

{ Sommets egions connexes
{ Arétes entre egions voisines
{ Etiquettes ensemble des pixels de la egion

Di cules

{ Etiquettes de tes grande dimension
{ Graphe planaire non oriene
{ Necessite des comparisons inexactes entre graphes



Graphes de segmentation



Chemins et marches

Etant donre un grapheG,

{ Un cheminest une suite de sommets voisidsstincts
{ Unemarcheest une suite de sommets voisins

Notions apparemment similaires




Chemins

OOOOO






Noyaux de marches

W & (resp. W}}) = marches de longueup dansG (resp. H)
Noyaux de basesur lesetiquettesk("; "9

Proposition/e nition noy)a(wx de ma\r{ghes d'ordne
kb, (G;H) = KCH(ri); c(si):




Programmation dynamique pour le noyau de marches

Programmation dynamique e@(pdsdyngny)
kiy, (G;H;r;s) = somme restreinte aux marches cemarrant deet s

Proposition: Recurrence entre ordrep letp

X
kb (G;H;r;s)= KCh(r); &(S)) kb, H(G;H;r%sY:
r°2 Ng(r)
s’2 N H(S)

_— e — — = T






Experiences de classi cation

Coil100 : base de/200images del00 objets sur un fond uniforme
avec/2 images par objet.



Experiences de classi cation

Corell4 : base del400images naturellemvecl4 classes dierentes



Noyaux :

= A A P

Comparaison de noyaux

noyaux entre histogrammedH()
noyaux de marchesw)

noyaux de sous-arbreg'\V)

noyaux de sous-arbres ponceesviW )
combinaison par algorithmes de noyaux multipldd )(

Hyperparametres slectionres par validation croiee

Taux d'erreur moyens sur 10 eplications:

H W T™W wTW | M
Coil100 | 1.2% |0.8% |0.0% | 0.0% | 0.0%
Corelld4 | 10.36%| 8.52% | 7.24%| 6.12% | 5.38%




Performance sur Corell4

noyaux entre
histogrammes I)

noyaux de marchesWw)

noyaux de sous-arbres
(TW)

Test error

noyaux de sous-arbres
ponckes (WTW)

combinaison M)

0.12}

0.11¢

0.1r

Performance comparison on Corell4
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o 1
i T
I L ——
I I
= 1
=
=
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Kernels




Apprentissage semi-supervie
Les nethodesa noyaux permettent la exibilie
Exemple: apprentissage semi-supervie (Chapelle et Zi2d04)

10% d'exemples etiquees, 10% d'exemples de test, 10% t698
d'exemples nonetiqueks

Influence of the unlabeled examples

0.45} E

0.4r

0.35¢

o
w

Test error
o
N
(6)]

=
=

= ¢
= 9
o N

o
H

eEQEE

0.1 02 0.3 04 05 0.8
Fraction of unlabeled examples

0.05¢




Normes ;

X0 xP
Cadre classique (lireaire)min (YW X)) + W
w2Rd . _ .
=1 j=1
X0 x o
Cadre \parcimonieux": min  “(yi; W~ x;) + jw; |
W2Rd =1 J:]_

Proprees:

{ Solutionw parcimonieuse
{ Algorithme e caces

Etude des proprees



Normes 4

Co0t quadratigue (LASSO):

XP
min ky Xwk?+ Wi |
w2 Rd i =1

Exemple simple: features incependants
Parcimonie?

Etude cetailee:

{ Conditions d'optimalie (optimisation!)
{ Algorithmes (tes) e caces de chemin de egularisation
{ Consistence pour I'estimation du mocakele?



Conditions d'optimalie

w avecd = f|; w; 6 0g est optimal ssi
X7Xygwy; X37Y+ signiw;)=0
kX;cX\]W\] X;Ykl 6

Preuve...



Algorithme de chemin

Algorithme du LARS (Least angle regression)

Si le moctle (signes) est connu, alors

wy = (X7 X5) XTY  (XTX;) ‘sign(w;)

A ne en

Tout le chemin pour le coOt d'une inversion de matrice



Consistence d'estimation du mockle

W Suppos parcimonieux pour le mocele

Theoeme, 2007: Estimateur du mocaele est consistent ssi

KX 7cX 3 (X3 X35) *'sign(w;)k; 6 1

Peu de corelation pour l'optimalie

NB: extensiona |'estimation du rang



Apprentissage avec noyaux multiples
(Bach et al, 2004)

- P m
Cadre limea K =, jKj, >0

Interpetation en termes denormes ; par blocs

{ Pedicteur: f (x) = w;™ 1(X)+ + W~ m(X)

1(X)” Wy
% E : &
X107 W W 0+ W m(X)
& ; . %
m(X)”  Wp

{ Parcimonie par bloc¥} egularisation par blocskw;k+  + kwyk



Apprentissage du noyau
Noyaux multiples - dualie (Bach et al, 2004)

Probeme d'optimisation primal:

P
Loiwr (i) Fwy m(Xi) s (kwik+ o+ kWi K)*

Proposition: Probeme dual (obtenu par cbnes du second-ordre)
P

max oy (i) zMinjargmg K
. P n
Conditions de KKT:wj = j ;i j(Xi) p
avec 2R"and >0, L, ;=1

{ estla solution qyale pour le probemea noyaux simple et tmee
de noyauK ( )= L} jK;



Image: Performance sur Corell4
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Applicationa la bio-informatique (Lanckriet et. al,
2004)

Pedire la fonction d'une proktine

Sources de data leerogenes

{ Sequence d'acide amires

{ Interaction prokine-protine
{ Interactions geretiques

{ Donrees d'expression

Taux d'erreur passe dé0%a 90%



Plan du cours

1. Noyaux et espaces de Hilberta noyaux reproduisants (FH

Noyaux e nis positifs, Noyaux de Mercer, RKHS

2. Methodesa noyaux gererales
Astuce du noyau et theoeme du repesentant
Kernel ridge regression, Kernel PCA / CCA
3. Methodesa noyaux et optimisation convexe
Rappels d'optimisation convexe
Support vector machines
4. Design/apprentissage du noyau

Donrees structuees - applications
Normes ; et parcimonie



Noyaux @ nis positifs
Fonctionk : X X 7! R
Symnetrique: 8x;y 2 X ; k(x;y) = k(y;x)
est ¢t nie positive, I.e.,

8 2R": K = i k(Xi;xj) > 0
I =1



Noyaux ¢ nis positifs = produits scalaires

Theoeme (Aronszajn, 1950): k est un noyau d.p. ssi il existe un
espace de Hilberk et un \feature map" : X 7!'F tels que

k(X;y) = h( x); ( Y)iF

Remarques:

{ F peut avoir une dimension in nite
{ souvent implicite!



e nition d'un RKHS

Soit X un ensemble quelconque Et un sous-espace de des fonctions
de X dansR, qui est muni d'un produit scalaire Hilbertien.

F est un RKHS avec noyau reproduisant X X ! R ssi:

{ F contient toutes les fonctions de la forme

K(X; ) ry 7V k(x;y)
{ 8x2X andf 2 F,

f(x)= H;k(;x)iF

(i.e., k( ;x) correspond au \Dirac" erx)



Treoeme du repesentant

Soit X un ensemble, un noyau d.pk et son RKHS assocd-, et
X1;..:;Xp N points dansX.

Soit J : R"*1 I R strictement croissante par rapporta la dernere
variable

Toute solution du probeme d'optimisation suivant

min I (f (x1);::75f (n); KF ke )

secrit de la formef = = L, k(;x)).

P
Cadre classiquemins oz 1, “i(f (xi))+ kf k2



Algorithmes d'apprentissage \lireaires"
et egularisation

Minimiser par rapportaf 2 F :

X 2
(yi; f(xi)) + Ekf kg
=1

Erreur sur les donrees + Reqularisation
Regression : coOt quadratique

Classi cation



Cotts pour la classi cation lireaire

Classi cation lireaire : y 2 f 1;1g
pediction ¢ = sign€f (x))

coOt de la forme (y;f) = (yf)

\Wrai" colt:  (yf) =1yi< o

CoQts convexes classiques
5 : : :

— 0-1

4 — hinge
square
logistic




Support vector machine (SVM)
Donrees: x; 2 RP,y; 2f 1;1g,i=1;:::;n

Probeme primal:

L 1 X
minimiser ékwk2 + C i
i=1
soumisa >0; ;>1 vy (w X+ b); 8i
Probeme dual: | 5 L X
maximiser i é i jyiyjKij
i=1 ij =1
soumisa 06 ;6 C; 8i

X0
Yi =0
i=1



Methodesa noyaux - Resune

Classi cation / egression
Kernel PCA / CCA

Autres

{ Clustering
{ Ranking
{ etc...



Methodesa noyaux - Points chauds

Normes ;

Apprentissage du noyau

Donrees structuees en entee
Donrees structuees en sortie
Collaborative ltering

Algorithmes pour donrees massives

Analyse ne de testsa base de noyaux
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