Modeles Graphiques non-orientés - Elimination 2009/2010

Cours 4 — 21 Octobre 2009
Enseignant: Francis Bach Scribe: Islem Rekik, Sixin Zhang

4.1 Modeles Graphiques non-orientés

Définition 4.1 Soient G = (V, E) un graphe non orienté, C l’ensemble des cliques (maxi-
males) de G, alors la famille des lois associées a G, L(G) s’écrit :

cec

L(C) = {lOi p(z) | p(z) = % I ¢e(ze),ve = 0}

ot Z est une constante de normalisation:

Z =Y 1] velzc)

z CeC
Dans le cas d’indépendance, on a

Proposition 4.2 Si E =0, alors p(x) = [, ¥i(z;).

O O
O O

Cas d'indépendance
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Quand la loi p(z) € L(G), on dit que p(x) se factorise dans G. On peut s’étendre cette
terminologie et on dit que la fonction u(z) se factorise dans G si

u(z) = [ velzo).

ceC

Figure 4.1. Dans ce graphe, p(x) se factorise sous la forme: 912(212)t24(224)Vas(243)131 (231)135(235).

?2 les ¢ sont définies a une constante pres.

@ Dans la définition de la factorisation dans le modele graphique non orienté, on peut

prendre pour C, soit ’ensemble des cliques, soit I’ensemble des cliques maximales. En
effet, chaque clique C est inclue dans une clique maximale et le potentiel ¢ associé peut
étre combiné avec celui de cette clique maximale.
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4.2 Séparation et Indépendance

Une relation entre la loi associée a G et la séparation/indépendence est donnée par:

Proposition 4.3 Soit G = (V, E) un graphe non orienté avec la loi p(x) € L(G), alors pour
tout A, B,S CV tels que S sépare A et B, on a X4 L Xp|Xs .

Démonstration A et B étant séparés par S implique que A, B et S sont disjoints. V peut
alors partitionné par A, B et S, ott A contient tous les éléments de A et tous les éléments
dans V'\\S qui sont connectés & A; B=V\SUA. Alors V= AUBUS et S sépare A et B.
Soit C une clique du graphe, alors il est impossible que CNA # () et CN B # 0, car sinon il
aura un chemin connectant A et B. Donc CNA =0 ou CUB =0, ce qui est équivalent a:

CcAUS ou CcBUS

SsépareA et B

Alors p(z) peut décomposé comme:
ple) =[] velze) ] velee) = gl@as) - Maps)-
CcAuS CcBUS

Or AC A et B C B, on en déduit que

p(@alzn xs):p(xA,xB,ws) _ glwa,xs)h(xp, xs)
7 p(xp,2s) 9(zs)h(zp, vs)

_ 9@ zs)h(es) _ p@aTs)

glash(es) — ples)

On peut ainsi conclure que X4 I Xp|Xg.

La réciproque est admise:
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Théoreme 4.4 (Hammersley-Cliford) SiVz,p(x) > 0 alors :
VA, B,S CVtq. S sépare A et B—= X4 1 Xp|Xs] = p(z) € L(G)

Proposition 4.5 (Marginalisation) Soit G = (V, E) un graphe non orienté avec la loi p(x) €
L(G), alors p(xy,...,x,_1) se factorise dans le graphe G’ égale a:

e au graphe G restreit aur noeuds Xi, ..., X,_1,

e auquel on rajoute tous les connextions entre les voisins de n.

Démonstration Il suffit de séparer les cliques qui contiennent n:

p(a) = [ vetee) = [ velae) I] velao).

ceC neC n¢C

p(l'1, ...,[En_l) = ZP(I) = g(xvoisins de n) H 7pC(l‘C’)-

n¢C
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4.3 Comparaisons

’ \ Modeles graphiques orientés \ Modeles graphiques non-orientés ‘

Définition p(z) = Hp(m,|xm) p(z) =% H Yo(ze)
i=1 cec
Séparation d-séparation séparation
Marginalisation non close close

On va s’intérreser a la relation entre le graphe orienté et non-orienté.

Définition 4.6 Soit G = (V, E) est un DAG, le graphe symétrisé G = (V,E) est tels que
V=V, (uv)€FE ssi. (u,v)e€E ou(v,u) € E.

Sous cette définition, on a

Proprieté 4.7 Soit G = (V, E) est un DAG et il n’admet pas de v-structure, alors L(G) =
L(G).

Définition 4.8 Soit G = (V, E) est un DAG, le graphe moralisé G est le graphe symetrisé,
dont on a connecté les parents entre euz.

Sous ces définitions, on a
Proprieté 4.9 Soit G = (V, E) est un DAG, alors
e G n'a pas de v-structure = G = G.

o £(G)C L(G).

4-5



Cours 4 — 21 Octobre 2009 2009/2010

4.4 Algorithme d’élimination

4.4.1 DMarginalisation - un example

Définition 4.10 Soient u : (X1,..X,) — Ry et A C {1,...,n}, la marginale sur x4 est
définie par:

u(za) = Z u(z). (4.1)

T pc

Etats Cachés

wese [ OO _O*

Figure 4.2. V =1 U H U E et l'on veut calculer p(zr|zg).

On se rameéne a calculer u(x,4) efficacement. Par example, dans le graphe suivant, on
calcule u(z) selon le principe suivant: sommer de proche en proche n fois (avec peu de
termes), au lieu de sommer en une fois (avec 2" termes si les variables sont toutes binaires):

Figure 4.3. u(z) = ¥12(x12)V14(x14)V23(223) Va5 (T45) 256 (2256)-
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o) = Y ul)

T2,T3,L4,L5,L6

= Z V12(212)¥14(214) 123 (723) Va5 (T45) Vs (T256)

T2,X3,T4,T5,L6

= Z %2(9512) Z ¢23($23) Z ¢14($14) Z w45(9545) Z ¢256(9€256)-

4.4.2 Algorithme d’élimination

Soit G = (V, E) un graphe non orienté. On considere 'ordre d’élimination I = (n,n —
1,...,1). A chaque étape, I'algorithme élimine le noeud qui suit dans 'ordre I, c’est-a-dire,
supprime le noeud du graphe et connecte les voisins restants et on obtient une séquence de
graphes G,, = G,G,,_1, ..., Gog = 0 tels que Vk = n, ..., 1, Gy, = (V}, Ey) tels que

Vi = {1, cey k’}, E. 1= (Ek NVi_1 X Vk,1> U NGk(k) X NGk(/{}),

ou Ng, (k) désigne 'ensemble des voisins du sommet &k dans Gy.

Lotde marginalisation Lot de marginalisation Loi de marginalisation Loi de marginalisation
parrapporta X5 parrapporta X¢ parrapport a X3 parrapporta X2

Sous ces notations,

Définition 4.11 Le graphe reconstitué (aussi dit triangulé) est

Définition 4.12 On appelle clique d’élimination du noeud k [’ensemble des voisins d’un
noeud aprés son élimination, le noeud lui-méme y compris, i.e., l'ensemble Ng, (k) U{k}. Il
faut noter que

o (’est une clique dans G*.

o Siu(z) se factorise dans G, alors u(zy, ..., xx) se factorise dans Gy.
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4.4.3 Complexité finale de I’algorithme

Soit les X7, ..., X,, prennent {2 valeurs, alors

Proposition 4.13 la complezité de passer de u(zy,...,xx) a u(xy,...,r)_1) est

O(Q |clique d’elimination| )

Par suite, la complexité de cet algorithme est au plus
O(nQTD),
ou T(I) = maxy{|clique d’elimination(k)|} est la taille maximale des cliques d’éliminiation.

On s’intéresse a la meilleur ordre I qui minimise 7'(7), et on introduit ainsi la notion la
largeur arborescente (tree-width) qui est définie par:

TW = mIinT(I) — 1.

Eliminer Ies noeuds dans un « mauvais ordre » mdutra la création de .r:.i.’z’ques de pfm en pfm‘
grandes - augmentation de la complexité
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Quand on choisi la meilleur ordre, la complexité de cet algorithme est au plus O(nQ7"+1).

Quelques remarques:

1.

2.

La complexité de 'algorithme d’élimination est linéaire en n, a comparer avec €2".

Le calcul de TW est NP-difficile, mais I’algorithme glouton nous permet d’approcher
un résultat optimum global.

Si G est un arbre (graphe connexe et sans cycle), on obtient TW = 1,

Si G est les grilles TW peu étre grand (> ¢y/n) méme si G a peu d’arétes.

(Y ()

A

b 4
&
N/
()
T
S

Grilleen 2D @ n necuds
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