Introduction aux modéles graphiques 2007/2008
Cours 5 — 05 novembre 2008

Enseignant: Francis Bach Scribe: Armand Joulin,Augustin Lefévre

5.1 Modéles de Markov Cachés

Cadre On se donne le modéle suivant : On suppose avoir des états (g;);—o.7 et une obser-
vation bruitée (Y;);—o. 1 des états, représentée par le modéle suivant :

Ceci montre qu’on suppose les bruits indépendants sachant les observations.

Applications Les applications de ce modéle (HMM) sont trés vastes : Suivi de cibles,
Traitement de la parole (q :mots prononceés), Bioinformatique (q :ADN), Musique (q :notes)...

On peut étendre naturellement les HMM a des grilles pour le traitement d’images, mais
leur etude devient alors plus compliquée car la tache d’inffence a une complexité exponen-
tielle.

Taches On suppose que gy suit une loi multinomiale de paramétre 7 et que les ¢ ne prennent
que k valeurs. ¢;41|g; a pour loi la matrice k x k de transition p(g41|q:)-
Les taches a accomplir sont :
— L’Inférence :
— Le filtrage : p(q1|vas - yt)

— Le lissage : p(q|y1, .-, yr)
— Maximiser : max, p(q|y)

— L’apprentissage.

5.1.1 Application de ’algorithme somme-produit

Comme on a un arbre, on utilise 'algorithme somme-produit. Dans le cadre simple des
HMM d’autres méthodes pourraient étre envisagées, mais c’est en fait un bon prétexte pour
apprendre a l'utiliser. D’ailleurs, pour des arbres compliqués, I'algorithme somme-produit
marchera encore ce qui n’est pas nécessairement le cas des méthodes ad-hoc.

On identifie d’abord pour potentiels p(qo), p(¢t+1|q) et p(yelq:), t=0,..., T — 1.

Les messages sont envoyés selon le protocole : y; — ¢;,¢i — g1 det=0ai=T —1et
enfin yr — qr. Ils valent :

— Mygq0(q) = P(Yolo)
= My g0 (1) = D, P(@1190) My 40 (90)
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— My, 0 (@) = P(Yelar)
~ Mg (Qt+1> - ZQt p(qt+1|Qt)mQt—17Qt (Qt)myt#h (Qt)

Proposition 5.1. Les messages arrivant en t + 1 vérifient mg, g, (Ge+1) My, 1 gops (G41) =
P(Yos --Yet1, Ge+1)

Pour obtenir ces formules, il suffit d’appliquer ’algorithme somme-produit au graphe
obtenu en supprimant le futur.

Soit oy (qr) = Mg, 1.4 (q) My, 4. (q1), alors oy est une probabilité égale & p(yo, ..Yit1, ¢141) €t
on a la formule de récursion « suivante :

41(qer1) = P(Yerle1) ZP(%H |g) e (gr)

qt

avec pour initialisation ag(go) = p(¥olqo)p(qo)-
On en déduit le théoréme suivant :

Théoréme 5.2.

p(yh [E3) yT) - Z at(Qt)

qr

Le calcul de p(y) se fait donc en O(Tk?) opérations (car chaque récursion est un produit
matrice/vecteur). On effectue & présent la rétropropagation des messages. Soit [i(q) =
Mg,i1,q:(qe), alors on a la formule de récursion suivante :

Be(a) = Z P(Ge11ae) Ber1 (@41)P (e [ Gr+1)

qt+1

avec pour initialisation Br(qr) = 1.
Théoréme 5.3. p(q, Yo, ----yr) = (@) Bi(qr),

P(Qt, Qt+15 Y0, -+ ZJT) = P(C]t+1 |Qt)04t(%)ﬁt+1(Qt+1)p(yt+1 |C]t+1)-

Finalement, le calcul de max, p(q|y) se fait en remplacant les sommes par des max. La
tache d’inférence est donc effectuée.

Pratique En pratique, 'application directe de la formule de récursion pour le calcul de oy
ne marche pas pour un grand nombre d’états, car on atteint alors la précision machine de
10716 pour les éléments de la somme. Il existe plusieurs solutions pour calculer efficacement
les valeurs. Parmi celles-ci, citons le codage en log :

IOg(OétH) = 108?10(9t+1|9t+1) + 108;(2 P(%H‘C]t)elog(at))

qt

On utilise alors la formule log(>" e¥?) = log(>_ e¥i™™a Y1) 4+ max V; qui permet d’éviter
les problémes d’arrondi.
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Estimation des paramétres

Supposons donnés :
= p(qo) = Ty,
P(qes1la) = Aqt+1,Qt7

= p(yelae) = f(ye. . B).
Alors on écrit la vraisemblance compl‘ete :

le = log(p(qo) ;=g p(qs1la) _op(yelq:)

= 10g(H§1 1(110 Z)HT lHic] 1A (Qt+1 =1,q¢ J)HT Hk 1f(yt,z,B) (qt=i))
T k
Z“W”WW+Z§F%w4%ﬂbgH+ZZF%4waJW

t=0 4,5=1 t=0 =1

Pour I'étape E de Palgorithme EM, on calcule donc :

~ E(d(q0 = 1)|y) = p(go = ily)

— E(0(q =9)|y) = pla = ily)

— E(0(q+1 = i,q: = jly) = p(@e1 = i, 0 = jly)

Il suffit alors de remplacer les variables cachées 6(qy = ©),0(q = 1) et O(qa1 =4, q = J)
par les quantités ci-dessus : puis on maximise la nouvelle log vraisemblance de la maniére
habituelle pour obtenir les estimateurs des paramétres.

5.2 Naive Bayes

Cadre On considére un document texte ¢ formé de mots pris dans un ensemble de mots
de taille p ( Pordre de grandeur de p est 10*). On définit une variable z; € {0,1} valant 1 si
le i mot est dans le document et 0 sinon. On va chercher a classifier le document ¢ parmi
une ensemble de K classes de document.

®

Pratique On va evaluer p(z; = 1ll¢g = k) = n;, et ainsi par Bayes on pourra estimer
p(q = klz; pour i € {1,p}) et ainsi classifier le document g.

5.3 Vecteurs Gaussiens

Cadre On ne considére plus des variables discretes mais gaussiennes. Posons z = (1, ..., x,) €
R™ un vecteur gaussien de moyenne y et de matrice de variance-covariance X.
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Remarques préliminaires
— Supposer i = 0 ne change rien au probléme
- Xy = Elziz;]
- Zm:O — XZJ_X]
Condition de factorisation dans un graphe
Proposition 5.4. Soit G = (V, E) un modéle graphique non orienté.
p(x) € L(G) si et seulement siV(i,j) ¢ E (X7'),; =0

Proof: En développant le produit matriciel, on constate que :

plo) ox [ empl(—5 (o — ey = 1) (E)i)

or :
1 B 1 »
11 eap(—g (@i — pi)(wj — p)(E7)iy) = 1T eap( = (@i — pi)(wj = 1) (B )ig)
%,] (i,5)EE
D’ou la conclusion. 0

Remarque 1. En général ¥, ; # 0 car (i, j) seront dépendant a travers le graphe.

5.3.1 Inversion de matrices

E
G H

(55 (e D0 206 )

de laquelle on obtient

(H-GE'F)' = H'+H'GIE-FH'G)'FH™!
(H-GE'F)'GE™ = H'G(E-FH'G)™!

Proposition 5.5. Si M = ( ), alors on a la formule suivante pour l'inverse :

Définition 5.6. Soit : M = (G I

matrice :E — FH™'G

£ F) , alors on appelle complement de Schur du bloc H, Ia

Ces formules d’inversion sont trés pratiques (et permettent notamment de calculer le
déterminant |M| = |H| x |H — GE~'F| . En particulier, si H est grande et facile & inverser,
et E petite, alors (H —GE~'F)~! se calcule facilement par la premiére formule. Par exemple,
siH=IE=ITetU=G=FT, on a alors :

((+uvuh)™t = 1-v(I+UTU) Ut
(I+uvuvh)™t = vUu'v+n
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En utilisant cette formule, on écrit donc :

_n2

(2m) 2 (27)
|S02|2|S/ a2

I (x)— ‘ I 0
exp] 2<x2— ) \=sgisy, 1

% (2/222)_1 0 I —21222_21 xr1 — U ]
0 Y5 ) \O I Ty — o

_n2

(27r)_n71 (2m)~ 2
|Za|2| B/Tsl

p(xla xQ) =

D’ou :

p(xth) -

1
cap(—5 (@1 = — S1005 (29 — pi2)) T (2/802) "1 — p1 — B1205y (22 — pia))
1 _
—5 (@2 - p12)" 555 (a2 — p12))
On reconnait alors un produit de deux gaussiennes.
Ainsi, p(z1, 22) = N (22| pt2, Zo2)N (21|12, X1j2), avec
— e = p1 + 12X5 (22 — pi2)
= X = X1 — Y1235 S
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