Modéles Graphiques non-orientés a I’algorithme EM 2008/2009
Cours 4 — 29 octobre

Enseignant: Francis Bach Scribe: Yuanmi Chen, Anne-Claire Haury

4.1 Rappels de la Notion de Modéles Graphiques non-
orientés

(Rappels des notions se trouvant dans le cours du 22 oct, 2008.)

Définition 4.1 Soit G = ({1,...,n}, E) un graphe non orienté.
Soit C l’ensemble des cliques mazimales de G.
Alors la famille des lois associées a G, L(G) s’écrit :

£(C) = {p [ p(a) = 5 [ wolwe). ve 2 0} (1)

ceC

ol Z est une constante de normalisation :

Z=> 1] te(zc) (4.2)

z CeC

4.2 Séparation et Indépendance

Proposition 4.2 Soit G = (V, E) un graphe non orienté.
Si p(x) € L(G), alors pour tout A, B,C C V tels que C sépare (figure 4.1) A et B alors
Xa L Xp| Xe.

Démonstration On se raméne a A et B dans 1 seule composante connexe. Soit S séparant
Aet B. Pour toutes les composantes connexes de V\ S, A est inclus dans une seul composante
connexe A, B est inclus dans B Soit ¢ une de clique du graphe, alors il y a 3 possibilités:

ecCS
OCCAUS

ecCBUS.
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O

Figure 4.1. Le noeud grisé sépare les deux ensembles de nceuds

(Il est impossible que ¢ N A #0etcn B # (), sinon, il aura un chemin connectant Aet B)

px) = o I] veled) T vl

ceAuS cg AUS

= % H ¢c<xc> H %(ﬂfc)

ce AUS ceBUS

= %f(ﬂﬁgus)g(méus)

plxs) = Y Y p(x)

Xi *B

= > ) Y o)

p(Xa,XB,Xs) = % > Fxas) Y 9(Tpus)

TA-A T B
1
= Ef’(xm zs)g (zp, Ts)

On a ainsi conclu que X4 1L Xp|Xs. [ ]
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4.3 Comparaison

’ \ Modeéles graphiques orientés \ Modeéles graphiques non-orientés ‘

n
définition p(z) = Hp(xz|xm) p(z) = %H V()
i=1 ceC
interprétation p(zi|xx,) probabilité 1. n’est pas une probabilité
séparation d-séparation séparation
marginalisation non close close

Néanmoins, on a aussi

E(Gorienté) = E(Gnon—orienté)

Définition 4.3 Si G est un DAG le graphe symétrisé est G t.q. ¥(u,v) € E ssi. (u,v) € E
ou (v,u) € E.

Proprieté 4.4 Si G n'a pas de v-structure, alors £(G) = L(G).

Définition 4.5 Si G est un DAG, le graphe moralisé G est le graphe symetrisé dont on a
connecté les parents entre eux.

Figure 4.2. Exemple de moralisation d’'un graphe

Proprieté 4.6 p(x) € L(G) = p(x) € L(G)

Démonstration

px) = [l

= H Ve, (Te;)
i=1
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ici, ¢; =1 UII; est un clique dans G* |

4.4 Algorithme d’élimination

4.4.1 Calcul de la constante de normalisation 7

Z = Z %2(9017372)%4(5517554)1/145(374,$5)¢256(902,$5,$6)¢23(9€27CE3)

T1,X2,T3,T4,T5,L6

= Z ¢12($1, I2)¢14(9€1, $4)¢45($4, IE5)¢256(932, Ty, 556) 21/123(552, 163)

T1,22,T4,T5,T6 T3

= Z ¢12($1,$2)¢14($1,$4)¢45($4,$5)1/1256($2,$57$6)m2($2)
T1T2TL4T5T6

= Z ¢12($1; 562)1/114(371, $4)¢45($4, 375) 21/1256(332, Ts, $6)m2(372)
T1T2T4T5 e

= Z %2(561,902)%4(%1,534)Z¢45(5U4,905)77125(332,535)7712(%2)
T1T2T4 s

Principe: sommer de proche en proche n fois, au lieu de sommer 2" termes a la fois.

4.4.2 Algorithme d’élimination

Soit G = (V, E) un graphe non orienté avec V' = {1, ..., n}. On considére l'ordre d’élimination
I =(n,n—1,...,1). A chaque étape, 'algorithme élimine le noeud qui suit dans l'ordre I,

c’est-a-dire, supprime le noeud du graphe et connecte les voisins restants, i.e., cet algorithme

construit une séquence de graphes G,, = G,G,_1, ..., Gy = 0 tels que :

Ve={1,....k}
Ek,1 = (Ek N Vk,1 X ‘/kfl) U NGk(k) X NGk(k)

(ot Ng, (k) désigne 'ensemble des voisins du sommet &k dans Gj).

Définition 4.7 Le graphe reconstitué est le graphe G = (V,E = U,E}), dont Uensemble
des arétes contient l'ensemble E d’origine ainsi que les nouvelles arétes créées au cours de
l’exécution de [’algorithme.

!dans la définition de la L, on demande la maximalité de la clique parce que ceci permet de réduire la
rédondance d’expression. En fait avec petit changement d’écriture il peut méme exprimer le produit des
cliques non-maximales.
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@ Ce graphe a des propriétés importantes étudiées plus tard dans le cours. La principale
est qu'il est triangulé (cette procédure d’élimination est en fait un algorithme de
triangularisation de graphe).

Définition 4.8 On appelle clique d’élimination du noeud k [’ensemble des wvoisins d’un
noeud apres son élimination, le noeud lui-méme y compris, i.e., l’ensemble {k} U Ng, (k).

4.4.3 Elimination et marginalisation

On considére une fonction u(z) qui se factorise dans le graphe G, i.e., qui s’écrit

u(z) = [ [ volzo)

cec

ot C(G) désigne 'ensemble des cliques du graphe G.

Proposition 4.9 La marginale de u(z) sur {zi,...,xx}
U(ZEh ,l‘k) - Z U(ZE) = H \iJC’(xC)
z;,i>k CEC(Ek)

se factorise dans Gy,.

Proposition 4.10 Passer de u(xy,...,xx) & u(xy,...,Tx_1) correspond & une somme sur
#({k} U Ng, (k)) éléments.

4.4.4 Complexité finale de 1’algorithme
La complexité finale de I'algorithme d’élimination est :

nxr™

ou T'M est la taille maximale des cliques d’élimination. On a donc remplacé n par T M,
ce qui permet d’obtenir la linéarité en n.

Selon l'ordre que l'on choisit, la complexité sera différente. On introduit donc la notion
de meilleur ordre pour lequel la taille maximale sera la largeur arborescente, ou encore
tree-width en anglais. On la note TW et on la définit par:

TW = min taille maximale des cliques d’élimination
ordre

Cependant, on peut faire deux remarques:

1. TW est NP-difficile & calculer
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2. Quand bien méme on saurait le trouver, TW peut étre ‘grand’, ce qui pose probléme

car la complexité finale est proportionnelle & exp(T'W).

Cas d’école

4

1.

Les arbres

Un arbre est un graphe acyclique. Donc, quand on élimine, on ne crée aucune aréte.
Dans ce cas, on a donc T'W = 1.

Les grilles

Les grilles ont peu d’arétes. Pourtant, TW peu étre grand: TW > C4/n. On dit des

grilles que ce sont des graphes creux.

Les chaines de Markov
T™W =1

Les chaines de Markov cachées

On se raméne au cas de 'arbre.

r peut étre trés grand! Par exemple, dans le cas de la parole, r est le nombre de mots
du dictionnaire. Il est de I'ordre de 10°. Il est donc trés important de pouvoir passer

de % a r2.

4.5 Algorithme somme-produit

Sur un arbre non orienté (i.e., un graphe non orienté sans cycles), on considére une fonction
u(z) se factorisant dans G:

u(w) = [T uwim) [ ] wilz:)
(

i,j)EE iev

Le but est de calculer les marginales de u(z).

Définition 4.11 Les lois marginales sont données par:

T4, jF0

u(wiz) = Y ufx)

T,k k#)

Le principe sous-jacent de cet algorithme est de remarquer que ce qui a été fait pour z;
n’a pas besoin d’étre fait a nouveau pour x;,j < ¢. On considere donc les messages suivants,
auxquels on va attribuer un protocole de passage particulier:
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Définition 4.12 Pour un couple (i,j) € E, le message m;; de i — j (fonction de x;) est
égal a:

my; l'] § % T wm iIZ'Z,.TJ H mk’t xz

keN (i)\j

Pour calculer le message de ¢ vers 7, on prend donc en compte le potentiel lié¢ & 'aréte
(1,7) et les messages envoyés par les voisins de ¢ qui ne sont pas j. Il faut donc avoir défini
tous les messages précédents. D’ott le protocole de passage suivant, valable dans le cas de
Parbre:

Définition 4.13 Le message de i — j est passé apres avoir re¢u les messages de tous les
voisins de 1.

Corollaire 4.14 Noter que ceci implique de commencer le passage des messages par les
feuilles de larbre (i.e., des sommets avec un seul voisin).

Remarque 4.15 Pour un arbre a n neuds, on compte 2(n — 1) messages. En effet, il y a
n — 1 arétes et on passe dans les deux sens.

Construction d’un ordre de passage

Lorsque les messages sont passés en série, les ordres de passage respectant le protocole
sont tous obtenus comme suit:

1. Définition d’une “racine” r (n’'importe quel sommet)
2. Orientation du graphe

3. Choix d’un ordre topologique pour I'arbre orienté (sans perte de généralité, on considére
que cet ordre est (1,...,n)).

Nous pouvons alors distinguer 2 phases:
e La collecte (fleche pointillée)

n — m,

n—1 — w1

2 — 7T2:1

e la distribution (fleche en tirets)

7T2—>2

T, — n
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Figure 4.3. Collecte et Distribution des messages

Théoréme 4.16 Si le “protocole” de passage des messages est respecté, une fois les 2(n — 1)
messages passés, nous aUons:

o Vi, u(w;) = vi(xi) [Toens mns(@:)
o Vi,j € B, ulwi,x;) = vi(@:)V(x;) Vi (i, T5) [Teenripy mi (@) T renryn mi ()

@ L’algorithme somme-produit n’est exact que pour les arbres. L’application aux graphes

avec cycles (souvent appelée “loopy belief propagation”) pose beaucoup de problémes
de convergence méme si elle est souvent utilisée (voir chapitre sur les méthodes approchées
d’inférence).

4.5.1 Complexité totale

La complexité de I'algorithme de passage d’'un message de ¢ — j avec des variables prenant
r valeurs vaut:

O(r*( #W()) —1))
d;= degré de ¢

On en déduit que la complexité totale est O(r?n), i.e., linéaire en n.

4.5.2 Algorithme max-produit

Dans le contexte du cours, celui d’un semi-anneau commutatif (R, +, x) la distributivité a.b+
a.c = a(b+ c¢) peut étre ré-écrite max(a.b, a.c) = amax(b, ¢) sur le semi-anneau commutatif
(R, max, X).

Du coup, toutes les procédures d’élimination et d’algorithmes somme-produit, qui ne sont
basées que sur la distributivité s’appliquent. Par exemple, pour calculer max, u(x), on fait
passer les messages

mij(mj) = HiaX ¢Z($z ¢Z] xuxj H mkz xz
‘ keEN ()\j
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4.6 Algorithme somme-produit - Preuve

On considére la procédure suivante (dite “en série”) pour I'ordre de passage des messages: on
définit une racine en choisissant un des sommet (au hasard); cette racine permet de définir
un unique arbre orienté.

On considére un ordre topologique quelconque (i.e., tel quun noeud apparait toujours
apreés ses parents), et on suppose que les noeuds sont etiquettés en suivant ’ordre topologique,
e,V ={1,...,n}. Voir figure.

{}.
2
I L4 3'*?.__5
| & ;--y = g
A
8

Les 2(n — 1) messages sont passés dans Iordre suivant:
n—m,n—1—>m_1,...,2 > T, Ty —2,...,T, =N

Cette procédure respecte bien le protocole de passage des messages, i.e., un sommet n’envoie
un message que quand il a recu un message de tous ses autres voisins.
Nous allons démontrer qu’une fois les 2(n — 1) messages passés, les marginales sont égales

a
Vi€V, u(a) = viz;) [] mealx), (4.3)
keN(3)
V(i j) € B, u(ws,x)) = i) (@)@ zy) [ meale) [ mwglz),  (44)
kEN (D)\J keN (5)\i

Le résultat se démontre par récurrence sur le nombre de sommets. L’hypothése de récur-
rence est que pour tout arbre de taille n, toute famille de potentiels, toute racine, et tout
ordre topologique correspondant, les équations (4.3) et (4.4) sont vraies.

4.6.1 n=2

Si T a deux sommets 1 et 2, alors deux messages sont passés, de 1 vers 2: mya(xg) =
> e, Y1(w1)th12(21, 72), puis de 2 vers 10 my(z1) = Y-, ¥o(w2)¢12(21, 72). D’autre part, on
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a par définition
u(zy) = Z¢1(I1)¢2($2)¢12($1,9E2)
= (@) D Wa(@s)tbra(an, )

u(ry) = hr(z1)mar (1),

et de fapn analogue, u(z2) = ¥(x2)mia(22). Ainsi, (4.3) est vérifice.

Enfin, on a directement par définition u(xy,xe) = ¥(x1)(x2)(x1, x2). D’ott (4.4) est
également vérifiée.

On a donc montré que le résultat est vrai pour n = 2.

4.6.2 n—1—n

On suppose que le résultat est vrai pour les arbres de taille n — 1, et on considére un arbre
de taille n, avec racine et ordre correspondant.

Comme le sommet n (dernier dans I'ordre topologique) n’a qu’un seul voisin 7, le premier
message passé, de n vers m, est

My, (an> = Z ¢n(xn)wan (Z[‘n, xﬂn)

Le dernier message passé, de m, vers n est égal a:

M (Tn) = Zwm (T ) Ynmn (Ty T, H Mier, (T, )

Ty keN (mn)\{n}

Nous allons construire un arbre T de taille n — 1, ainsi qu’une famille de potentiels, de
telle sorte que les 2(n — 2) messages passés dans T (i.e., tous les messages exceptés le premier
et le dernier) soient égaux aux 2(n — 2) messages passés dans 7. On définit 'arbre et les
potentiels comme suit:

e T=(V,E)avec V={1,....,n—1} et E = E\{n,m,} (i.e., c’est le sous-arbre corre-
spondant aux n — 1 premiers sommets).

e Les potentiels sont tous les mémes que ceux de T', excepté le potentiel z/?wn(xﬁn) =

¢7rn (an)mmrn (J7Trn) .

e La racine est inchangée et l'ordre topologique est aussi conservé.
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Le produit des potentiels de I'arbre de taille n — 1, est égale a:

n—1
Wz, Tyy) = H Wi(x;) H Vij (25, 25) | M, (2r,)
i=1

(i:7)€E\{n,mn}

n—1
- H%‘(Iz‘) H bij (i, ;) Z% Tn )Y, (Tn, T, )
=1

(i.7)€E\{n,mn}

= ZH% w) | vule,z)

Tn =1 (i,9)EE

= Zu(x)

Tn

et est donc égal a la marginalisation de u(x) aux n — 1 premiers sommets.

Par construction, tous les messages passés dans T correspondent aux messages passés
dans 7' (hormis le premier et le dernier). Nous montrons maintenant que les équations (4.3)
et (4.4) sont vraies.

Cas 1:i#n,i#m,

Les messages correspondant a ces noeuds sont les mémes dans les deux arbres T' et T, et
comme les marginales sont les mémes (car 4 est elleeméme la marginalisation de wu sur les
n—1 premiers sommets), les équations (4.3) et (4.4) sont vraies par hypothése de récurrence.
En particulier, (4.3) est vraie pour tout i ¢ {n,m,} et (4.4) est vraie pour tout i ¢ {n,m,}
et j voisin de 1.

Cas2:i1=m,

Dans ce cas, par hypothése de récurrence,

W(ry,) = w,,n Tr,) H My, (Tr,)  (produit sur les voisins de 7, dans T)
keN (mn)
= @Zﬂ-n (xﬂn) H mkﬂ'n (mﬂ'n)
keN (mn)\{n}
= Y(xn,)Mpm, (Tr,) H M, (€7, ) par définition de ¢y,
keEN (mn)\{n}
= xﬂ'n H mkﬂ'n xﬂ'n
keN (mn)

Comme u(z,,) = u(z,,), 'équation (4.3) est vérifice.
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Cas3:i=n
Il reste & montrer que les marginales sur n et (n,m,) sont effectivement correctes. On a:

w(Tp, Tr,) = Z u(z)

1¢nle7¥7"n
u(x)
= Yp(xp)Vr, (Tr, ) Vnm, (Tn, Trr,) ,
Z U (Tn) ¥, (T ) onm, (Ty )
\i?ﬁnaﬁﬁﬂ'n
a(mﬂ'n )

et par conséquent

w(z,,) = Z w(Tp, Tr,)

Tn

- (Z U (20, (:cn,:z:ﬂn)> Vo (T, ) (27,

= My, (T, U, (Tr, ) (27,

On en déduit alors

_ 1 u(Zr,)
Oé(ffﬂn) — ¢ﬂn (xﬂn) e (Iﬂn) .
: u(Tr,)
u(mn, xﬂ'n) = ¢n<xn)'¢mrn (xm mﬁn)ﬂ%n—(l’)

En utilisant le résultat montré pour le cas 2, on obtient:

wﬂ'n (Iﬂ'n) HkE/\/(Wn) mkﬂ'n (Iﬂ'n)

U(l’n, :L‘ﬂ’n) = @Z}n(l"n)wnw"(xman) m (l‘ )
= wn(xn>’l/}7rn (an)wnﬂn (xny an) H Mir, (xﬂ'n)
keN (mn)\n

ce qui montre le résultat pour la probabilité jointe sur z,,z,,. En sommant par rapport a
Zx,, on obtient immédiatement le résultat pour u(x,,):

u(z,) = Z w(Tp, Tr,)

= Z Un @)V, (T, )V, (T, T, ) H Mer, (T, )
Ty, keN (mn)\n
= Yn (xn) Z Y, ('Tﬂ'n )wmrn (mm 'Tﬂ'n) H M, ('Tﬂ'n)

Try, keN (mn)\n
= Y (Tp) M, n(x,) par définition de my, ,
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