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Soit T = (V,E) un arbre non orienté à n sommets et n− 1 arêtes. Soit u(x) un produit de
potentiels positifs se factorisant dans T , i.e.,

u(x) =
∏

(i,j)∈E

ψij(xi, xj)
∏

i∈V

ψi(xi).

Les marginales sur les singletons et sur les paires d’éléments voisins dans T sont définies
par

∀i ∈ V, ui(xi) =
∑

xj ,j 6=i

u(x)

∀(i, j) ∈ E, uij(xi, xj) =
∑

xk,k 6=i,j

u(x)

On considère d’abord que chaque variables xi prend un nombre fini de valeurs. Le message
passé de i vers j est défini par :

mij(xj) =
∑

xi

ψi(xi)ψij(xi, xj)
∏

k∈N (i)\{j}

mki(xi) (1)

où N (i) est l’ensemble des voisins de i dans T .

On considère la procédure suivante (dite “en série”) pour l’ordre de passage des messages : on
définit une racine en choisissant un des sommet (au hasard) ; cette racine permet de définir
un unique arbre orienté. On considère un ordre topologique quelconque (i.e., tel qu’un noeud
apparaît toujours après ses parents), et on suppose que les noeuds sont etiquettés en suivant
l’ordre topologique, i.e., V = {1, . . . , n}. Voir figure.
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Les 2(n− 1) messages sont passés dans l’ordre suivant :

n→ πn, n− 1 → πn−1, . . . , 2 → π2, π2 → 2, . . . , πn → n

Cette procédure respecte bien le protocole de passage des messages, i.e., un sommet n’envoie
un message que quand il a recu un message de tous ses autres voisins.

Nous allons démontrer qu’une fois les 2(n− 1) messages passés, les marginales sont égales à

∀i ∈ V, u(xi) = ψi(xi)
∏

k∈N (i)

mk,i(xi), (2)

∀(i, j) ∈ E, u(xi, xj) = ψi(xi)ψj(xj)ψij(xi, xj)
∏

k∈N (i)\{j}

mk,i(xi)
∏

k∈N (j)\{i}

mk,j(xj), (3)

1 Preuve

Le résultat se démontre par récurrence sur le nombre de sommets. L’hypothèse de récurrence
est que pour tout arbre de taille n, toute famille de potentiels, toute racine, et tout ordre
topologique correspondant, les équations (2) et (3) sont vraies.

n = 2

Si T a deux sommets 1 et 2, alors deux messages sont passés, de 1 vers 2 : m12(x2) =
∑

x1
ψ1(x1)ψ12(x1, x2), puis de 2 vers 1 : m21(x1) =

∑

x2
ψ2(x2)ψ12(x1, x2). D’autre part,

on a par définition

u(x1) =
∑

x2

ψ1(x1)ψ2(x2)ψ12(x1, x2)

= ψ1(x1)
∑

x2

ψ2(x2)ψ12(x1, x2)

u(x1) = ψ1(x1)m21(x1),

2



et de façon analogue, u(x2) = ψ(x2)m12(x2). Ainsi, (2) est vérifiée.

Enfin, on a directement par définition u(x1, x2) = ψ(x1)ψ(x2)ψ(x1, x2). D’où, (3) est
également vérifiée.

On a donc montré que le résultat est vrai pour n = 2.

n − 1 → n

On suppose que le résultat est vrai pour les arbres de taille n− 1, et on considère un arbre
de taille n, avec racine et ordre correspondant.

Comme le sommet n (dernier dans l’ordre topologique) n’a qu’un seul voisin πn, le premier
message passé, de n vers πn est

mnπn(xπn) =
∑

xn

ψn(xn)ψnπn(xn, xπn)

Le dernier message passé, de πn vers n est égal à :

mπnn(xn) =
∑

xπn

ψπn(xπn)ψnπn(xn, xπn)
∏

k∈N (πn)\{n}

mkπn
(xπn)

Nous allons construire un arbre T̃ de taille n− 1, ainsi qu’une famille de potentiels, de telle
sorte que les 2(n − 2) messages passés dans T (i.e., tous les messages exceptés le premier
et le dernier) soient égaux aux 2(n − 2) messages passés dans T̃ . On définit l’arbre et les
potentiels comme suit :

– T̃ = (Ṽ , Ẽ) avec Ṽ = {1, . . . , n− 1} et Ẽ = E\{n, πn} (i.e., c’est le sous-arbre correspon-
dant aux n− 1 premiers sommets).

– Les potentiels sont tous les mêmes que ceux de T , excepté le potentiel ψ̃πn(xπn) =
ψπn(xπn)mnπn(xπn).

– La racine est inchangée et l’ordre topologique est aussi conservé.

Le produit des potentiels de l’arbre de taille n− 1, est égale à :

ũ(x1, . . . , xn−1) =
n−1∏

i=1

ψi(xi)




∏

(i,j)∈E\{n,πn}

ψij(xi, xj)



mnπn(xπn)

=
n−1∏

i=1

ψi(xi)




∏

(i,j)∈E\{n,πn}

ψij(xi, xj)




∑

xn

ψn(xn)ψnπn(xn, xπn)

=
∑

xn

n∏

i=1

ψi(xi)
∏

(i,j)∈E

ψij(xi, xj)

=
∑

xn

u(x)
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et est donc égal à la marginalisation de u(x) aux n− 1 premiers sommets.

Par construction, tous les messages passés dans T̃ correspondent aux messages passés dans
T (hormis le premier et le dernier). Nous montrons maintenant que les équations (2) et (3)
sont vraies.

Cas 1 : i 6= n, i 6= πn

Les messages correspondant à ces noeuds sont les mêmes dans les deux arbres T et T̃ , et
comme les marginales sont les mêmes (car ũ est elle-même la marginalisation de u sur les
n− 1 premiers sommets), les équations (2) et (3) sont vraies par hypothèse de récurrence.
En particulier, (2) est vraie pour tout i /∈ {n, πn} et (3) est vraie pour tout i /∈ {n, πn} et
j voisin de i.

Cas 2 : i = πn

Dans ce cas, par hypothèse de récurrence,

ũ(xπn) = ψ̃πn(xπn)
∏

k∈Ñ (πn)

mkπn
(xπn) (produit sur les voisins de πn dans T̃ )

= ψ̃πn(xπn)
∏

k∈N (πn)\{n}

mkπn
(xπn)

= ψ(xπn)mnπn(xπn)
∏

k∈N (πn)\{n}

mkπn
(xπn) par définition de ψ̃πn

= ψ(xπn)
∏

k∈N (πn)

mkπn
(xπn)

Comme ũ(xπn) = u(xπn), l’équation (2) est vérifiée.

Cas 3 : i = n

Il reste à montrer que les marginales sur n et (n, πn) sont effectivement correctes. On a :

u(xn, xπn) =
∑

xi
i6=n,i6=πn

u(x)

= ψn(xn)ψπn(xπn)ψnπn(xn, xπm)
∑

xi
i6=n,i6=πn

u(x)

ψn(xn)ψπn(xπn)ψnπn(xn, xπn)

︸ ︷︷ ︸

α(xπn)

,
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et par conséquent

u(xπn) =
∑

xn

u(xn, xπn)

=

(
∑

xn

ψn(xn)ψnπn(xn, xπn)

)

ψπn(xπn)α(xπn)

= mnπn(xπn)ψπn(xπn)α(xπn).

On en déduit alors

α(xπn) =
1

ψπn(xπn)

u(xπn)

mnπn(xπn)
.

et

u(xn, xπn) = ψn(xn)ψnπn(xn, xπn)
u(xπn)

mnπn(xπn)
.

En utilisant le résultat montré pour le cas 2, on obtient :

u(xn, xπn) = ψn(xn)ψnπn(xn, xπn)
ψπn(xπn)

∏

k∈N (πn)mkπn
(xπn)

mnπn(xπn)

= ψn(xn)ψπn(xπn)ψnπn(xn, xπn)
∏

k∈N (πn)\{n}

mkπn
(xπn)

ce qui montre le résultat pour la probabilité jointe sur xn, xπn . En sommant par rapport à
xπn , on obtient immédiatement le résultat pour u(xn) :

u(xn) =
∑

xπn

u(xn, xπn)

=
∑

xπn

ψn(xn)ψπn(xπn)ψnπn(xn, xπn)
∏

k∈N (πn)\{n}

mkπn
(xπn)

= ψn(xn)
∑

xπn

ψπn(xπn)ψnπn(xn, xπn)
∏

k∈N (πn)\{n}

mkπn
(xπn)

= ψn(xn)mπnn(xn) par définition de mπnn

2 Potentiels Gaussiens

On fait maintenant l’hypothèse que chaque xi est une variable multivariée réelle, et que
les potentiels ψi(xi) et ψij(xi, xj) sont des exponentielles de fonctions quadratiques, i.e.,

ψi(xi) ∝ exp

(

−
1

2
x>i Λixi + η>i xi

)

ψij(xi, xj) ∝ exp

(

−
1

2

(
xi

xj

)>(
Aij Bij

B>
ij Cij

)(
xi

xj

)

+

(
aij

cij

)>(
xi

xj

))
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où la notation q(x) ∝ r(x) signifie q(x) = ar(x) où a est une constante (indépendante de
x), et les matrices sont de tailles appropriées (dépendant des dimensions de xi et xj).

Tous les messages passés dans l’algorithme somme-produit seront aussi des exponentielles
de fonctions quadratiques, donc de la forme :

mji(xi) ∝ exp

(

−
1

2
x>i Qjixi + ξ>jixi

)

Le passage des messages est équivalent à recalculer Qji et ξji en fonction des messages recus
en j. Plus précisément, on a :

mij(xj) ∝

∫

xi

ψi(xi)ψij(xi, xj)
∏

k∈N (i)\{j}

mki(xi)

∝

∫

exp

[

−
1

2

(
xi

xj

)>(
Aij + Λi +

∑

k∈N (i)\{j}Qki Bij

B>
ij Cij

)(
xi

xj

)

= +

(
aij + ηi +

∑

k∈N (i)\{j} ξkj

cij

)>(
xi

xj

)]

dxi

En utilisant le Lemme 1, on obtient les passages de message suivants :

Qij = Cij −B>
ij



Aij + Λi +
∑

k∈N (i)\{j}

Qki





−1

Bij

ξij = cij −B>
ij



dij + Λi +
∑

k∈N (i)\{j}

Qki





−1

aij + ηi +
∑

k∈N (i)\{j}

ξkj





Lemme 1 Si u(x, y) ∝ exp

(

−1
2

(
x
y

)>(
A B
B> C

)(
x
y

)

+

(
a
c

)>(
x
y

))

, alors

∫

u(x, y)dx ∝ exp

(

−
1

2
x>(C −B>A−1B)x+ x>(c−B>A−1a)

)
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