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Résultats de la these

m Theoreme barycentrigue de Tutte appliqgué aux isotopies

avec Michel Pocchiola et Gert Vegter.
[1] Computational Geometry : Theory and Applications, 2003.
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s Optimisation de courbes sur des surfaces

¢ avec Francis Lazarus :
[3] Symposium on Foundations of Computer Science, 2002 ;
[4] Symposium on Graph Drawing, 2003 ;

¢ dans cette these :
» extension des résultats de [3];

 simplification des démonstrations de [3];
 simplification pour une ét.ape.de [{L]. .

Soutenance de thése — Eric Colin de Verdiére — p.2



f Décomposer, raccourcir, déformer

Topologie algorithmique des surfaces.
m Décomposer topologiguement des surfaces;

@&Wm

schéma polygonal

& A0

decomposition en pantalons
m raccourcir des courbes sur des surfaces par déeformation.
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Motivations

m specialisation du probleme de calcul de plus courts
chemins;

B représentant « canonique » d'une classe d’homotopie;

m calcul dhomeomorphismes.
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Motivations en infographie

m CAO, modélisation géomeétrique, dessin 3D ;

m parametrage (visualisation, plaguage de texture, maillage
et calcul numerique, remaillage) ;

m analyse multi-echelle;

B compression geomeétrique.

[Desbrun, Meyer, Alliez, 2002]
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Travaux antérieurs

m Topologie algébrique classique (debut du XX€ siecle);
m ¢+ calcul efficace de schémas polygonaux canoniques
[Vegter, Yap, 1990], [Lazarus, Pocchiola, Vegter, Verroust, 2001] ,

¢ calcul du plus court schéma polygonal sur le graphe

sommets-arétes d’une surface polyédrale
[Erickson, Har-Peled, 2002] ,

m ¢+ simplicité d’'un plus court cycle homotope a un cycle
simple donneé [Hass, Scott, 1982] ;

¢+ décroisement de courbes, mouvements de Reidemeister
[Hass, Scott, 1985], [de Graaf, Schrijver, 1997] ,

NS X =X

AN

m calcul de plus courtes courbes homotopes dans le plan
[Hershberger, Snoeyink, 1994], [Efrat, Kobourov, Lubiw 2002], [Bespamyatnikh, 2003].
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- Plongements de graphes et de cycles

Optimisation
m d’'un plongement de graphe;

m d’'un plongement de cycles (famille de cycles simples et
deux a deux disjoints).

Trouver le plus court plongement homotope (ou isotope) au
plongement donné.

pas une isotopie
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Apercu

S = (s1,...,sny) systéme de découpage décomposant la
surface en surfaces topologiquement elementaires.
m Algorithme glouton, itératif, simple;

LNV

réesultat : apres itération, chague courbe s; est
Individuellement aussi courte que possible dans une classe
d’homotopie ou d’isotopie;

B conséquence : complétion, optimisation, extraction.
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1. Cadre de I’'etude
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Notion de longueur

m Surface M connexe, compacte, orientable, év. a bords;
m graphe B pondeéré plongé sur M ;

m longueur |c| d’'une courbe ¢ : somme des poids des arétes
de 55 croisées par c.

Courbes régulieres par rapport a B.

La position exacte des courbes a I'intérieur d’une face

n'importe pas.
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- Notion de longueur

m M polyédrale, de graphe sommets-arétes N pondéré ;
m courbes «longeant » le graphe N sans se « croiser » ;

m structure de données : chemins « ordonnés » dans N ;
m longueur : calculée dans le graphe .
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Dualité

@

m cadre topologique (nombre de croisements avec le graphe
B) : déemonstrations ;

m cadre algorithmique (opérations utilisant le graphe N) :
algorithmes et complexité.

Intéreét :

m parfois souhaitable (remaillage, calcul approché);

m techniques susceptibles d’extensions.
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2. Plongements de graphe
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Complétion

s = (s1,...,s,) plongement de graphe.

Complétion en un plongement de graphe S = (s1,...,snx5)
tel que, pour tout ¢, la face de S \ s; contenant s; est un
disque, séparé en deux par s;.

C’est un systeme de découpage par graphe.

Proposition. C’est possible sans ajouter de sommets a
I'interieur de M (sin > 1).

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [
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Optimisation et extraction

m Etape élémentaire rac,;(S) : raccourcir s; dans le disque de
S\ s; dans lequel il se trouve.

m Etape principale rac = racy oracy_1 0...0racy.
m Algorithme : itérer rac jusqu’a stabilité des longueurs.

complétion optimisation extraction
-~ / > of
S1.m > S1..N 51 N ~S1.m
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- Résultat — cas particulier

Théoreme (I). Si tous les sommets sont sur le bord de M
m Stabilité atteinte : Im, [rac™t1(S)| = |[rac™(S)|;

m soit S =rac™(S). Pourtouti € [1...N], s/ estun plus
court chemin parmi tous les chemins homotopes a s;.

Conséquence. On peut, pour tout z, remplacer s; par un plus
court chemin homotope s’ de sorte que les s; soient simples

et deux a deux disjoints.

[ J [ J [ J [ J [ J
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Résultat — cas géneral

Théoreme (lI).
m Im, [rac™ T (S)| = [rac™(S)];

m soit S’ =rac™(S). Pourtouti € [1...N], s/ estun plus

court chemin parmi tous les chemins simples isotopes a s;
dans M privé des sommets de S non extrémités de s;.

Conseqguences :
m s’ est de longueur minimale parmi les plonge-
ments de graphe isotopes a sommets fixés a s;

m Si s est un systeme fondamental de lacets,
alors, pour tout ¢, s. est de longueur minimale

parmi les lacets simples homotopes a s; (avec
[Epstein, 1966]).
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- Mot des croisements

S . chemins simples et deux a deux disjoints dont les

extrémités sont sur oM.
Mot des croisements S/ d’'un chemin » avec S : liste des

croisements.

S/p=1231

S1 8o S3 S1
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- Mot des croisements

S . chemins simples et deux a deux disjoints dont les

extrémités sont sur oM.
Mot des croisements S/ d’'un chemin » avec S : liste des

croisements.
z S/p=1231

S1 S22 83 S1
Si » est un chemin fermeé contractile, alors S/, est parenthése.
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Démonstration de (I)

m o c[1...N];
m | «longeant» s ;

m raccourcir /; autant que pos-
sible dans sa classe d’homo-
topie.

n'est pas forcément simple.
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m Si S et/ sontdisjoints, apres une itération supplementaire,
le :°™€ chemin et /. ont méme longueur.
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3 Démonstration de (l), suite et fin

m Si R=rac;(S) alors:red;(R/!) = red;(S/).

>» >

m |l existe /' ayant les memes propriétes que /, tel que :
= red;(S/t;).

>

m A partir d’'une certaine étape, S et /, sont disjoints (quitte a
changer /). Apres une itération supplémentaire : |s, | = |/ |.

—
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- Idée de la demonstration de ()

@

Petits disques autour des sommets de S ;

les optimisations de S et S sont similaires ;

o
o
m on applique le théoréme (I) a S : 5 est optimal ;
o

on se ramene a s..
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- Idée de la demonstration de ()

M, S
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les optimisations de S et S sont similaires ;
on applique le théoréme (I) a S : 5 est optimal ;
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3. Plongements de cycles
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Complétion

s = (s1,...,s,) plongement de cycles.

Complétion en un plongement de cycles S tel que, pour tout 7,
la face de S\ s; contenant s; est un cylindre ou un pantalon,
sépare en cylindres ou pantalons par s;.

C’est un systeme de découpage par cycles.

Proposition. C’est toujours possible.
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Optimisation et extraction

m Etape élémentaire rac;(S) : remplacer s; par un plus court
cycle simple homotope dans le cylindre ou pantalon de
S\ s; dans lequel il se trouve.

m Etape principale rac = racy oracy_1 0 ... o racs.

m Algorithme : itérer rac jusqu’a stabilité des longueurs.

4

complétion optimisation extraction

g g / /
S1 . n > S1..N =89 ~S1.n
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Optimisation et extraction
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- Résultat
: Théoreme (lII).
m Im, [rac™ T (S)| = [rac™(S)];

m soit S’ =rac™(S). Pourtouti € [1...N], s/ estun plus
court cycle homotope a s;.

Conséquence. On peut, pour tout ¢, remplacer s; par un plus
court cycle homotope s de sorte que les s; soient simples et

deux a deux disjoints.

[ J [ J [ J [ J [ J
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- Idée naive pour montrer (ll1)

m c[l1...N];

m . homotope a s, aussi court que possible; /. n'est pas
forcement simple ;
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- Idée naive pour montrer (ll1)

m c[l1...N];

m . homotope a s, aussi court que possible; /. n'est pas
forcement simple ;

m le mot des croisements S//. est parenthésé;
m il decroit par suppression de 57 ou 3.

1122144133
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En fait. ..

... tout est plus compligué.

j7kk
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En fait. ..

... tout est plus compligué.

Il faut distinguer selon les classes d’homotopie.
co—or1 AT
797° kP k
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Outils pour montrer (lil)

Mots des croisements dans le revétement universel de la
surface : [S//,] est 'ensemble des mots des croisements

entre releves de S et « périodes » d’'un relevé ', de
jw ~ w.jm

N VAT A

red; T w.g*9% W — w.a, w7 = .
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0707 §7(@) |7 (B)

red; T w.g*9% W — w.a, w7 = .

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [
Soutenance de thése — Eric Colin de Verdiére — p.28



4. Complexite
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Complexité

Algorithmiguement :
m optimisation : calculs de plus courts chemins dans un
graphe planaire [Dijkstra], [Henzinger et al, 1997],

m complétion (non présenté ici).

Si tous les poids sont unitaires :
m algorithmes polynomiaux en :
¢ la complexité de la surface;

¢+ la complexité du plongement d’entrée ;

m en particulier :
¢ probleme NP-difficile : calcul du plus court schéma
oolygonal [Erickson, Har-Peled, 2002] ,

¢ probleme polynomial : calcul d’'un plus court systeme
fondamental de lacets d’'une classe d’homotopie [nous].

[ ] [ ] [ ] [ J [ J [ J [ J [ J [ J
Soutenance de thése — Eric Colin de Verdiére — p.30



- Complexité, suite et fin

Analyse dans le cas général :

m pour les graphes : O(c2d K23 (n+ g + b)?) ;
m pour les cycles : O(c3d K3 u*(n + g + b)?),
avec

m complexité de la surface :

¢ d :degré maximal d’'un sommet;
¢ K :nombre de sommets, arétes et faces;
¢ g, b:nombre de « poignées » et de bords;

m complexité des courbes dentree :

¢ 1 : nombre maximal de passages d’'une courbe d’entrée
par une aréte du graphe;

¢ n :nombre de courbes d’'entrée:

. plus longue aréte
" plus courte aréte

parametre « ».
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Conclusion
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- Prolongements possibles

m Implantation générique complete ; utilisation en pratique ;

[ J [ J [ J [ J [ J
Soutenance de thése — Eric Colin de Verdiére — p.34



- Prolongements possibles

m Implantation générique complete ; utilisation en pratique ;
m analyse de complexité (<, borne inférieure) ;

[ J [ J [ J [ J [ J
Soutenance de thése — Eric Colin de Verdiére — p.34



- Prolongements possibles

m Implantation générique complete ; utilisation en pratique ;
m analyse de complexité (<, borne inferieure) ;
m extension aux surfaces non orientables;

[ J [ J [ J [ J [ J
Soutenance de thése — Eric Colin de Verdiére — p.34



Prolongements possibles

Implantation genériqgue complete ; utilisation en pratique;
analyse de complexité («, borne inférieure) ;

extension aux surfaces non orientables;

extension aux surfaces polyédrales, riemanniennes;

[ J [ J [ J [ J [ J
Soutenance de thése — Eric Colin de Verdiére — p.34



Prolongements possibles

Implantation genériqgue complete ; utilisation en pratique;
analyse de complexité («, borne inférieure) ;

extension aux surfaces non orientables;
extension aux surfaces polyédrales, riemanniennes;
courbes avec intersections;

[ ] [ ] [ ] [ J [ J [ J [ J [ J [ J
Soutenance de thése — Eric Colin de Verdiére — p.34



Prolongements possibles

Implantation genériqgue complete ; utilisation en pratique;
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