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CARTES, HYPERCARTES

ET PERMUTATIONS
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1. C'est quoi une CARTE ?

Une carte est un graphe dessin�e sur une vari�et�e orient�ee et
compacte de dimension 2 (sph�ere, tore, . . . ) de telle mani�e re
que. . .

{ the edges do not intersect ;

{ its complement is a disjoint union of regions homeomo rphic to

op en disks.

These regions a re called F A CES ;

Degree of a face = numb er of surrounding edges

(\inner" edges a re counted t wice).
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1. C'est quoi une CARTE ?

Une carte est un graphe dessin�e sur une vari�et�e orient�ee et
compacte de dimension 2 (sph�ere, tore, . . . ) de telle mani�e re
que. . .

{ les arêtes ne se coupent pas ;
{ le compl�ement du graphe est une union disjointe de r�egion s

hom�eomorphes �a un disque ouvert.

These regions a re called F A CES ;

Degree of a face = numb er of surrounding edges

(\inner" edges a re counted t wice).
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1. C'est quoi une CARTE ?

Une carte est un graphe dessin�e sur une vari�et�e orient�ee et
compacte de dimension 2 (sph�ere, tore, . . . ) de telle mani�e re
que. . .

{ les arêtes ne se coupent pas ;
{ le compl�ement du graphe est une union disjointe de r�egion s

hom�eomorphes �a un disque ouvert.

Ces r�egions s'appellent FACES ;
le degr�e d'une face = le nombre d'arêtes qui l'entourent
(les arêtes \int�erieures" sont compt�ees deux fois).
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Le même graphe mais deux cartes di��erentes

Les degr�es des faces :

{ pour la carte de gauche : 1 et 5 ;
{ pour celle de droite : 3 et 3 .

Un graphe n'a pas de faces mais seulement
des sommets et des arêtes.
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Ceci n'est pas une carte
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Le graphe complet K 4 dessin�e sur la sph�ere et sur le tore :
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Degr�es des faces :
{ sur la sph�ere : 3, 3, 3, 3 ;
{ sur le tore : 8, 4 .
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Une HYPERCARTE = Une carte bicolori�ee :

Cartes  ! hypercartes dont tous les sommets blancs
sont de degr�e 2 :

Convention : Quand il s'agit d'une carte, les sommets blancs
sont cach�es (mais ils existent toujours).
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Cartes et hypercartes peuvent être cod�ees par des
triplets de permutations :

1

8
9

3 2 6

7

5

4

Convention : Les �etiquettes des brins d'arêtes sont plac�ees
sur la rive gauche quand on va d'un sommet
noir vers un sommet blanc.

� = (1 ; 2; 3)(4 ; 5)(6)(7 ; 8; 9)
� = (1 ; 4)(2 ; 9; 3)(5 ; 6; 7)(8)
' = (1 ; 5; 9)(2)(3 ; 8; 7; 6; 4)

Remarque importante : ��' = 1
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Illustration : ��' = 1
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Dans l'autre sense :

�A tout triplet de permutations ( �; �; ' ) tel que
� le groupe des permutations G = h�; �; ' i est transitif,
� ��' = 1,

correspond une hypercarte.

Cycles de �  ! sommets noirs
Cycles de �  ! sommets blancs
Cycles de '  ! faces

Caract�eristique d'Euler :

cycl( � ) + cycl( � ) + cycl( ' ) � n = 2 � 2g :
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1. On fabrique des polygones orient�es bidimensionnels qui
correspondent aux cycles de ' ;

2. On les colle l'un �a l'autre selon les indications fournie s
par � et � :

k ��! i ��! j
'

�! k :
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3. On trouve que le voisinage de chaque point de la surface ain si
obtenue est hom�eomorphe �a un disque ouvert dans R2 .



Exemple :

Prenons l'icosa�edre (consid�er�e comme une carte planair e). . .

Image cr�ee par : Robert Webb's Great Stella software

Stella website : http://www.software3d.com/Stella.html

. . . et rempla�cons � par � 2 !
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� Sommets : Restent les mêmes car les cycles de longueur 5 de �
se transforment en cycles de longueur 5 de � 2 .

� Arêtes : Restent les mêmes (pour la raison similaire).
� Faces : Il faut les calculer. . . ou dessiner { au moins une. . .

Il se trouve que toutes les faces de la nouvelle carte sont
pentagonales et par cons�equent leur nombre est 60 =5 = 12
(60 est le nombre des brins).

12 faces pentagonales : faut-il appeler cette carte dod�eca�edre ?

La caract�eristique d'Euler

2 � 2g = 12 � 30 + 12 = � 6 ;

donc le genre

g = 4 :

14



Automorphismes = permutations h 2 S60 qui commutent
avec � , � et ' .

h commute avec � ) h commute avec � 2

h commute avec � 2 ) h commute avec �
(car ( � 2) 2 = � � 1)

Par cons�equent, le groupe d'automorphismes de la nouvelle carte
est le même que celui de l'icosa�edre, c'est-�a-dire, A 5.

Qui plus est, cette carte est autoduale . Si on dessine �a la fois
la carte elle-même et sa duale, le groupe d'automorphismes de
l'hypercarte ainsi obtenue devient S 5 au lieu de A 5 .
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Deux images qui repr�esentent

l'icosa�edre-dod�eca�edre de genre 4 :

Images cr�ees par : Robert Webb's Great Stella software

Stella website : http://www.software3d.com/Stella.html

Important : on voit toutes les sym�etries.
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GROUPE CARTOGRAPHIQUE

Un dessin �! triplet ( �; �; ' ) �! groupe G = h�; �; ' i

Dans la plupart des cas on obtient soit S n , soit A n .

Mais. . .

17



PSL  (2)3

M 12
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M 24

19



Une M 24 -hypercarte trouv�ee par Marston Conder
(la ligne horizontale repr�esente l'�equateur sur la sph�e re) :

......
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Il existe � 7:5 � 10 9 arbres plans avec 23 arêtes (sans bicoloration).

Ils poss�edent tous comme groupe cartographique soit S 23 , soit A 23
{ sauf 4 exceptions : les deux arbres montr�es sur la �gure ainsi
que leurs images mirroir.
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Le groupe cartographique est le groupe de Mathieu M 22 . L'assor-
timent de degr�es des sommets noirs, des sommets blancs et de s
faces est le même : 4 4 22 12. Il se trouve que dans M 22 il y a deux
classes de conjugaison avec cette structure cyclique, et el les ne
sont pas inverses l'une �a l'autre (la situation assez rare) . Dans
l' Atlas of Finite Groups ces classes sont not�ees 4 A et 4 B . Dans
cet exemple, toutes les trois permutations � , � et ' appartiennent
�a la classe 4 B .
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FONCTIONS de BELYI

(cas planaire)
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Soit une hypercarte, ou un dessin d'enfant (de degr�e 10 : dix brins)

On cherche une fonction rationnelle f qui v�eri�e quatre conditions :

Condition 1 . Les sommets noirs sont des racines de f , avec les

multiplicit � es de ces racines � egales aux degr � es des sommets .

Alo rs, le numerateur de f dans notre exemple doit ^ etre

( x � a )

6

( x � b )

3

( x � c ) :
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Soit une hypercarte, ou un dessin d'enfant (de degr�e 10 : dix brins)

On cherche une fonction rationnelle f qui v�eri�e quatre conditions :

Condition 1 . Les sommets noirs sont les racines de f , avec les
multiplicit�es de ces racines �egales aux degr�es des somme ts .

Alors, le numerateur de f dans notre exemple doit être

( x � a) 6( x � b) 3( x � c) :
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Soit une hypercarte, ou un dessin d'enfant (de degr�e 10 : dix brins)

On cherche une fonction rationnelle f qui v�eri�e quatre conditions :

Condition 2 . Les sommets blancs sont les racines de f � 1, avec
les multiplicit�es des racines �egales aux degr�es des sommets .

Alors, le numerateur de f � 1 dans notre exemple doit être

( x3 + dx2 + ex + f ) 2( x4 + gx3 + hx 2 + ix + j ) :
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Soit une hypercarte, ou un dessin d'enfant (de degr�e 10 : dix brins)

On cherche une fonction rationnelle f qui v�eri�e quatre conditions :

Condition 3 . �A l'int�erieur de chaque face il y a un pôle de f , avec
la multiplicit�e de ce pôle �egale au degr�e de la face .

Alors, le d�enominateur de f dans notre exemple doit être

( x2 + kx + l) 5 :
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Donc, 0, 1 et 1 sont des valeurs critiques de la fonction f ;
c'est-�a-dire, les �equations

f = 0 ; f = 1 et f = 1

ont des racines multiples.

Condition 4 . �A part 0, 1 et 1 il n'y a pas d'autres valeurs critiques.

Alors, l'hypercarte elle-même s'obtient comme l'image r� eciproque

H = f � 1([0 ; 1])

28



Finalement, nous avons

f ( x) =
K ( x � a) 6( x � b) 3( x � c)

( x2 + kx + l) 5 ;

f ( x) � 1 =
( K � 1)( x3 + dx2 + ex + f ) 2( x4 + gx3 + hx 2 + ix + j )

( x2 + kx + l) 5 ;

ce qui nous donne 13 param�etres et 10 �equations alg�ebriqu es.

Les valeurs de 3 param�etres peuvent être choisies arbitra irement.
Par exemple :

a = 0 ; b = 1 ; c = � 1 :
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R�esultats de calcul :

f ( x) =
50000

27
�

x6 ( x � 1) 3 ( x + 1)
( x2 + 4 x � 1) 5

;

f ( x) � 1 =
1

27
�

(11 x3 + x2 � 3 x + 3) 2 (7 x � 1) (59 x3 � 121 x2 + 33 x � 3)
( x2 + 4 x � 1) 5

:
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La r�ealit�e est plus complexe : la seule information que nou s avons
utilis�ee pour �ecrire les �equations sur les coe�cients de la fonction f
est l'assortiment de degr�es des sommets et des faces.

Or, il existe 7 hypercartes ayant le même assortiment de deg r�es :

S S5 6

S10
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Question-d�e�

1. Trouver toutes les cartes �a 6 arêtes (donc 12 brins d'ar^ etes)
avec les sommets de degr�es 6, 3, 2, 1 et les faces de degr�es
aussi 6, 3, 2, 1.

2. Montrer que la liste soit exhaustive.

Une bouteille de Bordeaux �a celui ou celle qui trouve la bonn e
r�eponse �a la question 1 avant la �n du colloque.
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±0.4

±0.2

0

0.2

0.4

±1 ±0.5 0 0.5 1 1.5

Le dessin obtenu comme f � 1([0 ; 1]) pour

f ( x) =
50000

27
�

x6 ( x � 1) 3 ( x + 1)

( x2 + 4 x � 1) 5 :
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Les 5 hypercartes avec le groupe cartographique S 10 constituent

une orbite de Galois :

1. Les coe�cients des fonctions de Belyi s'expriment en fonc tion
des racines du polynôme

P ( t) = 85237 t5 � 95206 t4 + 48850 t3 � 7456 t2 + 1606 t � 226 :

2. En prenant l'une apr�es l'autre les 5 racines du P on obtient les
5 hypercartes en question.

3. Le polynôme P peut varier mais le corps de nombres F � Q
engendr�e par les racines de P reste le même : c'est un invariant
de l'orbite.

(Ici Q est le corps des nombres alg�ebriques.)
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Th�eor�eme
Pour toute hypercarte planaire, une telle fonction rationn elle f
existe. Elle est unique, �a une homographie de la variable x pr�es.

C'est un cas particulier du Th�eor�eme d'Existence de Riemann .

Une homographie permet de choisir arbitrairement trois par am�etres.

La fonction f s'appelle fonction de Belyi . Ses coe�cients peuvent
être fait nombres alg�ebriques .

L'hypercarte en question est l'image r�eciproque de l' hypercarte
�el�ementaire suivante :

0 1 *8
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Le groupe de Galois universel � = Aut( QjQ), c'est-�a-dire,
le groupe d'automorphismes du corps Q, agit sur les hypercartes.

Invariants de cette action :

� le groupe cartographique ;

� le groupe d'automorphismes (qui est le centralisateur du gr oupe
cartographique dans S n) ;

� l'assortiment de degr�es des sommets noirs et blancs et des f aces
(c'est-�a-dire, les structures cycliques de � , � et ' ) ;

� une version ra�n�ee de l'invariant pr�ec�edent : l'ensembl e des
classes de conjugaison des permutations � , � et ' (quand le
groupe est di��erent de S n ou A n) ;

� et autres. . .
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Valeur de f �a l'in�ni :

f ( x) =
A( x)

C( x)
=

am xm + : : :

cn xn + : : :

f ( 1 ) =

8
><

>:

0 m < n (multiplicit�e n � m)
am=cn m = n
1 m > n (multiplicit�e m � n)

Normalement le pôle �a l'in�ni correspond �a la \face ext�erieure" .
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Un cas particulier d'une hypercarte est un arbre plan
(avec une structure bipartite naturelle) :

Il y a un seul pôle �a l'in�ni ) f est un polynôme.

Les polynômes comme cela s'appellent polynômes de Shabat .
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Exemples :

{ pour l'arbre-�etoile f ( x) = xn ;
{ pour l'arbre-châ�ne f ( x) = Tn( x), le polynôme de Chebyshev

(les valeurs critiques, au lieu de 0 et 1, sont � 1).
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Proposition. Tout arbre plan poss�ede une forme g�eom�etrique
canonique (�a une translation, rotation et homoth�etie pr�es).

1

1

-2

0

2

-1

-1

0

f ( x) =
1

729
� (2 x2 � 3x + 9) 3 ( x + 1) ;

f ( x) � 1 =
1

729
� x3 (8 x4 � 28x3 + 126 x2 � 189 x + 378) :
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Images r�eciproques
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Une borne de

Davenport{Stothers{Zannier

ou

Dessiner au lieu de calculer
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Soient P; Q 2 C[x] deux polynômes premier entre eux.

Question : Quel est le degr�e minimal de P 3 � Q2 ?

Denote : deg P = 2 n , deg Q = 3 n , and

P

3

� Q

2

= R :

B. J. Birch, S. Cho wla, M. Hall Jr., A. Schinzel (1965) :

TW O CONJECTURES

1. deg R � n + 1 ;

2. cette b o rne est atteinte p our une in�nit � e de valeurs de n

(en r � ealit � e elle est atteinte p our tout n ).

The �rst conjecture w as p roved b y H. Davenp o rt in 1965.

The second one w as p roved b y W. W. Stothers in 1981,

and generalized b y U. Zannier in 1995

(with half a douzen of publications in b et w een).
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Soient P; Q 2 C[x] deux polynômes premier entre eux.

Question : Quel est le degr�e minimal de P 3 � Q2 ?

Notations : deg P = 2 n, deg Q = 3 n
deg P 3 = deg Q2 = 6 n, et P 3 � Q2 = R .

B. J. Birch, S. Chowla, M. Hall Jr., A. Schinzel (1965) :
DEUX CONJECTURES
1. deg R � n + 1 ;
2. cette borne est atteinte pour une in�nit�e de valeurs de n

(en r�ealit�e elle est atteinte pour tout n).

The �rst conjecture w as p roved b y H. Davenp o rt in 1965.

The second one w as p roved b y W. W. Stothers in 1981,

and generalized b y U. Zannier in 1995

(with half a douzen of publications in b et w een).
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Soient P; Q 2 C[x] deux polynômes premier entre eux.

Question : Quel est le degr�e minimal de P 3 � Q2 ?

Notations : deg P = 2 n, deg Q = 3 n
deg P 3 = deg Q2 = 6 n, et P 3 � Q2 = R .

B. J. Birch, S. Chowla, M. Hall Jr., A. Schinzel (1965) :
DEUX CONJECTURES
1. deg R � n + 1 ;
2. cette borne est atteinte pour une in�nit�e de valeurs de n

(en r�ealit�e elle est atteinte pour tout n).

La premi�ere conjecture a �et�e prouv�ee par H. Davenport en 1965.
La deuxi�eme a �et�e d�emontr�ee par W. W. Stothers in 1981, p uis
red�emontr�ee et g�en�eralis�ee par U. Zannier en 1995 (ave c une bonne
demi-douzaine de publications entre temps).
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Nous alons d�emontrer la \partie di�cile", c'est-�a-dire, la deuxi�eme
conjecture : la borne est atteinte pour tout n .

Tout d'abord, un petit calcul quand même :

P 3 � Q2 = R ;

P 3

R
�

Q2

R
= 1 ;

P 3

R
� 1 =

Q2

R
:

Ainsi s'ach�eve l'�etape de calcul. Et maintenant. . .

Supp ose that f =

P

3

R

is a Belyi function

Then what should b e the co rresp onding (hyp er)map ?

(The remaining pa rt will b e a translation of the p roblem into

combinato rial language.)
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Nous alons d�emontrer la \partie di�cile", c'est-�a-dire, la deuxi�eme
conjecture.

Tout d'abord, un petit calcul quand même :

P 3 � Q2 = R ;

P 3

R
�

Q2

R
= 1 ;

P 3

R
� 1 =

Q2

R
:

Ainsi s'ach�eve l'�etape de calcul. Et maintenant. . .

Supposons que f =
P 3

R
soit une fonction de Belyi

Alors, quelle sera la carte (ou l'hypercarte) correspondan te ?

(La partie restante sera une traduction de l'�enonc�e du pro bl�eme
en langage combinatoire.)
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f =
P 3

R

Les SOMMETS NOIRS sont les racines de P 3 , soit
les racines de P .

Si P n'a pas de racines multiples, alors toutes les racines de P 3

(c'est-�a-dire, tous les sommets noirs) sont de degr�e 3.

Leur nombre est deg P = 2 n.
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f � 1 =
Q2

R

Les SOMMETS BLANC sont les racines de Q2, soit
les racines de Q.

Si Q n'a pas de racines multiples, alors toutes les racines de Q2

(c'est-�a-dire, tous les sommets blancs) sont de degr�e 2.

Par cons�equent, les sommets blancs peuvent être \e�ac�es " car
notre hyper carte est juste une carte .

Sommets noirs = juste sommets ;
Sommets blancs = \milieux d'arêtes".

Le nombre d'arêtes est deg Q = 3 n.
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La FORMULE d'EULER :

# (sommets) � # (arêtes) + # (faces) = 2

2n � 3n + # (faces) = 2

# (faces) = n + 2

F A CES co rresp ond to POLES of f =

P

3

R

� one p ole at 1  ! the outer face

� ro ots of R  ! other (\�nite") n + 1 faces

Degree of a p ole of f = degree of the co rresp onding ro ot of R =

degree of the co rresp onding face. Hence,

deg R =

X

non-outer faces F

deg( F )
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La FORMULE d'EULER :

# (sommets) � # (arêtes) + # (faces) = 2

2n � 3n + # (faces) = 2

# (faces) = n + 2

Les FACES correspondent aux P ÔLES de f = P 3

R

� un pôle �a l'in�ni  ! la face ext�eriere ;
� les racines de R  ! les n + 1 faces �nies restantes.

deg R = n + 1 , toutes les faces �nies sont de degr�e 1
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R �ECAPITULATIF :

Existe-t-il une carte planaire ayant :

� 2n sommets, tous de degr�e 3 ;
� 3n arêtes ;
� n + 1 faces �nies de degr�e 1 (plus une grande face ext�erieure) ?

ou plus simple encore :

� tous les sommets sont de degr�e 3 ;
� toutes les faces �nies sont de degr�e 1.

Remarque : Ceci est une traduction directe du probl�eme en
langage combinatoire, et rien d'autre !
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SOLUTION :

D'abord, un arbre... puis, on y colle des boucles
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G �EN �ERALISATION :

Soient F et G deux polynômes de degr�e n,

F ( x) =
pY

i =1
( x � ai )

� i ; G( x) =
qY

i =1
( x � bi )

� i ;

et

F � G = R :

Supposons que le pgcd des � i ; � j soit 1. Alors :

{ Si p + q � n + 1 alors deg R � 0 (trivial) , et cette borne est
atteinte.

{ Si p + q � n + 1 alors deg R � ( n + 1) � ( p + q), et cette borne
est atteinte.

ID �EE : � 1; : : : ; � p et � 1; : : : ; � q sont les degr�es des sommets noirs
et blancs d'une hypercarte correspondant �a la fonction de B elyi

f =
F

R
:
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Conjecture abc
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Soient a; b; c trois entiers positifs deux �a deux premiers, et soit

a + b = c :

Conjecture (1�ere version). Tous les trois nombres a; b; c ne peuvent
pas avoir des bonnes factorisations en facteurs premiers.

Mo re p recisely : let

a = p

�

1

1

p

�

2

2

: : : p

�

k

k

; b = q

�

1

1

q

�

2

2

: : : q

�

m

m

; c = r




1

1

r




2

2

: : : r




n

n

;

and tak e

R = p

1

p

2

: : : p

k

q

1

q

2

: : : q

m

r

1

r

2

: : : r

n

:

Conjecture. R cannot b e to o small compa red to c = max f a; b; c g .

Y et mo re p recisely : let c = R

�

, o r, equivalently ,

� =

log c

log R

:

Conjecture. F o r any �

0

> 1 there exists at most a �nite numb er

of triples ( a; b; c ) such that fo r them � > �

0

.
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Soient a; b; c trois entiers positifs deux �a deux premiers, et soit

a + b = c :

Conjecture (1�ere version). Tous les trois nombres a; b; c ne peuvent
pas avoir des bonnes factorisations en facteurs premiers.

Plus pr�ecis�ement : soit

a = p� 1
1 p� 2

2 : : : p� k
k ; b = q� 1

1 q� 2
2 : : : q� m

m ; c = r 
 1
1 r 
 2

2 : : : r 
 n
n ;

et soit

R = p1p2 : : : pk q1q2 : : : qm r 1r 2 : : : r n :

Conjecture (2�eme version). R ne peut pas être trop petit par
rapport �a c.

Y et mo re p recisely : let c = R

�

, o r, equivalently ,

� =

log c

log R

:

Conjecture. F o r any �

0

> 1 there exists at most a �nite numb er

of triples ( a; b; c ) such that fo r them � > �

0

.
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Soient a; b; c trois entiers positifs deux �a deux premiers, et soit

a + b = c :

Conjecture (1�ere version). Tous les trois nombres a; b; c ne peuvent
pas avoir des bonnes factorisations en facteurs premiers.

Plus pr�ecis�ement : soit

a = p� 1
1 p� 2

2 : : : p� k
k ; b = q� 1

1 q� 2
2 : : : q� m

m ; c = r 
 1
1 r 
 2

2 : : : r 
 n
n ;

et soit

R = p1p2 : : : pk q1q2 : : : qm r 1r 2 : : : r n :

Conjecture (2�eme version). R ne peut pas être trop petit par
rapport �a c.

Encore plus pr�ecis�ement : soit c = R � ou, ce qui est �equivalent,

� =
log c

log R
:

Conjecture (3�eme version). Pour tout � 0 > 1 il existe au plus
un nombre �ni de triplets ( a; b; c) tels que � > � 0.
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Corollaire. Soit

a = xn ; b = yn ; c = zn ;

et donc

xn + yn = zn :

Il est clair que

R � xyz < z 3 ;

d'o�u

� =
log c

log R
>

log zn

log z3 =
n

3
:

Par cons�equent, toutes les �equations de Fermat avec n � 4 prises
ensemble ne peuvent avoir qu'un nombre �ni de solutions.
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Remarque. La borne est assez �ne : si on remplace � 0 > 1 par
� 0 = 1 alors il y a une in�nit�e de solutions.

En e�et, prenons

1 + (2 6n � 1) = 2 6n :

Alors :

{ La contribution de a = 1 �a R est 1.

{ La contribution de c = 2 6n �a R est 2.

{ b = 2 6n � 1 est divisible par 2 6 � 1 = 63, donc divisible par 9 ;
par cons�equent, la contribution de b �a R est inf�eriere ou �egale �a
b=3.

{ On conclut que

R � 1 �
b
3

� 2 =
2
3

� (2 6n � 1) < 26n = c

et donc � = log c
log R > 1, et cela pour tout n � 1.
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La conjecture est tr�es loin d'̂etre d�emontr�ee. Ce que les ge ns
font, c'est la quête aux instances avec une grande valeur de � .

Il y a un certain nombre de publications sur ce sujet ainsi qu' au
moins une th�ese et quelques catalogues des \bonnes" instan ces.

Le record mondial : ( �E. Reyssat, par brute force)

2 + 3 10 � 109 = 23 5 ; � = 1 :6299 : : :

Di��erentes strat�egies existent. . .
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Id�ee. Prenons une fonction de Belyi

f ( x) =
C( x)

A ( x)
:

Alors

f ( x) � 1 =
B ( x)

A ( x)
=

C( x)

A ( x)
� 1

ou, de mani�ere �equivalente,

A ( x) + B ( x) = C( x) :

A , B et C sont d�ej�a bien factoris�es en tant que polynômes .

Si on sp�ecialise x �a un nombre rationnel, on peut, avec \le p'tit
coup d'chance", obtenir une encore meilleure factorisatio n.
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Let us take the following very simple map :

0-1 8*

The corresponding Belyi function is

f ( x) =
64x3

( x + 9) 3( x + 1)
; f ( x) � 1 = �

( x2 � 18x � 27) 2

( x + 9) 3( x + 1)
:

Substituting

x =
t

s
we obtain the equality

64 t3s + ( t2 � 18 ts � 27s2) 2 = ( t + 9 s) 3( t + s) :

All the three terms have rather nice factorizations. . .
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1. Pour t = � 32, s = 23 on obtient

11 2 + 3 2 � 56 � 73 = 2 21 � 23 ; � = 1 :62599 : : :

C'est la deuxi�eme meilleure solution ; mais elle �etait con nue
auparavant.

2. La meilleure solution inconnue auparavant est

215 � 5 � 67 + 11 2 � 23 8 = 7 3 � 3023 3 ; � = 1 :35670 : : :

3. Au total, cet exemple a produit 43 sulutions avec � > 1:2 ;
entre elles, 11 �etaient nouvelles.

4. En 1996, N. Elkies a compil�e une liste de toutes les instan ces
connues avec � > 1:2 (il y en avait �a peu pr�es 1000). L. Habsieger
et N. Magot, en utilisant la technique des fonctions de Belyi , ont
trouv�e � 700 nouvelles instances. On peut conclure que c'est une
des meilleurs techniques existantes.

5. Voir aussi l'article de N. Elkies \ ABC implies Mordell" (1991).
La preuve utilise le th�eor�eme de Belyi (pour les genres g � 2).
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Fonctions de Belyi et

ensembles de Julia
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D�e�nition. Une fonction de Belyi f : C ! C s'appelle dynamique
si elle envoie f 0; 1; 1g �a f 0; 1; 1g .

(Toute combinaison parmi les 27 existante est acceptable.)

Remarque. Nous savons que

f � 1( f 0; 1; 1g ) = f sommets (noirs et blancs) et centres des faces g :

Alors, une fonction de Belyi f est dynamique si et seulement si
l'hypercarte correspondante est positionn�ee sur la sph�e re complexe
de telle mani�ere que les points 0, 1 et 1 sont \occup�es" par
des sommets noirs ou blancs ou par des centres de faces (toute
combinaison est possible).

Rappel. En utilisant une homographie nous pouvons mettre trois
points de notre choix �a trois positions arbitraires sur la s ph�ere.
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Lemme. Une composition

h = g � f

de deux fonction de Belyi dynamiques est une fonction de Belyi {
qui de surcrô�t est aussi dynamique.

Corollaire. Il est possible d'it�erer les fonctions de Belyi dynamiques

f n = f � f � : : : � f ( n fois)

et obtenir de nouveau une fonction de Belyi dynamique.
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Ensemble de Fatou : F = l'ensemble du comportement r�egulier
des it�erations.

Pour tout point x 2 F il existe un voisinage U de x sur lequel les it�erations f n

forment une famille normale de fonctions : pour toute suite n1; n2 ; : : : et pour

tout compacte K � U il existe une sous-suite de f n qui converge uniform�ement

sur K .

Ensemble de Julia : J = C n F = l'ensemble du comportement
irr�egulier des it�erations.
(Ensembles de Julia sont souvent des fractaux .)

Chaos complet : Quand l'ensemble de Julia est

J = C .
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Th�eor�eme (D. Sullivan, 1982) Si tous les points critiques de f
�eventuellement (apr�es un certain nombre d'it�erations) deviennent
p�eriodiques mais ne sont pas eux-mêmes p�eriodiques, alo rs J = C.

Example given b y Sullivan :

f ( x ) =

�

x � 2

x

�

2

:

It turns out that this function is a Belyi function fo r the follo wing

hyp ermap :

There a re t w o critical p oints : 0 and 2. What a re their trajecto ries ?

2 7! 0 7! 1 7! 1 7! 1
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Th�eor�eme (D. Sullivan, 1982) Si tous les points critiques de f
�eventuellement (apr�es un certain nombre d'it�erations) deviennent
p�eriodiques mais ne sont pas eux-mêmes p�eriodiques, alo rs J = C.

Exemple donn�e par Sullivan :

f ( x) =
� x � 2

x

� 2
:

Il se trouve que cette fonction est une fonction de Belyi de l' hy-
percarte suivante :

*
1 2 80

Il y a deux points critiques : 0 and 2. Quelles sont leurs traje ctoires ?

2 7! 0 7! 1 7! 1 7! 1
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Th�eor�eme (D. Sullivan, 1982) Si tous les points critiques de f
�eventuellement (apr�es un certain nombre d'it�erations) deviennent
p�eriodiques mais ne sont pas eux-mêmes p�eriodiques, alo rs J = C.

Exemple donn�e par Sullivan :

f ( x) =
� x � 2

x

� 2
:

Il se trouve que cette fonction est une fonction de Belyi
(dynamique) de l'hypercarte suivante :

*
1 2 80

Il y a deux points critiques : 0 and 2. Quelles sont leurs traje ctoires ?

2 7! 0 7! 1 7! 1 7! 1
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Exemple. Consid�erons le \dessin d'enfant" suivant :

La fonction de Belyi correspondante poss�ede plusieurs poi nts
critiques :

� tous les sommets (noirs) degr�e > 1 ;
� tous les centres de faces de degr�e > 1 ;
� tous les \invisible" sommets blancs (milieux d'arêtes).

Apr�es une application de la fonction, tout le monde est envo y�e
�a f 0; 1; 1g . Quelles sont les trajectoires de 0, 1 et 1 ?
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Tout d'abord il faut rendre notre fonction dynamique.

Pla�cons le centre de la face indiqu�ee sur la �gure au point 1 :

1*

Le point 1 est centre d'une face , donc par d�e�nition il va �a l' 1 :

1 7! 1 7! : : :
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Pla�cons le sommet indiqu�e sur la �gure �a l' 1 :

8

1*

Le point 1 est un sommet noir , donc il est envoy�e �a 0 :

1 7! 1 7! 0 7! : : :
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Pla�cons un deuxi�eme sommet, indiqu�e sur la �gure, �a 0.

8 0

1*

Le point 0 est un sommet noir , donc il est envoy�e �a 0 :

1 7! 1 7! 0 7! 0
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R�ecapitulons :

8 0

1*

1 7! 1 7! 0 7! 0

Le point 0 est p�eriodique, mais il n'est pas critique !
(Car le sommet est de degr�e 1.)

On a gagn�e : J = C .
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PAIRES de BELYI

(cas non planaire)
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Pour le genre g � 1 on cherche une paire de Belyi ( X; f ) o�u :

1. X est une surface de Riemann de genre g ;

2. f : X ! C est une fonction m�eromorphe ayant au plus
trois valeurs critiques : 0, 1 et 1 .
(Ici C = C [ f1g est la sph�ere complexe de Riemann.)

La carte (ou l'hypercarte) s'obtient comme f � 1([0 ; 1]) � X .

(Existence, unicit�e. . . tout �a l'heure.)
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Qulques faits fondamentaux �a retenir :

1. Pour tout genre g � 1 �x�e il existe une in�nit�e de surfaces
de Riemann non isomorphes du point de vue complexe
(bien qu'elles soient toutes hom�eomorphes).

2. Une surface de Riemann = une courbe alg�ebrique complexe.

3. Pour le calcul d'une paire de Belyi ( X; f ), la partie la plus dure
est de trouver la courbe alg�ebrique X .
Plus exactement, il faut les chercher ensemble.

4. Le dessin d�etermine compl�etement la surface de Riemann .

Le plus grand exploit �a ce jour : cette carte �a 4 arêtes sur l e tore :
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Un point de vue plus g�en�eral :

Quelles sont les donn�ees dont on a besoin pour repr�esenter
une surface de Riemann en tant que revêtement rami��e
�a n feuilles de la sph�ere complexe ?

{ k rami�cation p oints y

1

; y

2

; : : : ; y

k

2 C ;

{ k p ermutations g

1

; g

2

; : : : ; g

k

2 S

n

:

here g

i

is the p ermutation of sheets while going a round y

i

.
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Un point de vue plus g�en�eral :

Quelles sont les donn�ees dont on a besoin pour repr�esenter
une surface de Riemann en tant que revêtement rami��e
�a n feuilles de la sph�ere complexe ?

{ k points de rami�cation y1; y2; : : : ; yk 2 C ;
{ k permutations g1; g2; : : : ; gk 2 Sn :

gi est la permutation des feuilles quand on passe autour de yi .
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Conditions sur ces donn�ees :

{ aucune condition sur les points de rami�cation y1; y2; : : : ; yk ;
{ permutations g1; g2; : : : ; gk agissent transitivement sur les n feuilles

(car la surface X is connexe) ;
{ leur produit g1g2 : : : gk = 1 .

Riemann's Existence Theo rem :

1. There exist a Riemann surface X and an n -sheeted covering

f : X ! C with the ab ove rami�cation data.

2. The pair ( X ; f ) is unique up to isomo rphisms of X and C .
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Conditions sur ces donn�ees :

{ aucune condition sur les points de rami�cation y1; y2; : : : ; yk ;
{ permutations g1; g2; : : : ; gk agissent transitivement sur les n feuilles

(car la surface X is connexe) ;
{ leur produit g1g2 : : : gk = 1 .

Th�eor�eme d'Existence de Riemann :

1. Il existe une surface de Riemann X et un revêtement �a n feuilles
f : X ! C ayant ces donn�ees de rami�cation .

2. La paire ( X; f ) est unique, �a des isomorphismes de X et de C
pr�es.
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En faisant un isomorphisme de C, c'est-�a-dire, une homographie,
on peut mettre

yk� 2 = 0 ; yk� 1 = 1 ; yk = 1 :

Alors, il en restent :
{ donn�ees discr�etes : k permutations g1; : : : ; gk telles que

g1 : : : gk = 1 ;

{ donn�ees continues : k � 3 points de rami�cation y1; : : : ; yk� 3.

What if k = 3 ?

If k = 3 there remain only discrete data !
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En faisant un isomorphisme de C, c'est-�a-dire, une homographie,
on peut mettre

yk� 2 = 0 ; yk� 1 = 1 ; yk = 1 :

Alors, il en restent :
{ donn�ees discr�etes : k permutations g1; : : : ; gk telles que

g1 : : : gk = 1 ;

{ donn�ees continues : k � 3 points de rami�cation y1; : : : ; yk� 3.

Et si k = 3 ?

Si k = 3 alors il restent seulement les donn�ees discr�etes !
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Si k = 3 alors, pour repr�esenter un revêtement non rami��e en
dehors de 0, 1 et 1 , on doit fournir seulement trois permutations

g1 = �; g 2 = �; g 3 = '

telles que

g1g2g3 = ��' = 1 :

Est-il possible de repr�esenter TOUTE surface de Riemann de cette
mani�ere-l�a ?

NON ! Mais la classe des \repr�esentables" surfaces est remarqua ble.
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Th�eor�eme de Belyi (G. V. Bely��, 1979) : Soit X une surface de
Riemann. Une fonction m�eromorphe f : X ! C ayant au plus trois
valeurs critiques existe si et seulement si X est d�e�nie sur le corps
Q des nombres alg�ebriques.

Ainsi, un triplet de p ermutations ( � ; �; ' ) (agissant transitivement,

et avec � �' = 1) donne lieu � a toute une va ri � et � e de structures :

{ une hyp erca rte (genre, � enum � eration, dualit � e, sym � etries, . . . ) ;

{ un group e ca rtographique (rep r � esentations, ca ract � eres, . . . ) ;

{ une surface de Riemann (structure complexe, courb es alg � eb riques,

espaces de mo dules, . . . ) ;

{ un co rps de nomb res (group e de Galois, . . . ).

Et toutes ces structures sont li � ees l'une � a l'autre !

Je ne crois pas qu'un fait math � ematique m'ait jamais autant frapp � e

que celui-l � a, et ait eu un impact psychologique compa rable.

(A. Grothendieck)
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Th�eor�eme de Belyi (G. V. Bely��, 1979) : Soit X une surface de
Riemann. Une fonction m�eromorphe f : X ! C ayant au plus trois
valeurs critiques existe si et seulement si X est d�e�nie au-dessus
du corps Q des nombres alg�ebriques.

Ainsi, un triplet de permutations ( �; �; ' ) (agissant transitivement,
et avec ��' = 1) donne lieu �a toute une vari�et�e de structures :

{ une hypercarte (genre, �enum�eration, dualit�e, sym�etr ies, . . . ) ;
{ un groupe cartographique (repr�esentations, caract�ere s, . . . ) ;
{ une surface de Riemann (structure complexe, courbes alg�e briques,

espaces de modules, . . . ) ;
{ un corps de nombres (groupe de Galois, . . . ).

Et toutes ces structures sont li�ees l'une �a l'autre !

Je ne crois pas qu'un fait math�ematique m'ait jamais autant frapp�e
que celui-l�a, et ait eu un impact psychologique comparable .

(A. Grothendieck)
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La courbe de Fermat

ou

Calculer au lieu de dessiner
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Soit une courbe alg�ebrique (courbe de Fermat)

F = f ( x; y ) j xn + yn = 1 g :

En fait, on consid�ere plutôt une courbe projective

F = f ( x : y : z) j xn + yn = zng

mais on ne va pas y prêter beaucoup d'attention.

Question : Soit

p : F ! C : ( x; y ) 7! x

la projection sur la premi�ere coordonn�ee. Quelles sont le s
valeurs critiques de p ?

Answ er. They a re such values of x that the equation

y

n

= 1 � x

n

has few er than n solutions fo r y , namely , fo r f x j 1 � x

n

= 0 g .

W e conclude that critical values a re n th ro ots of unit y .
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Soit une courbe alg�ebrique (courbe de Fermat)

F = f ( x; y ) j xn + yn = 1 g :

En fait, on consid�ere plutôt une courbe projective

F = f ( x : y : z) j xn + yn = zng

mais on ne va pas y prêter beaucoup d'attention.

Question : Soit

p : F ! C : ( x; y ) 7! x

la projection sur la premi�ere coordonn�ee. Quelles sont le s
valeurs critiques de p ?

R�eponse : Elles sont les valeurs de x telles que l'�equation

yn = 1 � xn

poss�ede moins de n solutions par rapport �a y, soit f x j 1 � xn = 0 g.

Donc, les valeurs critiques de p sont les racines n-�eme de l'unit�e .
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Pourquoi l' 1 n'est pas une valeur critique ?

1. La projection

p : CP2 ! CP1

en coordonn�ees projectives se repr�esente comme

p : ( x : y : z) 7! ( x : z)

o�u ( x : z) sont les coordonn�ees projectives en CP1 = C.

2. Cette projection n'est pas d�e�nie au point

( x : y : z) = (0 : y : 0) ; y 6= 0 ;

heureusement, ce point n'appartient pas �a la courbe de Ferma t.

3. Le point 1 2 CP1 est repr�esent�e par

( x : z) = ( x : 0) ; x 6= 0 :

Donc, l'�equation de la courbe se r�eduit �a

xn + yn = 0 :

4. Par cons�equent, vue que x 6= 0, l'�equation poss�ede n solutions di��erentes
par rapport �a y.
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Maintenant, la fonction

f : x 7! xn

envoie toutes les racines n-�eme de l'unit�e vers 1, et cr�ee deux
nouvelles valeurs critiques : 0 et 1 .

Par cons�equent, la fonction

F = f � p : F ! C : ( x; y ) 7! xn

est une fonction de Belyi sur F .

W e have

deg p = n and deg f = n ;

hence

deg F = n

2

:

But the values 0, 1, and 1 have n p reimages each.
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Maintenant, la fonction

f : x 7! xn

envoie toutes les racines n-�eme de l'unit�e vers 1, et cr�ee deux
nouvelles valeurs critiques : 0 et 1 .

Par cons�equent, la fonction

F = f � p : F ! C : ( x; y ) 7! xn

est une fonction de Belyi sur F .

On a

deg p = n et deg f = n ;

donc

deg F = n2 :

Seules les valeurs 0, 1 et 1 ont n images r�eciproques chacune.
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*0 1 8

(x,y)

x

z=xn
z

courbe de Fermat
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*0 1 8

(x,y)

x

z=xn

courbe de Fermat
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*0 1 8

(x,y)

x

z=xn

** * *

*

courbe de Fermat
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*0 1 8

(x,y)

x

z=xn

** * *

*

courbe de Fermat
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Consid�erons une triangulation T suivante de la sph�ere C :
{ 3 sommets plac�es au 0, 1 et 1 , marqu�es par � , � , et � ;
{ 3 arêtes : [0 ; 1], [1 ; 1 ] et [ 1 ; 0] ;
{ 2 faces triangulaires : les demi-plans sup�erieur et inf�e rieur.

0 1 8*

Question : Quelle est l'image r�eciproque F � 1( T ) de T ?
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R�eponse :
{ 3 arêtes dans l'image )

3n2 arêtes dans l'image r�eciproque ;
{ 2 faces triangulaires dans l'image )

2n2 faces triangulaires dans l'image r�eciproque ;
{ 3 sommets de degr�e 2 dans l'image )

3n sommets de degr�e 2 n dans l'image r�eciproque.

Co rollaire :

1. Le graphe en question est le graphe complet tripa rti K

n;n;n

.

2. Le genre du plongement est 3. Ce plongement est une triangu-

lation ) le genre est minimal.
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R�eponse :
{ 3 arêtes dans l'image )

3n2 arêtes dans l'image r�eciproque ;
{ 2 faces triangulaires dans l'image )

2n2 faces triangulaires dans l'image r�eciproque ;
{ 3 sommets de degr�e 2 dans l'image )

3n sommets de degr�e 2 n dans l'image r�eciproque.

Corollaire :
1. Le graphe en question est le graphe complet triparti K n;n;n .
2. Le genre du plongement est

g =
( n � 1)( n � 2)

2
:

3. Ce plongement est une triangulation ) le genre est minimal.
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Une remarque historique :

{ Le fait que le genre minimal d'un plongement du graphe compl et
triparti K n;n;n est

g =
( n � 1)( n � 2)

2
a �et�e d�emontr�e par A. T. White (1969) et ind�ependamment par
G. Ringel et J. W. T. Youngs (1970).

{ Mais bien �evedemment ils n'ont jamais song�e �a ce que leur
r�esultat purement combinatoire a quelque chose �a voir ave c
l'�equation de Fermat.
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G �EN �ERALISATION :

Soient f et h deux fonctions de Belyi \planaires" (c'est-�a-dire,
rationnelles), et

deg f = m; deg h = n :

Consid�erons une courbe algebrique

X = f ( x; y ) j f ( x) = h( y) g :

Proposition : f ( x), et aussi h( y), sont des fonctions de Belyi sur X
(de degr�e mn ).

En e�et, p our tout t 6= 0 ; 1 ; 1 l' � equation f ( x ) = t p oss � ede m

solutions distinctes , et l' � equation h ( y ) = t p oss � ede n solutions

distinctes , soit mn paires distinctes ( x; y ) sur X .

L'hyp erca rte co rresp ondante p eut ^ etre trouv � ee d'une mani � ere

combinatoire, en utilisant les hyp erca rtes planaires co rresp ondant

� a f et h .
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G �EN �ERALISATION :

Soient f et h deux fonctions de Belyi \planaires" (c'est-�a-dire,
rationnelles), et

deg f = m; deg h = n :

Consid�erons une courbe algebrique

X = f ( x; y ) j f ( x) = h( y) g :

Proposition : f ( x), et aussi h( y), sont des fonctions de Belyi sur X
(de degr�e mn ).

En e�et, pour tout t 6= 0 ; 1; 1 l'�equation f ( x) = t poss�ede m
solutions distinctes , et l'�equation h( y) = t poss�ede n solutions
distinctes , soit mn paires distinctes ( x; y ) sur X .

L'hypercarte correspondante peut être trouv�ee d'une man i�ere
combinatoire, en utilisant les hypercartes planaires corr espondant
�a f et h.
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Un exemple \stupide" :

f ( x) =
1

28 33 x4 (7 � x) 3 ;

h( y) =
1

55 ( y2 + 4) 3 (3 y + 8) 2 :

Voil�a les deux arbres correspondants :

f-arbre h-arbre
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Le resultat :

{ une surface X de genre g = 5 ;
{ une fonction de Belyi de degr�e 56 ;
{ 11 sommets noirs de degr�es 12 2 6 4 2 36 ;
{ 36 sommets blancs de degr�es 6 3 5 25 125 ;
{ 1 face de degr�e 56.
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Un autre exemple :

f = icosa�edre ;

h = cube :

Le resultat :

{ une surface X de genre g = 253 ;
{ une fonction de Belyi de degr�e 1440 ;
{ 96 sommets (noirs) de degr�e 15 ;
{ 720 arêtes ;
{ 120 faces de degr�e 12.

On attend des applications plus int�eressantes. . .
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COURBE DE BRING
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1786 : Erland Bring trouve un changement de variables qui
transforme une �equation \g�en�erique" de degr�e 5 en

p( x) = x5 + ax + b :

1884 : Felix Klein, dans son livre The Icosahedron and the Solution
of Equations of the Fifth Degree , consid�ere une courbe alg�ebrique B
de degr�e 6 sur les coordonn�ees ( x1 : x2 : x3 : x4 : x5) dans l'espace
projectif CP4 d�e�nie par le syst�eme d'�equations

X
x i = 0 ;

X
x2

i = 0 ;
X

x3
i = 0 :

Il l'appelle courbe de Bring .

Normalement , 5 solutions de l'�equation p( x) = 0 donnent lieu �a
120 points sur la courbe B (par permutations des racines).
Parfois , moins.

Aussi, cette courbe poss�ede un groupe d'automorphismes S 5.

98



Deux rappels :

1. Les points de l'espace projectif CP4 sont d�e�nis �a une
proportionnalit�e pr�es : pour tout � 6= 0

( x1 : x2 : x3 : x4 : x5) = ( �x 1 : �x 2 : �x 3 : �x 4 : �x 5) :

Aussi, on ne peut pas avoir tous les x i = 0 simultan�ement.

2. Les coe�cients a et b du polynôme x5 + ax + b peuvent être
consid�er�es comme polynômes en x i de degr�e 4 et 5 respectivement.
Ainsi,

( a : b) = ( � 4a : � 5b) :
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Il se trouve que la courbe de Bring B est de genre 4, et que
l'icosa�edre de genre 4 habite sur cette courbe.

On va calculer une fonction de Belyi non pas pour l'icosa�edr e mais
pour l'hypercarte H \double" : on trace sur le même dessin �a la
fois la carte elle-même et sa carte duale.

� 24 sommets noirs de degr�e 5 : anciens sommets et centres de
faces de l'icosa�edre ;

� 30 sommets blancs de degr�e 4 : points d'intersection des ar^ etes
de la carte elle-même et de sa carte duale ;

� 60 faces de degr�e 2.
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Fait : Discriminant du polynôme p( x) = x5 + ax + b est

D ( p) =
Y

1� i<j � 5
( x i � x j ) 2 = 256 a5 + 3125 b4 :

Proposition : La fonction de Belyi de l'hypercarte \double" H
ci-dessus d�e�nie est

f ( x1 : x2 : x3 : x4 : x5) =
256 a5

256 a5 + 3125 b4 :

Notons aussi que

f � 1 = �
3125 b4

256 a5 + 3125 b4 :
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f =
256 a5

256 a5 + 3125 b4

Sommets noirs :

1. L'�equation a = 0 est de degr�e 4 ; si on l'adjoint au syst�eme de
degr�e 6 c'est normal que l'on obtient 24 solutions.

2. Les sommets sont tous de degr�e 5 car le num�erateur est
proportionnel �a a5 .
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Du point de vue du polynôme p = x5 + ax + b :

1. On a a = 0, on peut donc choisir b 6= 0 arbitrairement.

2. Consid�erons l'�equation x5 � 1 = 0. Il y a 5 solutions { racines
5�eme de l'unit�e ) 120 permutations possibles de ces racines.

3. Certaines suites sont proportionnelles . Soit " la racine primitive
de l'unit�e, " = e2�i= 5 ; alors, par exemple, les suites

1; "; " 2; " 3; " 4

et

"; " 2 ; " 3; " 4; 1

sont proportionnelles (ici � = " ) et repr�esentent donc le même
point projectif.

4. Au total, on obtient 120 =5 = 24 points projectifs.
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f � 1 = �
3125 b4

256 a5 + 3125 b4

Sommets blancs :

1. L'�equation b = 0 est de degr�e 5 ; si on l'adjoint au syst�eme de
degr�e 6 c'est normal que l'on obtient 30 solutions.

2. Les sommets sont tous de degr�e 4 car le num�erateur est
proportionnel �a b4 .
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Du point de vue du polynôme p = x5 + ax + b :

1. On a b = 0, on peut donc choisir a 6= 0 arbitrairement.

2. Consid�erons l'�equation x5 � x = 0. Il y a 5 solutions { z�ero et
les racines 4�eme de l'unit�e.

3. Il y a 5 possibilit�es de choisir lequel des x i soit �egal �a 0 ; il reste
4 racines 4�eme de l'unit�e ) 24 permutations, mais certaines entre
elles sont proportionnelles ; �nalement, on obtient 5 � (24 =4) = 30
points projectifs.
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f =
256 a5

256 a5 + 3125 b4

Faces :

1. Rappelons que le discriminant

D ( p) = 256 a5 + 3125 b4 =
Y

i<j
( x i � x j ) 2 :

2. L'�equation
Y

i<j
( x i � x j ) = 0 est de degr�e 10. . . etc., etc., etc.

3. Du point de vue du polynôme p = x5 + ax + b :

Il y a 10 possibilit�es de choisir une paire x i = x j , puis il reste
6 permutations des trois autres racines, soit 60 points proj ectifs.
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Quelques remarques suppl�ementaires :

1. Il faut aussi d�emontrer que pour toutes les autres valeur s
de a et de b il y a 120 points projectifs di��erents.

2. Porquoi c'est notre hypercarte et non pas une autre ? {
Toutes les cartes r�eguli�eres jusqu'au genre g = 15 sont classi��ees
(Conder, Dobcs�anyi, 2001) : il en existe une seule avec un au ssi
grand groupe de sym�etries.

3. La fonction de Belyi pour l'icosa�edre de genre 4 lui-mêm e n'est
pas aussi belle que celle-ci.

4. La construction de Klein est di��erente : elle peut être r epr�esent�ee
comme la projection des poly�edres de Kepler �a partir de l'o rigine
sur la sph�ere (avec 12 valeurs critiques qui sont les sommet s de
l'icosa�edre habituel). Les calculs sont plus compliqu�es .

5. Une piste �a explorer : p( x) = x6 + ax + b, etc.

6. On va en explorer une autre. . .
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COUSINS DE BRING
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Quotients des icosa�edres de genre 0 et 4 par
une rotation d'ordre 5

1
2

4
5

3

9

10

8 7

6

1 5

4
2

3

6

8

10

7
9

DEGRES DES FACES :

3, 3, 3, 3

DEGRES DES FACES :

5, 5, 1, 1
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a b c

d e

Les cartes ayant

� les sommets de degr�es 5,5,1,1

� les faces de degr�es 5,5,1,1
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a b c

d e

Id�ee : Construire les revêtements de degr�e 5 de toutes ces cartes ,
avec 4 points de rami�cation qui sont les sommets et les centr es
des faces de degr�e 1, et tels que les 4 permutations g1; g2; g3; g4
qui d�eterminent le revêtement sont cyclique d'ordre 5.

R�esultats : Cartes de genre 4 avec 12 sommets de degr�e 5,
30 arêtes et 12 faces de degr�e 5.
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Il nous faut des quadruplets de permutations

g1; g2; g3; g4

tel que chaque gi est un cycle de longueur 5, et leur produit

g1g2g3g4 = 1 :

Il y en a 60 non-isomorphes, dont 47 asym�etriques et 13 sym�e triques
de l'ordre de sym�etrie 5.

Soit 60 � 5 = 300 cartes de l'assortiment de degr�es recherch�e.
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Ce que je ne sais pas :

1. Si toutes les 300 cartes ainsi obtenues sont di��erentes.

2. S'il n'y a pas d'autres qu'on ne peut pas obtenir par ce proc �ed�e.

Remarque : Les revêtements des cartes (b), (c), (d), (e) ne
peuvent pas donner l'icosa�edre car leurs groupes cartogra phiques
sont beaucoup plus grands que A 5 .

Consid�erons alors un exemple avec la carte (a).
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Fonction de Belyi :

f ( x) = �
1

64

( x � 1) 5 ( x + 1) 5 ( x2 � 4 x � 1)

x5 ( x2 + x � 1)
:

Consid�erons la courbe

y5 =
x2 � 4 x � 1

x2 + x � 1
:
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Faits :

1. Toutes les surfaces de Riemann de genre g � 3 se subdivisent
en deux classes disjointes : les surfaces de type canonique , et
les surfaces hyperelliptiques .

2. Les surfaces hyperelliptiques peuvent être repr�esent �ees sous
forme

y2 = P ( x) ; deg P = 2 g + 1 ou 2 g + 2 :

3. Les surfaces de type canonique admettent un plongement da ns
l'espace projectif CPg� 1 en tant que courbes alg�ebriques de
degr�e 2 g � 2.

4. Il devient clair que la courbe de Bring est de type canoniqu e :
genre g = 4, degr�e 2 g � 2 = 6, et l'espace CP3 � CP4 est d�e�ni

par l'�equation
5X

i =1
x i = 0.
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Or, la courbe

y5 =
x2 � 4 x � 1

x2 + x � 1
est hyperelliptique : le changement de variables

y = s; t = 4 x y 5 + 2 y5 � 4 x + 8 ; x =
1

4
�

t � 2 s5 � 8

s5 � 1
la transforme en courbe

t2 = 20 s10 + 80 :

�Etant donn�e que le dessin d�etermine compl�etement la surf ace
de Riemann sur laquelle il est plong�e, la carte obtenue par l e
revêtement ci-dessus ne peut pas être isomorphe �a l'icos a�edre de
genre 4.

Remarque : Nous n'avons pas construit explicitement la carte en
question.
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> with(algcurves);

[AbelMap, Siegel, Weierstrassform, algfun_series_sol, d ifferentials, genus,
homogeneous, homology, implicitize, integral_basis, is_ hyperelliptic,
j_invariant, monodromy, parametrization, periodmatrix, plot_knot,
plot_real_curve, puiseux, singularities]

> f := y^5*(x^2+x-1)-(x^2-4*x-1);

5 / 2 \ 2
y \x + x - 1/ - x + 4 x + 1

> genus(f, x, y);

4

> is_hyperelliptic(f, x, y);

true

> W := Weierstrassform(f, x, y, s, t);

[ 1 5 1 ]
[ - - s - 2 + - t ]
[ 2 10 / 5 \ 5 2 4 ]
[t - 20 s - 80, y, 4 \y - 1/ x + 2 y + 8, ----------------, s]
[ 5 ]
[ s - 1 ]
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Plancher mosaique de la basilique St. Marc �a Venise ; attrib ut�e �a Paolo Ucello (1430).

Source : Weisstein, Eric W. \Small Stellated Dodecahedron. " From MathWorld{A Wolfram

Web Resource. http://mathworld.wolfram.com/SmallStellatedDodecahe dron.html

Merci !
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