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1. C'est quoi une CARTE ?

Une carte est un graphe dessie sur une vame orienée et
compacte de dimension 2 (splere, tore, ...) de telle mane re
que. ..
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1. C'est quoi une CARTE ?

Une carte est un graphe dessie sur une vame orienée et
compacte de dimension 2 (splere, tore, ...) de telle mane
que. ..

{ les artes ne se coupent pas;
{ le compément du graphe est une union disjointe de egion
honeomorphesa un disque ouvert.

Ces egions s'appellent FACES ;
le dege d'une face = le nombre d'ates qui I'entourent
(les artes \inérieures" sont compees deux fois).

re
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Le m@me graphe mais deux cartes dierentes

Les deges des faces :

{ pour la carte de gauche : 1 et 5;
{ pour celle de droite : 3 et 3.

Un graphe n'a pas de faces mais seulement
des sommets et des arétes.



D

(X

Cecl n'est pas une carte



Le graphe complet K, dessi® sur la spkere et sur le tore :

<>

Deges des faces :
{ sur la splere : 3, 3, 3, 3;
{ surle tore : 8, 4.



Une HYPERCARTE = Une carte bicolome

e
A4

Cartes ! hypercartes dont tous les sommets blancs
sont de dege 2

'@
\J

Convention : Quand il s'agit d'une carte, les sommets blancs
sont cacles (mais ils existent toujours).



Cartes et hypercartes peuvent étre coedes par des
triplets de permutations

Convention : Lesetiquettes des brins d'ates sont plaees
sur la rive gauche quand on va d'un sommet
noir vers un sommet blanc.

=1 ;2;3)(4 ;5)(@®6)(7 :8;9)
=1 ;4)(2;9;3)(5 ;6;7)8)
=1 ;5;9)(2)3 ;8;7:6;4)

Remarque importante : =1




lllustration :



Dans l'autre sense :

A tout triplet de permutations (

;5 ) tel que

le groupe des permutations G = h; ;'

= 1,
correspond une hypercarte.

Cycles de ! sommets noirs
Cycles de ! sommets blancs
Cycles de ! faces

Caracegristique d'Euler :

cycl( )+ cycl(

| est transitif,

Y+cycl( ') n=2 29:
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1. On fabrique des polygones oriengés bidimensionnels qui
correspondent aux cycles de ' ;

2. On les colle l'una l'autre selon les indications fournie S
par et
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3. On trouve gque le voisinage de chaque point de la surface ain Si
obtenue est honeomorphea un disque ouvert dans R2.



Exemple

Prenons l'icos&dre (consigée comme une carte planair

Image cee par : Robert Webb's Great Stella software

Stella website :  http://www.software3d.com/Stella.html

et remplaons par 2!
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Sommets : Restent les m@mes car les cycles de longueur 5 de
se transforment en cycles de longueur 5 de 2

Arétes : Restent les m@mes (pour la raison similaire).

Faces : Il faut les calculer... ou dessiner { au moins une. ..

Il se trouve que toutes les faces de la nouvelle carte sont
pentagonales et par congquent leur nombre est 60 =5 =12
(60 est le nombre des brins).

12 faces pentagonales . faut-il appeler cette carte doeécadre

La caraceristiqgue d'Euler

2 2g9=12 30+12 = 6;

donc le genre

g =4
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Automorphismes = permutations h 2 Sgg qui commutent
avec , et'

h commute avec ) h commute avec

h commute avec 2 ) h commute avec
(car ( 2)2= 1

Par congquent, le groupe d'automorphismes de la nouvelle carte
est le m@me que celui de l'icos&dre, c'esta-dire, A 5.

Qui plus est, cette carte est autoduale . Si on dessinea la fois
la carte elle-m@me et sa duale, le groupe d'automorphismes de
I'nypercarte ainsi obtenue devient S 5 au lieu de A 5.

15



Deux images qui repesentent

I'lcosadre-do@cadre de genre 4

Images cees par : Robert Webb's Great Stella software

Stella website : http://www.software3d.com/Stella.html

Important : on voit toutes les synetries.

16



GROUPE CARTOGRAPHIQUE

Un dessin ! triplet ( ; ;' ) ! groupe G = h; ;' |

Dans la plupart des cas on obtient soit S n, SOit A n.

Mais. ..

17









Une M o4-hypercarte trouee par Marston Conder
(la ligne horizontale repesente kBquateur sur la sple

.

]

re) :
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Il existe 7:5 10° arbres plans avec 23 amtes (sans bicoloration).

lIs posgdent tous comme groupe cartographique soit S 23, SOIt A 23
{ sauf 4 exceptions . les deux arbres montes sur la gure ainsi
gue leurs images mirroir.

® ®
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® ® ® ® ®
O——CO—@—O0—0—O o —OC0—0—O——O—©
® ® ® ® ®
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® o ® ®
O O O
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Le groupe cartographigue est le groupe de Mathieu Moo . L'assor-
timent de deges des sommets noirs, des sommets blancs et de S
faces est le meme : 4 42212 |l se trouve que dans Mo il y a deux
classes de conjugaison avec cette structure cyclique, et el les ne
sont pas inverses l'une a l'autre (la situation assez rare) . Dans
I' Atlas of Finite Groups ces classes sont notes 4 A et 4B. Dans
cet exemple, toutes les trois permutations , et ' appartiennent
a la classe 4 B.

® Q
o, @ 0, 4 O ®
4 Q
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FONCTIONS de BELYI
(cas planaire)

22



Soit une hypercarte, ou un dessin d'enfant (de dege 10 : dix brins)

On cherche une fonction rationnelle  f qui eri e quatre conditions :
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Soit une hypercarte, ou un dessin d'enfant (de dege 10 : dix brins)

On cherche une fonction rationnelle  f qui eri e quatre conditions :

Condition 1 . Les sommets noirs sont les racines de f, avec les
multiplicies de ces racinesegales aux deges des somme ts.

Alors, le numerateur de  f dans notre exemple doit étre

(x a)°x b3(x o:

285



Soit une hypercarte, ou un dessin d'enfant (de dege 10 : dix brins)

On cherche une fonction rationnelle  f qui eri e quatre conditions :

Condition 2 . Les sommets blancs sont les racines de f 1, avec
les multiplicies des racinesegales aux deges des sommets

Alors, le numerateur de f 1 dans notre exemple doit étre

3

(x3+ dx?+ ex+ f)2(x*+ gx3+ hx?+ ix + j):
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Soit une hypercarte, ou un dessin d'enfant (de dege 10 : dix brins)

On cherche une fonction rationnelle  f qui eri e quatre conditions :

Condition 3 . A l'inérieur de chaque face il y a un pdle de f, avec
la multiplicie de ce pdleegale au dege de la face

Alors, le @&nominateur de f dans notre exemple doit étre

(X% + kx + 1)°:
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Donc, O, 1 et 1 sont des valeurs critiques de la fonction f ;
c'esta-dire, lesequations

f=0; f=1 et f=1

ont des racines multiples.

Condition 4 . Apart0,1et 1 iln'ya pas dautres valeurs critiques.

Alors, I'nypercarte elle-méme s'obtient comme l'image r eciproque

H = f 1(0;1])

29



Finalement, nous avons

K(x a)%x b3(x ¢

Hx) = (x2+ kx + )5

(K 1)(x3+ dx?+ ex+ f)2(x%+ gx3+ hx?+ ix + j)

f (X 1 = :
() (x2+ kx + 1)°

ce qui nous donne 13 paranetres et 10equations al@briqu es.

Les valeurs de 3 paranetres peuvent étre choisies arbitra iIrement.

Par exemple :

a=0; b=1; c= 1:

20



RRsultats de calcul :

50000 x%(x 1)3(x+1)

)= % Tevax ps

1 (11 x3+ x? 3x+3) 2(7Tx 1)(59 x® 121 x?>+33 x 3)

f(x 1=
() 27 (x2+4 x 1)°

20



La ealié est plus complexe : la seule information que nou S avons

utilige pourecrire lesequations sur les coe cients de la fonction f
est l'assortiment de deges des sommets et des faces.
Or, il existe 7 hypercartes ayant le m@me assortiment de deg es .

PR

S

AP RESY
& 0 O

1



Question-a

1. Trouver toutes les cartesa 6 arttes (donc 12 brins d'a®
avec les sommets de deges 6, 3, 2, 1 et les faces de deges
aussi 6, 3, 2, 1.

2. Montrer que la liste soit exhaustive.

Une bouteille de Bordeaux a celui ou celle qui trouve la bonn
eponsea la question 1 avant la n du colloque.

etes)

e

92



0.4-

0.2-
0 {— <
£0.2-
+0.4 . . _ . .
+1 405 0 0.5 1 1.5

Le dessin obtenu comme f 1([0;1]) pour

50000 x°(x 1)3(x+1)
27 (x2+4 x 1)°

F(x) =

2




Les 5 hypercartes avec le groupe cartographique S 10 constituent

une orbite de Galois :

1. Les coe cients des fonctions de Belyi s'expriment en fonc tion
des racines du polymdme

P(t) = 85237 t° 95206 t*+48850 t3 7456 t2+1606 t 226 :

2. En prenant I'une apes l'autre les 5 racines du P on obtient les
5 hypercartes en guestion.

3. Le polyndme P peut varier mais le corps de nombres F Q

engende par les racines de P reste le m&me : c'est un invariant
de l'orbite.

(Ici Q est le corps des nombres algbriques.)

24



Tleoeme

Pour toute hypercarte planaire, une telle fonction rationn elle f
existe. Elle est unique,a une homographie de la variable X Pes.

C'est un cas particulier du Teoeme d'Existence de Riemann
Une homographie permet de choisir arbitrairement trois par anetres.

La fonction f s'appelle fonction de Belyi . Ses coe cients peuvent
étre fait nombres algbriques

L'hypercarte en question est l'image eciproque de I hypercarte
ebkmentaire suivante

8



Le groupe de Galois universel = Aut( QjQ), c'esta-dire,

le groupe d'automorphismes du corps Q, agit sur les hypercartes.

Invariants de cette action :

le groupe cartographique ;

le groupe d'automorphismes (qui est le centralisateur du gr oupe
cartographigue dans S p);

I'assortiment de deges des sommets noirs et blancs et des f aces
(c'esta-dire, les structures cycliques de , et');

une version rame de linvariant peedent : I'ensembl e des
classes de conjugaison des permutations , et ' (quand le

groupe est dierent de S n ou An);

et autres. ..

26



Valeur de fa l'inni :

f(x) = A(X) _ am xM +
C(x) Cn XN +
8
20 m<n (multiplicie n m)
f(l):>am:cn m= n
-1 m >n (multiplicie m n)

Normalement le pdlea I'in ni corresponda la \face exerieure"



Un cas particulier d'une hypercarte est un arbre plan
(avec une structure bipartite naturelle) :

o)
[

Il y a un seul pdlea I'in ni ) f est un polymdme.

Les polymdmes comme cela s'appellent polyrdmes de Shabat

29



Exemples :

{ pour l'arbreetoile
{ pour l'arbre-chane

f(x)= x";
f(x)= Tn(x), le polyldme de Chebyshev

(les valeurs critiques, au lieu de 0 et 1, sont 1).
o
o, 0
o

o)
®
o
®
o
[

20



Proposition. Tout arbre plan posgde une forme gonetrique
canonique & une translation, rotation et homotletie pes).

N

o
[ T T T T T T O O O N

=

4
2
fO)= —5 (2x% 3x+9) 3(x+1) ;
f(x) 1= 1 x3(8x* 28x3+126 x? 189x +378)

729
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Images eciproques
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Une borne de

Davenport{Stothers{Zannier

ou

Dessiner au lieu de calculer

51



Soient P;Q 2 C[x] deux polyn®mes premier entre eux.

Question :  Quel est le dege minimal de P3 Q27
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Soient P;Q 2 C[x] deux polyn®mes premier entre eux.

Question :  Quel est le dege minimal de P3 Q27

Notations : deg P =2 n,deg Q=3n

degP3=deg Q2=6n,et |P3 Q2= R|.

B. J. Birch, S. Chowla, M. Hall Jr., A. Schinzel (1965) :

DEUX CONJECTURES

1. degR n+1;

2. cette borne est atteinte pour une in ni¢ de valeurs de
(en ealié elle est atteinte pour tout n).

52_.9



Soient P;Q 2 C[x] deux polyn®mes premier entre eux.

Question :  Quel est le dege minimal de P3 Q27

Notations : deg P =2 n,deg Q=3n

degP3=deg Q2=6n,et |P3 Q2= R|.

B. J. Birch, S. Chowla, M. Hall Jr., A. Schinzel (1965) :

DEUX CONJECTURES

1. degR n+1;

2. cette borne est atteinte pour une in ni¢ de valeurs de
(en ealié elle est atteinte pour tout n).

La premere conjecture ae¢ prouee par H. Davenport en

La deuxeme aet¢ @montee par W.W. Stothers in 1981, p
re@montee et @reralige par U. Zannier en 1995 (ave
demi-douzaine de publications entre temps).

1965.
uis

Cc une bonne
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Nous alons @montrer la \partie di cile", c'esta-dire, la deuxeme
conjecture : la borne est atteinte pour tout n.

Tout d'abord, un petit calcul quand méme

P3 Q%= R;

p3 2
Q?_,.

R R

p3 2

N 1 = Q_:

R R

Ainsi s'acleve ktape de calcul. Et maintenant. . .

513



Nous alons @montrer la \partie di cile", c'esta-dire, la deuxeme
conjecture.

Tout d'abord, un petit calcul quand m&me :

P3 Q%= R;
P3 Q2

R R
P3 2
. 1: Q_:
R R

Ainsi s'acleve ktape de calcul. Et maintenant. . .

p3 | .
Supposons que f = 3 soit une fonction de Belyi

Alors, quelle sera la carte (ou I'hypercarte) correspondan te ?

(La partie restante sera une traduction de Bnone du pro béme
en langage combinatoire.)

52.9



f= —
R
Les SOMMETS NOIRS sont les racines de P23, soit
les racines de P.
Si P n'a pas de racines multiples, alors toutes les racines de p3

(c'esta-dire, tous les sommets noirs) sont de dege 3.

Leur nombre est deg P =2 n.

5A



Les SOMMETS BLANC sont les racines de Q?2, soit
les racines de Q.

Si Q n'a pas de racines multiples, alors toutes les racines de
(c'esta-dire, tous les sommets blancs) sont de dege 2.

Par congquent, les sommets blancs peuvent étre \e aes
notre hyper carte est juste une carte .

Sommets noirs = juste sommets;
Sommets blancs = \milieux d'arétes".

Le nombre d'ates est deg Q =3 n.

51
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La FORMULE d'EULER :

# (sommets)

2N

# (arétes) + # (faces) = 2
3n + # (faces) = 2

#(faces) = n+2

56



La FORMULE d'EULER :

# (sommets) # (arétes) + # (faces) = 2

2n  3n +#(faces) = 2

#(faces) = n+2
P3
Les FACES correspondent aux POLES de f = R
un pdlea l'in ni ! la face exeriere ;
les racines de R ! les n +1 faces nies restantes.
degR= n+1 , toutes les faces nies sont de dege 1

56-9



RECAPITULATIF :

Existe-t-il une carte planaire

2n sommets, tous de dege 3;
3n arétes;
n+1 faces nies de dege 1

ou plus simple encore :

ayant :

(plus une grande face exérieure)

tous les sommets sont de dege 3;

toutes les faces nies so

nt de dege 1.

Remarque : Ceci est une traduction directe du probdme en

langage combinatoire, et rien d'au

tre !
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SOLUTION

D'abord, un arbre...

puis, on y colle des boucl
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G EN ERALISATION :

Soient F et G deux polynm®mes de dege n,

W . ¥ .
F(x) = (x @) '; G(x) = (x b) '
i=1 i=1
et
F G= R:
Supposons que le pgcd des i; j soit 1. Alors :

{SI p+ @ n+1 alors deg R O (trivial) , et cette borne est
atteinte.

{SI p+ g n+lalorsdeg R (n+1) (p+ @), et cette borne
est atteinte.

IDEE : q;:::; pet q;::11; g sontles deges des sommets noirs
et blancs d'une hypercarte correspondanta la fonction de B elyi
F

50



Conjecture

abc

60



Soient a;b;c trois entiers positifs deuxa deux premiers, et soit

a+ b= c:

Conjecture (&re version). Tous les trois nombres  a; b; cne peuvent
pas avoir des bonnes factorisations en facteurs premiers.
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Soient a; b;c trois entiers positifs deuxa deux premiers, et soit
a+ b= c:

Conjecture (&re version). Tous les trois nombres  a; b; cne peuvent
pas avoir des bonnes factorisations en facteurs premiers.

Plus peciement : soit
a= pipy®iiip’; b= gl :ign™  c= rytrpfriirg”;
et soit
R= p1p2:iiPkhG:::gmrqro2::irnp:

Conjecture (2me version). R ne peut pas étre trop petit par
rapporta cC.
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Soient a; b;c trois entiers positifs deuxa deux premiers, et soit

a+ b= c:

Conjecture (&re version). Tous les trois nombres  a; b; cne peuvent
pas avoir des bonnes factorisations en facteurs premiers.

Plus peciement : soit
a= ppy?inipts b= ogptgp? g™ c= rgtrp? gt
et soit
R= p1p2:i:ipk Q12 :i:gmrirzi:ifn:

Conjecture (2me version). R ne peut pas étre trop petit par
rapporta cC.

Encore plus peciement : soit c= R ou, ce qui estequivalent,
log ¢
" logR’
Conjecture (&me version). Pour tout o > 1 il existe au plus

un nombre ni de triplets ( a;b;c) tels que > .
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Corollaire. Soit

et donc

Il est clair que

R xyz<z3;

d'a
log ¢ logz" n
logR logz3 3
Par congquent, toutes lesequations de Fermat avec n 4 prises

ensemble ne peuvent avoir gu'un nombre ni de solutions.

A2



Remarque. La borne est assez ne : si on remplace
o =1 alors il y a une in nié de solutions.

En e et, prenons
1+(2 °" 1)=2 °":

Alors :

{ La contribution de a=1la R est]l.

{ La contribution de c=2 %"a R est 2.

o> 1 par

{ b=25" 1 est divisible par 2 © 1 = 63, donc divisible par 9;
par congquent, la contribution de ba R est inériere ouegalea

b=3.
{ On conclut que

D

R 1 2 =

WIN

109 ¢ > 1 etcelapourtout n 1.

et donc = og R

(26n 1) < 26n = C

A3



La conjecture est tes loin dBtre @montee. Ce que les ge ns
font, c'est la qudte aux instances avec une grande valeur de

Il y a un certain nombre de publications sur ce sujet ainsi qu' au
moins une tlese et quelques catalogues des \bonnes" instan ces.
Le record mondial : (E. Reyssat, par brute force)

2+3 10 109=23 > =1 :6299 :::

Dierentes straggies existent. . .

R4



lée. Prenons une fonction de Belyi

C(x) .

f(x) = A

Alors
B(x) _ C(x)

T 1= 200 T A

ou, de manereequivalente,

A(x)+ B(x)= C(x):

A, B et C sont @ bien factoriges en tant que polyndmes

Si on smcialise xa un nombre rationnel, on peut, avec \le p'tit
coup d'chance", obtenir une encore meilleure factorisatio n.

(15}



Let us take the following very simple map :

(ks

The corresponding Belyi function is

64 x3 (x?2 18x 27)?%

g e

f(X) =

x+9 3(x+1 T e 3k 1

Substituting

20 s

we obtain the equality

64t3s+ (12 18ts 27s%)2=(t+9s)3(t+ 9):

All the three terms have rather nice factorizations. . .

A6



1. Pour t= 32, s=23 on obtient

112+3 2 55 73=221 973 =1 :62599 :::
C'est la deuxeme meilleure solution: mais elleetait con nue
auparavant.

2. La meilleure solution inconnue auparavant est

215 5 67+11 2 238 =73 30233: =1 :35670 :::

3. Au total, cet exemple a produit 43 sulutions avec > 1:2;
entre elles, 11letaient nouvelles.

4. En 1996, N. Elkies a compeg une liste de toutes les instan ces
connues avec > 1:2 (il y en avaita peu pes 1000). L. Habsieger
et N. Magot, en utilisant la technique des fonctions de Belyi , ont
troue 700 nouvelles instances. On peut conclure que c'est une

des meilleurs techniques existantes.

5. Voir aussi l'article de N. Elkies \ ABC implies Mordell" (1991).
La preuve utilise le tiekoeme de Belyi (pour les genres g 2).
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Fonctions de Belyl et
ensembles de Julia

A8



[@ nition. Une fonction de Belyi f : C! C s'appelle dynamique
si elle envoie f0;1;1g a f0;1;1g .

(Toute combinaison parmi les 27 existante est acceptable.)

Remarque. Nous savons que

f 1(fO; 1;1g ) = fsommets (noirs et blancs) et centres des faces g:

Alors, une fonction de Belyi f est dynamique si et seulement si
I'nypercarte correspondante est positionme sur la sple re complexe
de telle manere que les points 0, 1 et 1 sont \occugs" par
des sommets noirs ou blancs ou par des centres de faces (toute
combinaison est possible).

Rappel. En utilisant une homographie nous pouvons mettre trois
points de notre choixa trois positions arbitraires sur la s plere.

RO



Lemme. Une composition
h=g f

de deux fonction de Belyi  dynamiques est une fonction de Belyi {
qui de surcrot est aussi dynamique.

Corollaire. Il est possible d'ierer les fonctions de Belyi dynamiques

fN=f f ::: f (n fois)

et obtenir de nouveau une fonction de Belyi dynamique.

70



Ensemble de Fatou . F = I'ensemble du comportement egulier
des ierations.

Pour tout point x 2 F il existe un voisinage U de x sur lequel les igrations fn
forment une famille normale de fonctions : pour toute suite Ni;N2;::: et pour
tout compacte K U il existe une sous-suite de f" qui converge unifornement

sur K.

Ensemble de Julia . J = CnF = l'ensemble du comportement
iregulier des ierations.
(Ensembles de Julia sont souvent des fractaux .)

Chaos complet : Quand l'ensemble de Julia est

J= C|

71



Tleoeme (D. Sullivan, 1982) Si tous les points critiques de f
eventuellement (apes un certain nombre d'ierations) deviennent
@riodigues mais ne sont pas eux-mémes g riodiques, alo rs J = C.
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Tleoeme (D. Sullivan, 1982) Si tous les points critiques de f
eventuellement (apes un certain nombre d'ierations) deviennent

@riodigues mais ne sont pas eux-mémes g riodiques, alo rs J = C.

Exemple donm par Sullivan :

X 2 2
f(x)= ;
X

Il se trouve que cette fonction est une fonction de Belyi de [ hy-
percarte suivante :

* o, @ O

0 1 2 o0
Il y a deux points critiques : 0 and 2. Quelles sont leurs traje ctoires ?

792-9



Tleoeme (D. Sullivan, 1982) Si tous les points critiques de f
eventuellement (apes un certain nombre d'ierations) deviennent

@riodigues mais ne sont pas eux-mémes g riodiques, alo rsJ = C.

Exemple donm par Sullivan :

fx)= X2 °

Il se trouve que cette fonction est une fonction de Belyi
(dynamique) de I'hypercarte suivante :

* o, @ O
0 1 2 o0
Il y a deux points critiques : 0 and 2. Quelles sont leurs traje ctoires ?

27107117/ 1711
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Exemple. Consigrons le \dessin d'enfant” suivant :

— 1 [l .

La fonction de Belyi correspondante pos&de plusieurs poi
critiques :

tous les sommets (noirs) dege > 1;

tous les centres de faces de dege > 1,

tous les \invisible" sommets blancs (milieux d'amtes).

Apes une application de la fonction, tout le monde est envo

a f0;1;1g . Quelles sont les trajectoires de 0O, 1 et 1 ?

nts
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Tout d'abord il faut rendre notre fonction dynamique.

Plaons le centre de la face indiqee sur la gure au point 1

1 .
Le point 1 est centre d'une face , donc par @ nition il vaa I 1
17'17!
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Plaons le sommet indiqe sur la gurea I 1

Le point 1 est un sommet noir , donc il est envoga O :

171170 07! @
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Plaons un deuxtme sommet, indige sur la gure,a O.

Le point O est un sommet noir , donc il est envoga O :

17/7t171 0710
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Fecapitulons

17/7t171 0710

Le point O est eriodique, mais il n'est pas critique !
(Car le sommet est de dege 1.)

@]

Onagage : J =
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PAIRES de BELYI
(cas non planaire)
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Pour le genre g 1 on cherche une paire de Belyi (X;f) a :

1. X est une surface de Riemann de genre g;

2. f : X I C estune fonction neromorphe ayant au plus
trois valeurs critiques : 0, 1 et 1.
(lci C= C|[flg estla splere complexe de Riemann.)

La carte (ou I'hypercarte) s'obtient comme f 1qo;1) X.

(Existence, unicie. .. touta I'heure.)
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Qulques faits fondamentauxa retenir

1. Pour tout genre g 1 il existe une in ni¢ de surfaces
de Riemann non isomorphes du point de vue complexe
(bien gu'elles soient toutes honeomorphes).

2. Une surface de Riemann = une courbe algbrique complexe.

3. Pour le calcul d'une paire de Belyi ( X;f ), la partie la plus dure
est de trouver la courbe algbrique X.

Plus exactement, il faut les chercher ensemble.

4. Le dessin @&termine compétement la surface de Riemann

Le plus grand exploita ce jour : cette cartea 4 artes sur | e tore :

76



Un point de vue plus @rral :

Quelles sont les donmees dont on a besoin pour repesenter
une surface de Riemann en tant que revdtement rame
a n feuilles de la splere complexe ?
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Un point de vue plus @rral :

Quelles sont les donmees dont on a besoin pour repesenter
une surface de Riemann en tant que revdtement rame
a n feuilles de la splere complexe ?

{ k points de rami cation Y1:Y2;::0 Yk 2 C;
{ k permutations g1;092;:::;0k 2 Sn :
g; est la permutation des feuilles quand on passe autour de

Yi-
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Conditions sur ces donmres :

{ permutations d1;02;:::; Qg agissent transitivement sur les
(car la surface X is connexe);
{ leur produit g1g>:::gx=1.
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Conditions sur ces donmres :

{ permutations g1;J2;:::; gk agissent transitivement sur les n feuilles
(car la surface X is connexe);
{ leur produit g1g2:::gx=1.

Tleoeme d'Existence de Riemann :

1. Il existe une surface de Riemann X et un rev@tementa n feuilles
f : X ! C ayant ces donmes de rami cation

2. La paire ( X;f ) est unique,a des isomorphismes de X etde C
pes.
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En faisant un isomorphisme de C, c'esta-dire, une homographie,
on peut mettre

Yk 2505 yk 1=1; yk=1":
Alors, il en restent :
{ donmes discetes . kK permutations g1;:::;0gk telles que

01:::0k =1

{ donmes continues : k 3 points de rami cation Y1:: 0 YKk 3-
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En faisant un isomorphisme de C, c'esta-dire, une homographie,
on peut mettre

Yk 2=0; Yk 1=1; yg=1:

Alors, il en restent :

{ donmes discetes . k permutations g1;:::; 09k telles que
g1:::0k =1;

{ donmes continues : k 3 points de rami cation Y1:: 0 YKk 3-
Etsi k=37

Si k = 3 alors il restent seulement les donmes discetes!
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Si k = 3 alors, pour repesenter un revtement non ramie en
dehors de 0, 1 et 1 , on doit fournir seulement trois permutations

9=, 92=, 0O3-=
telles que

019203= ~ =1

Est-il possible de repesenter TOUTE surface de Riemann de cette
manere-h ?

NON ! Mais la classe des \repesentables” surfaces est remarqua ble.

Q0



Tleoeme de Belyi (G. V. Bely, 1979) : Soit X une surface de
Riemann. Une fonction neromorphe f : X I C ayant au plus trois
valeurs critiqgues existe si et seulement si X est @& nie sur le corps
Q des nombres algbriques.

Q1



Tleoeme de Belyi (G. V. Bely, 1979) : Soit X une surface de
Riemann. Une fonction neromorphe f : X I C ayant au plus trois
valeurs critiques existe si et seulement si X est @& nie au-dessus
du corps Q des nombres algbriques.

Ainsi, un triplet de permutations ( ;') (agissant transitivement,

et avec ' =1) donne lieua toute une vam¢ de structures :

{ une hypercarte (genre,enuneration, duali¢, synetr les, ...);

{ un groupe cartographique (repesentations, caracere S, ...);

{ une surface de Riemann (structure complexe, courbes al@ briques,

espaces de modules, ...);
{ un corps de nombres (groupe de Galois, ...).

Et toutes ces structures sont kes l'unea l'autre!

Je ne crois pas qu'un fait matematique m'ait jamais autant frape
gue celuih, et ait eu un impact psychologique comparable :
(A. Grothendieck)
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La courbe de Fermat

ou

Calculer au lieu de dessiner

Q92



Soit une courbe algbrique (courbe de Fermat)
Fo= f(xy)jix"+y'=1g:

En fait, on consi@ére pluBbt une courbe projective

F=f(x:y:2)jx"+ y"= z"g

mais on ne va pas y préter beaucoup d'attention.

Question :  Soit
p:F! C:(xy) 7! x

la projection sur la premere coordonmee. Quelles sont le
valeurs critiques de p?
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Soit une courbe algbrique (courbe de Fermat)

Fo= f(xy)jx"+ y"=1g:

En fait, on consiére pludt une courbe projective

F = f(x:y:2)jx"+ y"= z"g
mais on ne va pas y préter beaucoup d'attention.
Question :  Soit

p:F! C:(xy) 7! x

la projection sur la premere coordonmee. Quelles sont le S
valeurs critiques de p?
Rponse : Elles sont les valeurs de x telles que Bguation

n — n

) X

posgde moins de n solutions par rapporta y,soit fxjl1 x"=0g.

Donc, les valeurs critiqgues de p sont les racines neme de l'uni¢
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Pourquoi I' 1 n'est pas une valeur critique ?

1.

2.

La projection
p: CP21 cCp!
en coordonmes projectives se repesente comme
p:(x:y:z) 7! (x:2)
@ ( x :z) sont les coordonmes projectives en Cpl= C.

Cette projection n'est pas @ nie au point
(x:y:2)=0: y:0; y 6 0;
heureusement, ce point n'appartient pasa la courbe de Ferma

Le point 12 CP! est repesent par
(x:2)=( x:0); X 60 :
Donc, Bquation de la courbe se eduita

x"+ y" =0 :

Par congquent, vue que x 6 0, kquation pos&de n solutions dierentes

par rapporta .



Maintenant, la fonction

envoie toutes les racines

fox 7! x"

neme de l'unié vers 1, et cee deux

nouvelles valeurs critiques : O et 1.

Par congquent, la fonction

F =

f

p:F! C:(xy) 7l x"

est une fonction de Belyi sur F.

QR



Maintenant, la fonction
fox7! xn

envoie toutes les racines neme de l'unié vers 1, et cee deux
nouvelles valeurs critiques : O et 1.

Par congquent, la fonction
F=f p:F! C:(xy)7 x"

est une fonction de Belyi sur F.

On a
degp=n et deg f = n;
donc

deg F = n?:

Seules les valeurs 0, 1 et 1 ont n images eciproques chacune.
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courbe de Fermat

(X,y)

z=x"

o e
= O
8 x

QR



courbe de Fermat

O e

— O

8 *

(X,y)

z=x"
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courbe de Fermat

O e

— O

8 *

(X,y)

<

z=x"
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courbe de Fermat

D

(X,y)

z=x"

O e

8 *
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Consieégrons une triangulation T suivante de la splere  C :

{ 3 sommets plaes au 0, 1 et 1 , marges par , ,et
{3 adtes : [0 ;1],[1;1]et[1 ;0];
{ 2 faces triangulaires : les demi-plans sugrieur et iné rieur.

Question :  Quelle est I'image eciproque F 1(T)de T?
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Rponse :

{ 3 artes dans l'image )

3n? artes dans limage eciproque ;
{ 2 faces triangulaires dans l'image )

2n? faces triangulaires dans l'image eciproque ;
{ 3 sommets de dege 2 dans l'image )

3n sommets de dege 2 n dans l'image eciproque.

o1



Rponse :

{ 3 arttes dans l'image )

3n?2 artes dans limage eciproque ;
{ 2 faces triangulaires dans l'image )

2n? faces triangulaires dans limage eciproque ;
{ 3 sommets de dege 2 dans l'image )

3n sommets de dege 2 n dans l'image eciproque.

Corollaire :
1. Le graphe en question est le graphe complet triparti Kn:nn
2. Le genre du plongement est
_(n 1(n 2)
g = 5 :
3. Ce plongement est une triangulation ) le genre est minimal.
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Une remarque historique

{ Le fait que le genre minimal d'un plongement du graphe compl et
triparti Kn;n;n est
(n 1(n 2)
g =
2
aee @monte par A. T. White (1969) et in@épendamment par

G. Ringel et J. W. T. Youngs (1970).

{ Mais bien evedemment ils n'ont jamais son@ a ce que leur
esultat purement combinatoire a quelque chose a voir ave C
Eequation de Fermat.
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G EN ERALISATION :

Soient f et h deux fonctions de Belyi \planaires" (C'esta-dire,
rationnelles), et

degf = m; degh = n:

Consi@rons une courbe algebrique

X = 1(xy) 1 (x)= h(y)g:

Proposition f (x), et aussi h(y), sont des fonctions de Belyi sur X
(de dege mn).

013



G EN ERALISATION :

Soient f et h deux fonctions de Belyi \planaires" (C'esta-dire,
rationnelles), et

degf = m; degh = n:

Consi@rons une courbe algebrique

X = 1(xy) 1 (x)= h(y)g:

Proposition f (x), et aussi h(y), sont des fonctions de Belyi sur X
(de dege mn).

En eet, pour tout t 6 0;1;1 Equation f(x) = t posede m
solutions distinctes , et kquation h(y) = t posgde n solutions
distinctes , soit mn paires distinctes ( X;y) sur X.

L'hypercarte correspondante peut étre trouee d'une man ere
combinatoire, en utilisant les hypercartes planaires corr espondant
a f et h.
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Un exemple \stupide" :

1

f(x) = 2833x4(7 x);

n(Y) = o5 (2 +4) 3@y +8) 2

Voih les deux arbres correspondants .

f-arbre h-arbre

o4



Le resultat :

{ une surface X de genre g=5;
{ une fonction de Belyi de dege 56;
{ 11 sommets noirs de deges 12

{ 36 sommets blancs de deges 6 3
{ 1 face de dege 56.

264236;
525125.
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Un autre exemple :

icosa&dre
h = cube

Le resultat :

{ une surface X de genre g=253;
{ une fonction de Belyi de dege 1440;
{ 96 sommets (noirs) de dege 15;

{ 720 arttes;

{ 120 faces de dege 12.

On attend des applications plus intressantes. ..
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COURBE DE BRING

Q7



1786 : Erland Bring trouve un changement de variables qui
transforme uneequation \@rrique" de dege 5 en

p(x) = x>+ ax + b:

1884 : Felix Klein, dans son livre  The Icosahedron and the Solution
of Equations of the Fifth Degree , consie@re une courbe algbrique B
de dege 6 sur les coordonmes ( X1 . X2 :X3:Xg:Xg) dans l'espace

projectif CP# @ nie par le syseme déquations

X X X
Xj =0; Xi2: , xi3:O:

Il I'appelle courbe de Bring
Normalement , 5 solutions de Equation p(x) = 0 donnent lieua

120 points sur la courbe B (par permutations des racines).
Parfois , moins.

Aussi, cette courbe posede un groupe d'automorphismes S 5.

08



Deux rappels :

1. Les points de l'espace projectif CP4 sont @ nisa une
proportionnalié pes : pour tout 60
(X1 :X2:X3:Xg:X5)=( X1:X2:X3:X4:.X5):

Aussi, on ne peut pas avoir tous les Xij = 0 simultamment.

2. Les coe cients a et b du polymme x° + ax + b peuvent étre
consiegées comme polyndmes en Xi de dege 4 et 5 respectivement.
Ainsi,

(a:b)=( %a: °b):
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Il se trouve que la courbe de Bring B est de genre 4, et que
I'icosadre de genre 4 habite sur cette courbe.

On va calculer une fonction de Belyi non pas pour l'icosadr e mais
pour I'hypercarte H \double" : on trace sur le m®@me dessina la
fois la carte elle-m@&me et sa carte duale.

24 sommets noirs de dege 5 : anciens sommets et centres de
faces de l'icosadre;

30 sommets blancs de dege 4 : points d'intersection des ar® etes
de la carte elle-m@me et de sa carte duale;

60 faces de dege 2.
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Fait : Discriminant du polymdme p(x)= x°+ ax + b est

Y
D(p) = (i xj)% =256 a>+3125 b*:
1 if 5

Proposition . La fonction de Belyi de I'nypercarte \double"

ci-dessus @ nie est

256 a° |
256 a° + 3125 b+’

f(X1:X2:X3:Xgq:Xg) =

Notons aussi que

3125 b* |
256 a° +3125 b

101
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Sommets noirs :

1. Lequation

2. Les sommets sont tous de dege 5 car le nunerateur est
5
a°.

proportionnela

a =0 est de dege 4; si on l'adjoint au syseme de
dege 6 c'est normal que I'on obtient 24 solutions.

256 a°

256 a°> + 3125 bt
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Du point de vue du polymdme  p= x°+ ax+ b:
1. On a a=0, on peut donc choisir b6 0 arbitrairement.

2. Consigrons kquation x°> 1=0.1ly a5 solutions { racines
®me de l'uni¢ ) 120 permutations possibles de ces racines.

3. Certaines suites sont  proportionnelles . Soit " la racine primitive
de l'unie, " = e2'=3: alors, par exemple, les suites

1.II.II 2 ||3.||4

et
m, n 2;"3;"4; 1

sont proportionnelles (ici = ") et repesentent donc le m&me
point projectif.

4. Au total, on obtient 120 =5 = 24 points projectifs.
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3125 b*
256 a® + 3125 A

Sommets blancs :

1. Léquation b=0 est de dege 5; si on l'adjoint au syséme de
dege 6 c'est normal que I'on obtient 30 solutions.

2. Les sommets sont tous de dege 4 car le nunerateur est
proportionnela  b?.
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Du point de vue du polyddme  p= x°+ ax+ b:
1. On a b=0, on peut donc choisir a 6 0 arbitrairement.

2. Consigrons kquation x° x =0. 1y a5 solutions { ero et
les racines €me de l'unié.

3. Il y a 5 possibilies de choisir lequel des Xj soitegala O; il reste
4 racines €me de l'uni¢ ) 24 permutations, mais certaines entre
elles sont proportionnelles; nalement, on obtient 5 (24 =4) = 30

points projectifs.
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256 a°
256 a® +3125 A

Faces :

1. Rappelons que le discriminant

Y
D(p) = 256 a>+3125 b* = = (x; xj)%:

i<|

Y
2. Llequation (Xi  Xj) =0 est de dege 10... etc., etc., etc.

i<j
3. Du point de vue du poly/dme  p= x°+ ax+ b:

Il y a 10 possibilés de choisir une paire Xj = Xj, puis Il reste
6 permutations des trois autres racines, soit 60 points proj ectifs.
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Quelques remarques supptmentaires

1. Il faut aussi @montrer que pour toutes les autres valeur S
de a et de bilya 120 points projectifs dierents.

2. Porquoi c'est notre  hypercarte et non pas une autre ? {

Toutes les cartes egukres jusqu'au genre g = 15 sont classees
(Conder, Dobcsnyi, 2001) : il en existe une seule avec un au ssi
grand groupe de synetries.

3. La fonction de Belyi pour l'icos@&dre de genre 4 lui-mém e n'est
pas aussi belle que celle-ci.

4. La construction de Klein est dierente : elle peutétre r epesenge
comme la projection des polgdres de Keplera partir de l'o rigine
sur la splere (avec 12 valeurs critigues qui sont les sommet s de

I'icos&@&dre habituel). Les calculs sont plus compliges
5. Une pistea explorer :  p(x)= x%+ ax + b, etc.

6. On va en explorer une autre. ..
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COUSINS DE BRING
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Quotients des icosadres de genre O et 4 par
une rotation d'ordre 5

9=

DEGRES DES FACES
3,3,3,3

DEGRES DES FACES
5,9,1,1
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Les cartes ayant
les sommets de deges 5,5,1,1

les faces de deges 5,5,1,1
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(%

lée : Construire les revetements de dege 5 de toutes ces cartes :
avec 4 points de rami cation qui sont les sommets et les centr es

des faces de dege 1, et tels que les 4 permutations 01,92;03; 024
qui @terminent le rev@tement sont cyclique d'ordre 5.

FRsultats Cartes de genre 4 avec 12 sommets de dege 5,
30 arétes et 12 faces de dege 5.
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Il nous faut des quadruplets de permutations

01:092:03;94

tel que chaque g; est un cycle de longueur 5, et leur produit

01020304 = 1 :

Il y en a 60 non-isomorphes, dont 47 asynetriques et 13 syne
de l'ordre de synetrie 5.

Soit 60 5 =300 cartes de l'assortiment de deges rechercle.

triques
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Ce que je ne sais pas

1. Si toutes les 300 cartes ainsi obtenues sont dierentes.

2. S'll n'y a pas d'autres gu'on ne peut pas obtenir par ce proc e.
Remarque : Les revdtements des cartes (b), (c), (d), (e) ne
peuvent pas donner l'icosa&dre car leurs groupes cartogra phiques

sont beaucoup plus grands que A 5.

Consi@rons alors un exemple avec la carte (a).
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Fonction de Belyi :

1(x 12(x+1)°(x2 4x 1)

Fx) = 64 X2 (x2+ x 1)

Consi@&rons la courbe

s X2 4x 1
y X2+ x 1°
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Faits :

1. Toutes les surfaces de Riemann de genre g 3 se subdivisent
en deux classes disjointes : les surfaces de type canonique , et
les surfaces hyperelliptiques

2. Les surfaces hyperelliptiques peuvent étre repesent ees sous
forme
y2: P(x); degP =2g+1 ou 2 g+2 :
3. Les surfaces de type canonique admettent un plongement da ns

'espace projectif CP9 1 en tant que courbes algbriques de
dege 2 g 2.

4. Il devient clair que la courbe de Bring est de type canoniqu e .
genre g=4,dege 2 g 2=6, et l'espace CP3 CP*% est @ ni
X
par Bquation Xj = 0.

=1
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Or, la courbe

s X% 4x 1
o x2+ x 1

est hyperelliptique : le changement de variables

y

y = S; t:4xy5+2y5 4x+8; X =

INJI
7))

&
=

la transforme en courbe

t2 = 20 s19 +80

Etant don® que le dessin @termine competement la surf ace
de Riemann sur laquelle il est plong, la carte obtenue par | e
rev@tement ci-dessus ne peut pas étre isomorphea l'icos &dre de
genre 4.

Remarque : Nous n'avons pas construit explicitement la carte en
guestion.
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> with(algcurves);

[AbelMap, Siegel, Weierstrassform, algfun_series_sol, d ifferentials, genus,
homogeneous, homology, implicitize, integral_basis, is_ hyperelliptic,
j_invariant, monodromy, parametrization, periodmatrix, plot_knot,

plot_real curve, puiseux, singularities]
> f 1= yAB*(X"2+x-1)-(x"2-4*x-1);

5/ 2 \ 2
y X +x-1-x +4x+1

> genus(f, x, V);

4
> is_hyperelliptic(f, x, y);
true
> W := Weierstrassform(f, x, y, s, t);
[ 1 5 1 ]
[ - - S - 2 + - t ]
[ 2 10 /5 5 2 4 ]
t -20s -80,y,4ly -1/ x+2y + 8 ----momeee S|
[ 5 ]
[ s -1 ]

117



Plancher mosaique de la basilique St. Marca Venise ; attrib uéa Paolo Ucello (1430).
Source : Weisstein, Eric W. \Small Stellated Dodecahedron. " From MathWorld{A Wolfram

Web Resource. http://mathworld.wolfram.com/SmallStellatedDodecahe dron.html

Mercl !
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