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Chaines de Markov reversibles

Soit {X;}+>0 une chaine de Markov avec |'espace d'états
S ={s1,...,s,} et la matrice de transition P. Une distribution de
probabilités 7 sur S est dite reversible si pour tout /7, € {1,.... n},

7T,'P,'J = 7rij7,'.
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Démonstration.
Pour tout j € {1,...,n}, on a



Temps inverse

Théoréme 2.
Soit {X;}+>0 une chaine de Markov avec I'espace d'états S et la
matrice de transition P et la distribution stationnaire 7 reversible.

Si Xo ~ 7, alors pour tout k € N et tous s, sj,,...,Sj, €S,

P(XO = 5i°7X1 = ...,Xk = ka) = P(Xo = Sik;Xl = 5ik717--~,Xk = S,'o).

La probabilité d’'un chemin dans un sens est égale a la probabilité
du méme chemin dans le sens inverse.



Exemple : processus de naissance et de mort

Matrice de transition P telle que :
» Pij>0sili—j|=1,
» Pij=0sili—j|>2.
Notons par
. ITiZh Perr ey
TT2S Prrik
Alors,

= (77'17---777”):(ﬂ'fv"'aﬂ':;)/(zﬂ;ﬁ)

est une distribution de probabilités reversible.
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Alors,

w=(di,....dn) /(Y )
i=1

est une distribution de probabilités reversible.
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Exemple : ensembles indépendants d'un graphe

Question
Quelle est la loi ™ et montrer qu'elle est reversible.

Question
Modifier I'algorithme pour favoriser les ensembles indépendants de
grande cardinalité :
) A
m(x) = =
2y
pour toutes les configurations admissibles x C CV' (et 7\(x) = 0 si
x n'est pas un ensemble indépendant). |x| est la cardinalité de x
(nombre de sommets avec la valeur 1) et Z) est la constante de
normalisation.



Chaines bornantes et la simulation parfaite

[Huber, 2004]

L'espace d'états : X ¢ CV.
Chaine {X,} evolue dans X.
Chaine {Y,} evolue dans (2€)V.

Chaine {Y,} est une chaine bornante pour {X,} s'il existe un
couplage entre {X,} et {Y},} tel que :

Xn(v) € Ya(v), VveV=Xpi(v) € Yori(v), VveV.

Construction :
Yn+1(v) = UXEvYn(d)(X))(V)v

avec x €y y si x(v) € y(v),Vv e V.
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Example : coloriages propres

Coloriage propre d'un graphe (V, E) : x € C" tel que pour tout
v,w e E, x(v) # x(w).

Gibbs sampler :

1. Choisir v uniformement dans V = {1,...,n}
2. Choisir ¢ uniformement dans C = {1,..., k} tant que

c & x(Ny)
3. x(v) « ¢

Borne :
1. Choisir v uniformement dans V = {1,...,n}, y(v) < 0
2. Répéter :
Choisir ¢ uniformement dans C = {1,... k}

Si pas de w € N, tel que y(w) = {c},
alors y(v) < y(v) U{c}
tant que ¢ & Uwen,y(w) ou |y(v)| > A



Example : coloriages propres

Soit A le degré maximum du graphe.

Théoréme. Si k > A(A + 2), alors la probabilité que la chaine
bornante detecte le couplage en log; n + 0 est au moins 1 — G2,

avec
s Lo (B4 (k=A+1)

n




Variante

L'espace d'états : X C CV.
Chaine {X,} evolue dans X
Chaine {Y,} evolue dans C(2"). Décrite par
{(Bn, Dp)}, Bn, Dy € CY).

Chaine {Y}} est une chaine bornante pour {X,} s'il existe un
couplage entre {X,} et {Y,} tel que :

Bn(c) C An(c) C By(c) U Dp(c), Yce C

= Bpt1(c) C Apti(c) C Bpyi1(c) U Dpti(c), Ve € C.

Notation : a €c (b, d) si b(c) C a(c) C b(c)Ud(c),Vc € C.

Construction :
Bnt1(¢) = Nacc(B,,0.)(#(a))(c),

Dn+1(c) = (Uaec(8,.0,)(#(2))(€)) \Brt1,



Example : ensembles indépendants

Distribution sur les ensembles indépendants :

Al
m(A) = —.
(=

Dyer et Greenhil (2000) chaine de Markov
(variante de Gibbs sampler) :

1. Choisir v uniformement dans {1,...,n}
2. Choisir U uniformement dans [0, 1]

3. Cas |:Si U> 25, A A\{v}
4

(A+1)!
.Casll:SiU< (A—j\rl) et pas de voisins de v dans A, alors
A+ AU{v}
5. Caslll : Si U < pswapﬁ et exactement un voisin w de v

dans A, alors A <— A\{w} U {v}



Example : ensembles indépendants

Soit A le degré maximum du graphe.
Théoréme. Si A < ﬁ, le temps de couplage de la chaine bornante
est inférieur a log n + 0 avec probabilité au moins 1 — 57, avec

A
b=y



Algorithme Metropolis

Objectif : Echantilloner une distribution 7w sur S = {s1,...,s,}.
L'idée : Construir un graphe de voisinage entre les états.
Hypothéses :

» Le graphe G est connexe.

> Les degrés des sommets sont petits.

. mid;
dll_mln{?l_dj,l}, (vi,vj) € E

Pij=1< 0, i#Jj,(vi,v) € E
1*2[' S[S Em|n{zjdl,1} I:j

Question

Monterer que T est la distribution reversible (et donc stationnaire)
de P.



Algorithme Metropolis

Algorithme :

Soit X; = s;. Alors,
1. Choisir un voisin de s; uniformement parmi les voisins.
2.

sj, avec probabilité mln{ﬂj 1}
Xt+1 =

s;, avec probabilité 1 — mln{ﬂl L1}



L optimisation : recuit simulé

Probléme :

» X ={s1,...,5n}.

» On cherche & minimiser une fonction f : X — R.
T > 0 temperature.

Distribution de Boltzmann :

1 —f(s)

7Tf,T(S):zeXP( T )-

avec Zr 1 constante de normalisation.



L optimisation : recuit simulé

Théoréme 3.
Soit ( T) la probabilité qu'un élément choisi selon 7¢ 1 véfifie
f(yY)= min f(s)

AlOI’S
lim (T) =1.
7230 (7)

Question

Montrer le théoréme sous I'hypothése que f a un unique minimum.
Et si le minimum n’est pas unique ?
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