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Calibration des modeles de taux par la programmation semidéfinie.

Introduction

Dans |'analyse de Heath, Jarrow & Morton (1992), un modeéle de taux
arbitré est entierement paramétré par la donnée de la courbe des taux

aujourd’hui et la covariance.

Les méthodes existantes de calibration sont trés paramétrées et ne cou-
vrent qu’un sous ensemble non-convexe du cone des matrices de covariance
(semidéfinies, positives).

La calibration est souvent effectuée quotidiennement, non seulement pour
I"évaluation des prix, mais aussi pour la gestion des risques.

Complexité inconnue, stabilité aléatoire.
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1.1 Questions pratiques

e Peut-on extraire I'information sur la corrélation (en fait la covariance) des

données de marché sur les caps et swaptions?

e Les modeles sont recalibrés quotidiennement, comment les stabiliser?
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1.2 Questions théoriques

e Quel modele? Comment évaluer le prix des swaptions?

e Comment résoudre le probleme inverse?

e Convergence: peut-on déterminer si les prix sont arbitrés ou non?

e Complexité?
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1.3 Marchés de taux

1.3.1 Avantages

e Pas de dividendes: l'information contenue dans le prix des options est tres

1 UCﬂm: ]

e Les options les plus liquides sont des paniers: les caps et swaptions.

1.3.2 Inconvénients

e Données propriétaires. Information fragmentée.

e Multiplication des courbes et marchés forwards.
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1.4 Contributions

Evaluation des swaptions:

e Dans |'évaluation du prix d'une swaption , on peut assimiler le taux swap

a un panier de taux forwards.

e Le panier est en fait une combinaison convexe de taux forwards et on peut
supposer qu'ils sont tous simultanément martingales sous la mesure du
swap.

e Le prix des swaptions devient un prix de Black-Scholes (formule de marché)

avec une variance bien choisie.
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1.5 Contributions

Calibration:

2717

e Cette "variance de marché” est une forme linéaire sur la matrice de co-
variance des forwards.

e Si |I'on choisit d'optimiser un objective linéaire en variance, le probleme de
la calibration peut donc se résoudre comme un programme semidéfini.

e Bid-Ask, stabilité, lissage, distance avec une matrice historique ... comme
objectifs possibles.

e Le dual de ce programme est un programme de couverture et fourni la

\

sensibilité de la solution a une variation des prix de marchés
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1.6 Littérature associée

e Les travaux de Nesterov & Nemirovskii (1994) et Vandenberghe & Boyd
(1996) sur la programmation semidéfinie, Nesterov & Todd (1998) pour
un traitement général de la complexité des programmes linéaires sur les

cones symmétriques.

e Les résultats Rebonato (1998), Brace, Dun & Barton (1999) et Singleton
& Umantsev (2001) sur I'évaluation des swaptions comme paniers de for-
wards. Rebonato (1999) sur la calibration du BGM par paramétrisation

des facteurs.
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e Les travaux paralléles de Brace & Womersley (2000) sur la calibration du
BGM par programmaion semidéfinie et I'impact du nombre de facteurs sur

I"évaluation de la Mid-Atlantique.

e Les articles de Fournié, Lebuchoux & Touzi (1997) et Lebuchoux & Musiela
(1999) sur le développement en petits bruits, Avellaneda, Boyer-Olson,
Busca & Friz (2002) sur I'évaluation des options sur indice.
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1.7 Plan de |I'exposé

Premiere partie:

e Modeles de taux, notations.

e Approximation du prix de la Swaption comme prix d’'une option sur un
panier de forwards, mesure d'évaluation.

e Evaluation des options sur paniers dans un modele de Black-Scholes,
développement du prix.
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Deuxieme partie:

e Le probleme de calibration comme un programme semidéfini.

e Programme dual et gestion des risques.

e Minimisation du rang ou stabilité?
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2 Premiere partie

2.1 Notations

L'actif sans risque est Bs = exp ([ r(u,0)du), ou r(u,0) est le taux court spot
a la date u. Selon Heath et al. (1992), si on note B(s,T) le prix du Z.C. de

maturité T
t
B(s,T) = Nm Tx_u AI\ r(u, ovgﬁz
t
I’absence d’arbitrage entre les différents Z.C. impose:

D e (- o[

w 5/, QmA:uﬂl\gv:m&:v

avec Qm?.v”mm. —— R, la volatilité des Z.C. et W = {Wy,t > 0} est un
B.M. de dimension n sous Q.
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2.2 Le modeéle de marché sur les LIBOR

Dans ce modele, on suppose que le taux forward LIBOR

040
1+ 0L(t,0) = exp \m r(t,v)dv

a une volatilité lognormale:

dL(s,0) = (...)ds + L(s,0)v(s, 0)dWjs

avec déterministe et si on impose o(s,0) =0, V 6 € [0, 5] comme dans Brace,
Gatarek & Musiela (1997), on a spécifié la volatilité des Z.C.:

[6-10)

oB(s,0)= Y

k=1

0L(s,0 — ko)
1+ 6L(s,0 — Kk))

Q\Amu 0 — \&%v
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2.3  Swaps

e Le taux swap est défini par:
mva MJ\&Q@SS\.QV L .mA.wu WNJQ.M.W_W“_WSQ@.QV
hm@mkﬁ Tfized ﬂw\g@&v

oo@mﬁgmmAﬂ?&& ﬁ%%&vmﬁv ﬁ.?&&v.

swap(t, T, Ty) =

avec Level(t, T/ixed ﬂ?a&v = :

e On peut encore écrire ce taux comme:

n

swap(t, T, Tn) = > wi(t)K (¢, T)'°")
i=i
ou
203 .203 "203
coverage(I; B(t,T
w;(t) = 9e( er )B(, ) et K(t,T)= L(t,T —1t)

Level(t, T fized, %Msa&v

e Les poids w;(t) sont remarquablement stables (Rebonato (1998)).
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2.4 Swaptions

Les taux suivent la dynamique du modele de marché sur les taux LIBOR et le
prix de la swaption est somme de prix de calls sur le taux swap a la date T

B(T)écvg(i,d)
B(Tit+1)

ou @H est la probabilité forward en T'. Si on définit une nouvelle probabilité

Ps(t) = B(t, T)E®T W (swap(T, T, Tx) — k)"

i=ip

martingale @Exh associée au forward swap:

dQLVL N Scvg(, b) 8 T q
dQ ‘= Level(t, T, Ty)
et on réécrit les swaptions comme des options sur le taux swap:
o e
Ps(t) = Level(t, T, Tn)EZLVE || Y wi()K (¢, T;) — k
1=0
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2.5 Swaption (formule en prix)

On peut aussi écrire le prix de la swaption de strike k et de maturité T' comme
celui d'un put sur un panier de Z.C. (El Karoui & Rochet (1989)):

N +
Ps(t) = B(t,T)EST |(1— B(t, Ty 41) — k6 S B(t,T))
i—ir

les coefficients dans le panier sont ici constants. Dans le modeéle lognormal en
prix, les swaption peuvent donc ici aussi étre évaluées comme des options sur
un panier d’actifs lognormaux.
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2.6 Calcul du prix

Approximations:

e Contribution des poids par rapport a celle des forwards dans la volatilité

du swap?

e Termes de drift provenant des forwards sous QLY L ?

e Développement explicite du prix des swaptions?
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2.7 Impact des poids

La dynamique du swap s'écrit:
3 LV L
&mgm&uﬁmv T, MJ_.ZV — MU E&AmvNAmw ﬂsv AJ\AMU 15 — ,.wv + dﬁmv ﬂsvv &S\m
i=i

ou la contribution des poids est

N

n(s,T) = | 30 wi(s) (07(s, Ty = 5) = 7 (s, Ty — )
k=ip

avec oB(t,0), la volatilité des Z.C. En pratique 60K (s, T;) ~ 1% et

N N
MU wi(s)K (s, T;)n(s, T;) = MU w;i(s) (K(s,T;) — swap(s, T, Tx))n(s,T;)

N

avec 3 ;L wi(s) =1 et 0 < wj;(s) < 1. Zéro quand la courbe est plate...
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2.8 Changement de mesure

o On définit KV L(s,T;) comme:
MY (s, 1) = KEVE (s, Ty (s, Ty — s)dws
avec KLV L(t T)) = K(t,T;).

e On peut approximer le swap par une autre martingale sous @E\h“
N
dYs = > wi(t) K"V (s, Ty (s, Ty — s)dWEVE, Yy = swap(t, T, Ty).
i=ip
avec
2
2 . _2\2
E sup (swap(s) — Ys) <. :@Amv'_hl_lﬂmmﬁﬁﬂw*v (N — i) 07 v
t<s<T

e Les swaptions peuvent donc étre évaluées comme des options sur paniers
de taux lognormaux.
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2.9 Options sur un panier d'actifs lognormaux

Pour simplifier, on note
dF' = Flo'dWs

ot Wi un QY-Brownien n-dimensionel et o5 = Aqs. € R"*™ est la

mv&HHU:;S
volatilité. s € R™*™ est |la matrice de covariance correspondante. On cherche

\

a calculer le prix d'un Call sur panier dont le payoff a maturité est donné par:

n . ™ n
h(FR) =Y wiFr—k avec ) w; =1
1=1 1=1
La dynamique du sous-jacent F’ = > " ; w; F? est:
n (
R : R w; F’
dFY = FS | ) ©; 505 | dWs avec @4 = —— mﬁ@.
i=1 i=1%Wil's

A. d'Aspremont Soutenance de thése, Ecole Polytechnique Samedi 15 Février 2003.



21 Calibration des modeles de taux par la programmation semidéfinie.

2.10 Volatilité: terme central

e La dynamique de ces poids est donc donnée par

\/. 3 . . \N\N\ .
S = (Y @y (oh—ol) | | dWs+ D @ s0dds
: j=1 j=1

e Si les volatilités o’ sont identiques, la dynamique du forward F¥ est ex-

actement lognormale avec comme volatilité o% = WHH &iqm.
e On définit les volatilités résiduelles:
. . \N\~\ . 3\ .
1 __ 1 - . w __ .
§e =05 — ) ©;0% avec of = ) ©;10)
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2.11 Développement du prix

e En pratique, la volatilité résiduelle et les moyennes wj, mMu sont pe-

b 1
tites.

e On développe en remplacant MU,%HH Q&mm,m par mMUwHH QWmm,,m pourune >0
petit:

&ﬁ€m|~u€mAQ |_|mMU D umw&v&ﬁ\m

dos = of (&l —e Xy @f &) (dWs + 0@ds + e X7y &j (Elds)
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e Comme dans Fournié et al. (1997) et Lebuchoux & Musiela (1999) on

cherche donc a évaluer:
+ N
- E ?@; — k)" %ﬁe&
en |'approximant par son développement de Taylor autour de € = O:
0 1 2 g2 2
ct =%+ cMe + of VM+% )
ou € est défini comme la norme d'un résidu de volatilité:

3\ .
> @) &l
i=1

avec &L = o5 — ,%HH &?qm.
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2.12 Terme d’'ordre zéro

e Le terme d'ordre zéro se calcule directement comme la solution de I'E.D.P.
limite:

(900 2 229200
-+ 91?555 =0

\ CO=(zx—-K) fors=T

e On obtient CO par la formule de Black & Scholes (1973) avec comme

: 12
<m_\_m:nm :MU%HHEZQW .

C® = BS(T, FY, V) = F#n(h(Vr)) — kn A%\i - Sm\mv

avec

1/2

Y 1
_ A_s Aﬂwv |_|Ma\ﬂv . T w2
h(Vr) = et Vp= ﬁ o ||” ds
Vir
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2.13 Terme d'ordre un

On peut ensuite s'intéresser a I'E.D.P. vérifiée par C1 = 9C¢ /e

50 =0
Cl) =0ens=T

ou I'on a noté (x panier, y poids):

o 9CE . b 2 HM @MQm
hm = 3s + :ch + mM,%HH @wmm 2 552
: . 2 920
+ M%HH AAMWQ QMQV + € MuNHH Yk Am,,m — chv MWV — mw :MuMHH Samw v &@w@&@@u_
n J n k 2 @W. 0°C*
+ MUQ.HH :Mm — €& MUwHH Yk 2 92

J

+ 50y (6o + e Spsy w (6 — o, 68) — 2 [ SRy et

2 OCE
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on passe a la limite en € = O:

. 52C"Y
L90M + (L7 (el 0¥)) 2G5 = 0
Ccl) —pens=T

Ceci permet de calculer C(1) en utilisant la représentation de Feynman-Kac:
T : s 1 - 2
OO = [ 3 050 (eh,0%) exp Q —|lek - 0% g:v
t i t 2
exp Abm AQNQ + mwwv &S\Qv In ﬁwﬁ + bm o dWy — WS:@ =+ Wa\mvﬂ

n
1/2 1/2
A\muﬂ a\mvﬂ

E ds

pour obtenir:

c) — g \ﬁ ! W o A&“q&%\m exp AN \ﬁ ’ @u&v%v

b”H Aa\wvm I_I a\%vﬂ

F¥ .
In -+ Ji (&l 0%) du+ 3V, 7

Aa\ﬁm + A\mvﬂv Y2

ds

n
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2.14 Prix de |'option sur panier

On obtient une formule approximant le prix de I'option sur panier:

E[(F¢ — k)Y] = BS(T, B, V) + ¢

I wi|2
V= [ llo%1? ds
et

c) — g \ﬁ ! wu @y%mﬂww ) exp AN \~w ) @“qmv%v

j=1 Vir
In S+ J§ (&, 0% du + 3Vi 7
n ds
v1/2
t,T
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2.15 Interprétation en termes de couverture

e On se couvre en delta avec la volatilité approximée o et comme dans
El Karoui, Jeanblanc-Picqué & Shreve (1998), on étudie I'erreur de cou-
verture qui s'obtient comme:

2
@MQOA vsmﬁv
[ Me:q — o1 | ()2 ds
M Ox?

e Au premier ordre en &}, on obtient:

le\ M m,f vEZﬁﬁ

n(h(Vs 1, F¥'))

1/2
a\mvﬂ

ds

e On retrouve donc:

c) = g T%v~
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2.16 Application aux swaptions

Dans le cas des Swaption, la formule a I'ordre zéro s'écrit:

Level(t, T, Tx) Amggﬁ@v T, TN)N(h) — kN(h — <%\MVV

avecC

A_: Amé@ﬁﬁm%vﬂzvv + Wa\WV

h —
V2

et ou

TN 2

Ve = [ &it0s Ty = s)| ds
i—1
avecC
K(t,T;)

wi(t) = E&Sm\s@? T.T)
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2.17 Précision de la formule sur les paniers simples

e Comparaison avec un Monte-Carlo. Les parametres sont ici

F} = {0.07,0.05,0.04,0.04,0.04}
w; = {0.2,0.2,0.2,0.2,0.2}

T =5 ans, la matrice de covariance est donnée par:

(064 059 0.32 0.12 0.06 )
059 1 067 028 0.13
—~ | 0.32 0.67 0.64 0.29 0.14
100 912 0.28 0.29 036 0.11
/o.om 0.13 0.14 0.11 0.16 |

11

e Approx. pour une Swaption (5 ans, bans). La matrice de covariance est
issue de données historiques sur la covariance des FRA.

e But: isoler I'erreur provenant uniquement de |'approximation du prix, et
pas du changement de proba.
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Figure 1: Erreur a I'ordre zéro (dashed) et I'ordre un (continu). Covariance

statistique.
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Figure 2: Erreur a I'ordre zéro (dashed) et I'ordre un (continu). Corrélations

nulles.
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Figure 3: Erreur a I'ordre zéro (dashed) et I'ordre un (continu), pour un panier
d'actions.
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2.18 Précisicion de la formule dans le modele lognormal sur LI-

BOR.

e On peut aussi tester la qualité de I'approximation a |'ordre zéro dans le
cadre du modele de marché en comaprant encore une fois avec les résultats
obtenus par Monte-Carlo.

e |'erreur provient ici de la formule du prix et des approximations sur la
dynamique des poids (volatilité et changement de proba). (Figure 4).
(Données et code courtesy of BNP Paribas, Londres).
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Approximation error (in basis points)

5.0 4

Error (bp)

Swaption (Maturity, Underlying)

Figure 4: Erreur a I'ordre zéro sur le modele lognormal en LIBOR (BGM).
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3 Deuxieme partie: calibration et gestion des risques

e Le prix de la swaption peut s'approximer par son prix de Black calculé avec
une variance de marché bien choisie.

e Avec
NWTN MJsv
swap(t, T, Tx)
ou les w;(t) proviennent de la décomposition du Swap en panier de FRA,
cette variance variance s'obtient comme:

@;(t) = wi(t)

TN 2
Vi = [ X &, Ti— )| ds
1=1
T
- \w Tr (4T s) ds
avecC
Q= o(t)ot)! = A&S@Svim_ Ly =0
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e On se donne une série de variances de marché Qmﬂw correspondants a des
swaptions (ou caplets) avec poids wy, et de maturité T},

e On suppose que la covariance des LIBOR est constante par morceaux, et
on écrit le programme de calibration comme:

Trouver X;
avec MU@HHNW ol'r Abﬁwvﬁ.v = Qmﬂw ouk=1,.... M
X; = 0pourz=0,..7T

ou encore, sous-forme bloc-diagonale:

Trouver X
avec Tr (2, X) = Q\Wﬁw ouk=1 .., M
X >0pourz=20,..,T

e Le programme de calibration s'exprime donc comme une inégalité ma-
tricielle linéaire (L.M.l.) avec comme inconnue la matrice de covariance
des FRA.
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e L’ensemble des covariances calibrées au marché s’écrit comme l'intersection

du cone des matrices semidéfinies positives avec un espace affine.

e La (figure 5) représente le cone:

Nna@wOﬂB_:{wiO
Yy < 7

e L'intersection de ce cone avec un plan (ici, z + z = 1), est représentée
(figure 6)
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Figure 5: Le cbne des matrices semidéfinies positives en dimension trois.
(quadratique dans ce cas simple)
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Figure 6: Domaine d'un programme semidéfini.
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3.1 Objectifs

e Régularisation de Tikhonov (voir Cont (2001))

e Lissage

e Distance avec une matrice

e Bornes sur le prix d'une autre swaption

e Robustesse (ou centrage de la solution)

e Une autre swaption

e Ou un mélange....
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3.2 Dualité

Le dual du SDP de calibration est un programme avec objectif linéaire, ou les
contraintes sont données par une inégalité matricielle linéaire. Le cOne des
matrices semidéfinies positives est autoadjoint, et on forme le Lagrangien

M
L(X,y) = = Tr(CX) + Y yp, (Tr(X) — 07T
k=1

M Mo
=Tr | > (% —C)X | — > yroiTh

pour obtenir directement le dual:

maximiser MU\.\A&HH @wqmﬂw

pour 0= AMMWH Y€ — Qv

A. d'Aspremont Soutenance de thése, Ecole Polytechnique Samedi 15 Février 2003.



43 Calibration des modeles de taux par la programmation semidéfinie.

3.3 Calcul des sensibilités

e Résultats de Todd & Yildirim (1999) pour calculer la sensibilité de la
solution a un changement dans les conditions du marché.

e Un pas dans |'algo. de Newton:

AX = E"1Fa* TmmLﬁEvL wu

et on obtient la nouvelle solution si I'on reste dans la zone de convergence
quadratique:

<1

:Cﬁﬁw AmLFﬁ ?»mlﬁ%vL :C (X*)2

e On dispose donc d'une matrice donnée par
—1
S =E1FA* TmmLmS*v ~

qui permet de calculer directement la sensibilité de la solution a I'ensemble
des scenarios de marché possibles.
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3.4 Rang faible ou matrice réguliere?

e Fazel, Hindi & Boyd (2000): si on place une matrice définie positive comme
objectif on obtient en général une matrice dont les valeurs propres sont
rapidement décroissantes (figure 7).

e Dans l'exemple utilisé ici, on constate que la matrice est de rang deux
(figure 8).

e Cette méthode empirique donne d'excellents résultats en pratique mais au-
cune garantie ne peut €tre obtenue quant au rang maximum de la solution
(le probleme devient alors NP-complet).

e Cela implique également qu'il est illusoire d'essayer d’obtenir un algorithme
efficace de calibration d'un modeéle paramétré par facteurs (a la Rebonato
(1998))...
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. —
\“ﬂ"\\\.‘.".

....."l

Figure 7: Solution de rang faible
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Figure 8: Valeurs propres de la matrice de covariance des FRA en échelle
semilog.
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e Si on impose en plus des contraintes de lissage a la matrice de covari-
ance, on obtient un résultat plus intuitif, mais cela se fait au prix d'une

augmentation du rang de la solution (figure 9).

e Il en va de méme pour la stabilisation a la Tikhonov.... (figure 10)
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Figure 9: Solution du probleme de calibration avec contraintes de régularité
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Figure 10: Valeurs propres de la matrice réguliéere.
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3.5 Conclusion

Une justification de la formule de marché sur les swaptions.

Une formule d'évaluation du prix des options sur panier dans le cas log-
normal.

On obtient un algorithme de calibration d'un modele de marché sur les
LIBORS avec une complexité connue.

I[dem pour la gestion des riques et le calcul des sensibilités.

Preuve de convergence ou d’'infaisabilité.

Stabilisation possible, compromis rang - stabilité.
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3.6 Problemes ouverts

e Evaluation des swaptions: une formule pour la calibration jointe du smile
et de la corrélation (voir Avellaneda et al. (2002))

e Monte-Carlo américain: seule véritable solution au probleme du rang et
donc a celui de la stabilisation....

e Probleme statique... Infaisabilité: pauvreté du modele ou arbitrage? (voir
Henkin & Shananin (1990), d'Aspremont & El Ghaoui (2002)).
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