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Ch.1
Propositions et Types

1. Introduction.

La logique math�matique, en tant que m�tamath�matique, a pour objet d'�tude  les

math�matiques, ses langages et ses m�thodes d�ductives, comme la g�om�trie, pour

prendre l'exemple d'une discipline proprement math�matique, a pour objet d'�tude les

figures et les structures de l'espace.  On peut donc imaginer une stratification � trois

niveaux: les structures g�om�trico-alg�briques, les th�ories math�matiques qui les �tudient

(arithm�tique, alg�bre, g�om�trie...) et, enfin, les m�tath�ories qui traitent des th�ories

math�matiques (la th�orie de la d�monstration ou, plus g�n�ralement, la logique

math�matique). En d'autres termes, du point de vue des calculs et des langages, l'alg�bre

lin�aire et la g�om�trie analytique �tudient (des expressions concernant) les propri�t�s des

lignes et des surfaces du plan ou de l'espace; la Th�orie de la D�monstration, �tudie les

d�monstrations formelles1.  Les d�veloppements r�cents de la Th�orie de la D�monstration

ont vu une revitalisation d'une th�orie dont le nom et certains aspects logiques, datent de

Russell: la Th�orie des Types.  Une th�orie toutefois, contrairement � celle de Russell, qui

1 Cette hi�rarchie de niveaux n'est pas, toutefois, une hi�rarchie d'abstraction.  La
m�tamath�matique est une branche des math�matiques: ses m�thodes et techniques de
construction et preuve sont math�matiques; ses objets d'�tudes, les preuves, comme
constructions mentales, ne sont pas plus abstraites que maints objets des math�matiques.
Dans un certain sens, c'est bien ce que d�montrent les th�or�mes de GÏdel, dont on
parlera: les r�gles du jeu m�tamath�matique ("finitaires") sont les m�mes que celles de cette
th�orie math�matique, l'Arithm�tique, qui en est l'objet.
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"organise" les fonctions, plut�t que les ensembles.  La correspondance entre Logique

Constructive et Th�orie des Type est compl�te: les types correspondent aux propositions

logiques et les propositions aux types.  L'avantage est que les types "classifient" ou

"hi�rarchisent" des termes, des calculs formels en fait, qui repr�sentent explicitement les

d�monstrations de la Logique.

Dans cet esprit on introduira le lambda-calcul, en tant que langage qui "manipule" des

termes ou des expressions qui codifient des d�monstrations.  En fait, les expressions de ce

langage repr�sentent des d�monstrations math�matiques abstraites et, donc, les calculs

effectu�s sur celles-ci correspondent � des op�rations formelles effectu�es sur des

d�monstrations, plut�t que sur des lignes ou des surfaces. Le fait que le lambda-calcul soit

programmable, et qu'il soit en particulier un langage de programmation paradigmatique, a

aussi permis de d�crire le passage de la th�orie de la d�monstration, en tant que th�orie

abstraite de logique math�matique, � la d�monstration automatique et au calcul symbolique,

comme m�thode math�matique pour ordinateurs.

Quoique l'on parlera de la th�orie de la d�monstration en g�n�ral, nous allons

souligner ici l'approche "constructiviste", puisque la th�orie de la d�monstration

constructive est celle qui pr�sente le plus de r�sultats, par le fait m�me d'expliciter les

preuves et leur syntaxe formelle (comme termes d'un calcul), plus que la th�orie classique,

et dont l'interpr�tation, sur des structures math�matiques (les cat�gories), est la plus claire

et d�velopp�e.  En particulier, cette approche permettra aussi de mentionner le r�le de la

Th�orie des Cat�gories dans la s�mantique math�matique  de la d�duction.  Gr�ce � cette

s�mantique on peut en effet "revenir aux math�matiques" en donnant une signification

"g�om�trique" ou structurelle aux preuves.  On ferme ainsi un de ces "cercles vertueux" ou

r�flexifs qui sont au centre de la compr�hension math�matique: le jeu entre syntaxe et

s�mantique.   Voil� donc, en bref et en partie, les raisons "philosophiques" du choix de

l'auteur de ces notes2.  Le but de celles-ci est en particulier de donner quelques id�es sur la

relation triangulaire:

2 ÇLa preuve fait partie du sens du th�or�me d�montr�È, comme dit Wittgenstein.  En fait,
il continue, la preuve Çnous montre ce que nous croyonsÈ; autrement dit, elle met en
�vidence le "principes de preuve" que nous utilisons.  Ceci motive l'analyse des preuves.
Mais la signification d'un th�or�me est aussi dans "l'unit� des Math�matiques", pour
paraphraser Lautman.  Cette unit�, toutefois, ne doit pas �tre con�ue comme unit�
m�taphysique, univers formel ou platonicien unique et fig�, mais comme "r�seau"
dynamique de th�ories, "passages" d'une th�orie � l'autre, traduction et enrichissement
d'une m�thode de preuve ou construction par un autre ...  . On soulignera donc le r�le des
preuves ainsi que leur signification (s�mantique) par "transcription" dans des structures
math�matiques construites par d'autres m�thodes.  En particulier, on comprendra des
"principes de preuve" en termes de "principes de construction" (et viceversa).
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Gentzen, Heyting, Church (ann�es 30), Prawitz et Girard sont parmi les auteurs de

r�f�rence pour les th�ories dont on parlera.  La s�mantique cat�gorielle, pour le peu que

l'on en mentionnera, a son origine dans les travaux de Lawvere, Lambek, D. Scott

(Hyland, Moggi et maints autres, dont l'auteur de ces notes, l'ont appliqu�e � la

s�mantique des d�finitions et th�ories d'ordre sup�rieur - impr�dicatives - et leurs

applications)

2. La D�duction Naturelle.

L'id�e de base des syst�mes de d�duction naturelle, auxquels nous nous r�f�rons, est la

formalisation de la notion de r�gle et de d�rivation logique,  entendue comme abstraction de

la d�duction math�matique. Le pas d�ductif minimum est donn� par l'application d'une

r�gle d'inf�rence qui d�crit la d�duction d'une cons�quence, disons C, � partir de
pr�misses ou hypoth�ses donn�es, par exemple   A1, A2...., An :

A1   A2            An
_______________

C

Les r�gles peuvent �tre compos�es verticalement, c'est-�-dire, �tant donn� les r�gles

A     B C D     E
______ ___ ______

    D E C

il est licite de les composer dans une d�duction (ou arbre d�ductif) de E sous les
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hypoth�ses A, B, C, de la fa�on suivante :

A      B C
______ ___

     D E
_____________

C
___

E

Des points de suspension verticaux sous-entendent une d�duction form�e de la composition

verticale de plusieurs r�gles :

A1   A2            An
:

(1) : 

B
____

C

Dans ce cas, on dira que  C  (la conclusion) est une cons�quence logique  de  A1,

A2, ... An (les hypoth�ses).   Une d�duction aussi peut �tre une hypoth�se: on pourra

donc �crire horizontalement les d�ductions et on repr�sentera la d�duction en hypoth�se en

(1) comme

A1, A2, ... An  |Ñ  B.

Avec un petit abus de langage, on pourra appeler toute d�duction  G |Ñ  B s�quent o�  G

est un ensemble ou s�quence non-ordonn�e d'hypoth�ses.  C'est-�-dire, on pourra
"rassembler" une partie des hypoth�ses dans des s�quences finies  G, D ....   Par exemple,
si   G = A1, A2, ... An-1 ,  on �crira (1) aussi comme

G, An  |Ñ  B
____________

C
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(et on passera indiff�remment de l'une � l'autre notation).

Une d�monstration ou preuve est un arbre fait d'applications successives de r�gles

d'inf�rence. La racine, qui est en bas, est le th�or�me d�montr�.  Ce qui nous int�ressera

plus particuli�rement ce sont les m�tath�or�mes, c'est-�-dire les propri�t�s du calcul

d�ductif ou, plus exactement, du calcul des termes associ�s aux th�or�mes.  

Que peut-on pr�tendre, au minimum, de la notion de cons�quence logique?  Quelles

sont les toutes premi�res r�gles � poser?  Que la cons�quence logique soit "identique" et

qu'elle "se compose":

R�gle d'identit� R�gle de composition

G, A  |Ñ  B        D, B  |Ñ  C

(Id)     G, A  |Ñ  A (Comp) _______________________

 G, D, A  |Ñ  C

On appelera aussi la r�gle de composition, r�gle de coupure (en B).  Les hypoth�ses  G  et

D   peuvent �tre vides, �videmment.

Ce syst�me tr�s pauvre peut d�j� nous permettre une premi�re r�flexion, au moins sur

l'op�ration de composition logique.  Ce sera un exercice sur les preuves en tant qu'objet

d'�tude: un cas tr�s simple d'�quivalence ou �galit� de preuves.  Consid�rons la

composition des trois d�ductions suivantes:

A |Ñ B   et   B |Ñ C   et   C |Ñ E.

On peut composer ces d�ductions dans cet ordre (les deux premi�res d'abord):

A |Ñ B    B |Ñ C   
_____________________

A  |Ñ C C |Ñ E
___________________________________

A  |Ñ  E
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ou dans l'ordre suivant (la deuxi�me et la troisi�me d'abord):

B |Ñ C C |Ñ E
____________________________

A |Ñ B B |Ñ E
__________________________________

A  |Ñ  E

Il est tout � fait raisonnable de supposer que ces deux preuves de la d�duction ou s�quent

A  |Ñ  E  soient "�quivalentes".  Essayons donc d'exprimer le concept d'�quivalence de

preuve, pour ces d�monstrations �videntes.  Ils s'agit �videmment de deux arbres: si on

arrive � donner un "nom" � ces arbres de preuve, l'�galit� de ces deux noms pourrait �tre

un crit�re d'�quivalence.  Il faudra toutefois que ces noms soient form�s en composant les

noms pour les s�quents de base, selon la structure de l'arbre de la preuve.

Pour abr�ger appelons  f  la d�duction  A |Ñ B  ci-dessus,  et  g  et  h  les deux autres.
On d�note aussi par  "°"  la composition: donc  g°f  est un nom pour  A  |Ñ  C.  On a alors

deux noms, ou notations m�talinguistiques, pour les deux preuves ci-dessus de A  |Ñ  E:
la premi�re est  h°(g°f),  d'abord  f  et  g,  puis  h,  l'autre  (h°g)°f,  d'abord  f,  puis  g  et

h.

Tout en restant dans le m�talangage, l'�quivalence de ces deux preuves est formalis�e

par

(= Comp)    h°(g°f) = (h°g)°f

Si on appelle  idA  la d�duction  A  |Ñ  A,  il est aussi raisonnable, pour toute d�duction  f,

nom de  A  |Ñ  B, de supposer

(= Id)     f°idA = f = idB°f

On laisse au lecteur le soin de reconstruire les deux preuves dont l'�quivalence est

formalis�e par l'axiome (=Id).

Appelons alors calcul compositionnel, le syst�me de propositions et preuves dont

les r�gles d'inf�rence sont (Id) et (Comp), pour les propositions, et les axiomes sont (=Id)

et (=Comp), pour les (codes des) preuves.

Dans la suite, on d�finira un langage objet, dans lequel coder les preuves, et qui nous

permettra, entre autres, de d�montrer  (= Comp) et (= Id)  ou leur transcription
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linguistique.

L'implication linguistique

Pour l'instant, nous avons exprim� la d�duction  "|Ñ",  comme relation entre formules

d'un langage objet simple, compos� seulement d'une collection de formules.  Cette relation

est m�talinguistique, en tant que regard "d'en haut" sur le syst�me des formules.

Le syst�me implicatif minimal a pour formules, en plus des formules atomiques,
A, B, C..., les implications entre formules,  (A®B),  et rien d'autre.  L'implication

entre formules, "®", � l'int�rieur du langage donc, permet d'exprimer dans le langage la

d�duction m�talinguistique.  Pour l'introduire, quand les hypoth�ses sont elles m�mes des

d�ductionss, comme dans le cas (1), on utilisera une notion fondamentale, celle de

d�chargement.   On d�chargera l'hypoth�se  A de laquelle d�rive  B,  si une telle d�rivation
est une pr�misse dans la d�duction de la formule  A®B.   En fait, la v�rit� de  A®B  ne

d�pend pas de celle de  A:  on observe que  A®B  peut �tre vraie, m�me lorsque  A  est

faux.   Supposons par exemple avoir d�duit que s'il pleut, alors le temps est humide.  Dans
n'importe quel langage formel avec implication "®" , cette d�duction m�talinguistique

pourra �tre formalis�e comme  "il pleut" ® "le temps est humide". Or, une telle implication

est vraie, m�me si on est au milieu d'un d�sert et il ne pleut pas. On peut donc omettre ou
d�charger l'hypoth�se "il pleut" dans la d�duction de "il pleut" ® "le temps est humide",

�tant donn� que l'implication formelle subsiste dans tous les cas, ind�pendamment de

l'hypoth�se, et  peut �tre  affirm�e en toute v�rit�, m�me en plein soleil.

Le syst�me implicatif minimal est bas�, en termes de d�duction naturelle, seulement sur
deux autres r�gles d'inf�rence: l'introduction de l'implication, (®I), o�  [A]  indique que

A  est d�charg�e, et l'�limination de l'implication, (®E):

R�gle d'introduction   R�gle d'�limination

G, [A]  |Ñ  B G |Ñ  A      D |Ñ A  ® B

(®I) ___________ (®E) _____________________

G |Ñ A ® B   G, D |Ñ B

Dans  (®I),  A  est d�charg�e, dans le sens que nous indiquions ci-dessus, c'est-�-dire que

ce n'est pas une hypoth�se n�cessaire � la validit� de  (A ® B).   La r�gle (®I)  transf�re

dans le langage des formules la d�duction m�talinguistique  A  |Ñ  B.  C'est-�-dire, elle

affirme que de la d�duction (m�talinguistique) de  B  � partir de  A,  on peut d�duire la
formule, du langage,  (A ® B).  Le lecteur reconna�tra dans  (®E)  le classique "modus
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ponens":  si  A et A implique B, alors B.

En tout premier exercice, voil� un m�tath�or�me tr�s simple qui dit que la r�gle de
composition peut �tre d�riv�e � partir de  (®I)  et  (®E) (les r�gles utilis�es sont indiqu�es

� c�t� de la ligne d'inf�rence).

2.1 Th�or�me  (Comp)  est d�rivable de (®I)  et  (®E).

Preuve.  En supposant  G, A  |Ñ  B  et   D, B  |Ñ  C  on d�duira  G, D, A |Ñ C.

D, [B]  |Ñ  C
____________   (®I)

G, A  |Ñ  B D |Ñ  B ® C
_________________________________________ (®E)

G, D, A  |Ñ  C Ä

       

3. D�monstrations comme calculs, Propositions comme Types.

La signification constructive de ce syst�me minimal, bas� seulement sur l'implication, est

mise en �vidence par ce que l'on appelle l'interpr�tation de Heyting-Kleene: une
d�monstration de  (A ® B)  est une proc�dure de calcul qui transforme toute d�monstration

de A en une d�monstration de B.  C'est l� le passage cl� � la Th�orie des Types.  Nous
verrons que les termes du l-calcul (l-termes) formalisent cette interpr�tation, fournissant

explicitement un calcul de preuves.  En fait,  c : C  signifiera  que le  (l-terme)  c  est (le

code de) une d�monstration effective de la formule  C.  On trouve dans ces notions

l'origine de la Th�orie de la D�monstration constructive et de la Th�orie de la Calculabilit�,

les deux n�es dans les ann�es 30.

Construisons donc un langage pour parler explicitement des preuves. Autrement dit,
d�finissons les llll----termes, qui seront compos�s seulement de variables (x, y, ... ) et de

termes inductivement form�s par
¥ llll-abstraction  (lx:A.b)  et

¥ application  (ca).

Selon le projet de Church, ces termes auraient d� formaliser la notion g�n�rale de fonction.

L'id�e de Church �tait de proposer cette notion comme point de d�part, fondation, des

Math�matiques en alternative � la notion d'ensembles: notion primitive, celle de fonction,
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dont d�river le reste, y compris la notion d'ensemble.  La premi�re version, de 1932, se

donna un r�sultat contradictoire (le paradoxe de Curry); une r�duction de son expressivit�
et une compr�hension diff�rente de son r�le sera � l'origine au llll-calcul sans types,

syst�me tr�s �tudi� ensuite.  Nous introduirons ici une version, d�e aussi � Church, o� on

�vite les contradictions en introduisant la notion de type.

Comme pour la Th�orie de Russell, l'univers est organis� et stratifi�, en Types:

chaque terme  a  du langage appartient � ou, mieux, poss�de un type (syntactique; notation

a : A).  Donc, si  c : C,  C  est le type de  c,  ou  c  a type  C.  En Math�matiques, en

Analyse, par exemple, on dirait qu'une fonction r�elle  f  � arguments r�els et � valeurs
r�elles a type  f : R ® R.

Les l-termes d�finissent en effet des fonctions calculables, ou des processus

effectifs ou, ce qui nous int�resse, formalisent les preuves en tant que transformations

effectives: une d�duction math�matique (formalis�e) n'est qu'un passage, construit pas par

pas, des hypoth�ses aux conclusions.  Un pas est l'application d'une r�gle.   En vue de

cette analogie entre types et propositions, qui est notre but, on lira indiff�remment  c : C,

comme  c  a type  C  ou  c  d�montre  C.
Voyons en d�tail les r�gles de formation des l-termes: elle ne sont que la

transcription, avec des termes ins�r�s, des r�gles d'inf�rence du syst�me de d�duction

naturelle que l'on vient de voir.  En premier lieu, les variables  x, y,... sont des termes.  La

signification des variables, comme preuves, est la suivante:  x : A  signifie que  x,  variable

de type  A,  est une d�monstration arbitraire, hypoth�tique, de A et que celle-ci peut �tre
utilis�e dans une hypoth�se �ventuellement d�charg�e; les hypoth�ses ult�rieures  G, D ...

seront donc des s�ries finies de preuves "hypoth�tiques" ou d'affectations de types � des
variables  G = x1 : A1, ... , xn : An.  Supposons ensuite, que d'une preuve arbitraire  x  de

A,  c'est-�-dire  x : A,  on d�duise une preuve  b  de  B, c'est-�-dire,  b : B.  Alors, la r�gle
(®I)  donne  A ® B:  dans notre calcul, on notera  lx:A.b  le terme qui d�montre  A ® B,

c'est-�-dire  (lx:A.b) : A ® B.  Si enfin  c : A ® B  et  a : A,  nous �crirons  (ca)  pour le

terme qui d�note l'application de la preuve  c  de A ® B  � la preuve  a  de A;  celle-ci, par

(®E), comme nous l'avons dit plus haut, est une preuve de  B,  donc  ca : B.

Les r�gles d'inf�rence d�finissent donc les l-termes formellement comme �tant

¥ des variables,  x, y...
¥ des l-abstractions    (lx:A.b)  d'un terme  b  par rapport � une variable  x,  preuve

arbitraire de  A,

¥ des applications  (ca)  d'un terme  c  � un terme  a,
pourvu que tout l-terme soit construit selon les r�gles.  Nous omettrons les parenth�ses en
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l'absence d'ambigu�t�3. Nous pouvons alors r��crire les r�gles d'identit�, d'introduction et

d'�limination comme suit

 (Id) G, x : A  |Ñ x : A

G, [x:A]  |Ñ  b: B   

(®I) _________________

G |Ñ lx:A.b : A ® B         

G |Ñ a : A      D |Ñ c : A  ® B

(®E) _________________________

G, D |Ñ  ca : B

Les r�gles explicitent ou donnent un nom aux transformations qui font passer, gr�ce � (®

E) par exemple, d'une d�monstration  a  de A  et  c º lx:A.b  de  A ®  B,  � la

d�monstration  (lx:A.b)a  de  B.  On observe enfin que  "lx:A"  est une op�ration

d'abstraction  qui lie (par d�finition) dans   lx:A.b  la variable  x,  �ventuellement libre

dans  b,  c'est-�-dire qu'elle peut appara�tre sans �tre d�j� li�e dans  b.  En fait,  lx:...

correspond �  {x | ... }  dans la th�orie des ensembles ou � l'int�grale   ò...dx  en  analyse:

la signification ou la valeur du terme, de l'ensemble ou de l'int�grale,  ne d�pend pas  du
nom de la variable li�e, donc {x | P(x)}  est totalement �quivalent �  {y | P(y)},  ò f(x)dx  �

ò f(y)dy,  comme  lx:A.b  est identique �   ly:A.b',  pourvu que  b'  soit obtenu � partir de

b  en substituant uniform�ment   y  �  x  (nous �crirons:  b' º [y/x]b,  et nous dirons

�galement que   x  est  renomm�e  par y  dans  b).
Nous indiquerons par  ÷¾ a : A  la prouvabilit� de   a : A  dans ce syst�me minimal et

on dira que  a  est une preuve  du th�or�me  A,  qui ne d�pend donc pas d'hypoth�ses.
D'�ventuelles hypoth�ses non effac�es seront plac�es � gauche de  "÷¾":  par exemple,  x :

A÷¾ b : B.  Pour simplifier, nous pourrons omettre d'expliciter le type   A  dans le terme

(lx:A.b) : (A ®  B),  en �crivant  lx.b.  Un r�sultat, mentionn� ci-dessous, sur la

d�cidabilit� de l'affectation d'une preuve � une proposition justifiera cette convention.  On

observe aussi que les variables libres dans un terme d�pendent toujours d'une hypoth�se
non d�charg�e :  ly.yz : (C ® D) ® D,  par exemple,  s'�crira � la place de  (ly:(C®

D).yz) : (C ® D) ® D,  sous l'hypoth�se non d�charg�e  z : C,  c'est � dire

3  Conventions : Association � gauche des parenth�ses: ab...d º (...(ab) ... d);
minimisation des lambda:  lxyz.(...) º lx.ly.lz.(...)  et des parenth�ses  (lx.(a)) º lx.a.
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z : C |Ñ ly.yz : (C ® D) ® D.

Le lecteur int�ress� peut �tudier et compl�ter les deux exemples qui suivent, en

observant que ceux-ci d�veloppent les d�monstrations de deux propositions du calcul
propositionnel et, en m�me temps construisent les l-termes qui en codent les preuves.

3.1 Exemples :÷¾ lxyz.xz(yz) :  (A ® (  B ® C )) ® (( A ® B ) ® ( A ® C )) ;

÷¾ lxy.x : A ® ( B ® A ) .

D�monstration: (on sous-entend les hypoth�ses  G, D  |Ñ ... non utilis�es)

[z : A ]            [x :  A ® (  B ® C )]         [z : A]          [y : A ® B]
____________________________     (® E)  ____________________     (®E)

              xz :  B ® C yz : B
________________________________________________     (® E)

xz(yz) : C
              ________________      (® I)

lz.xz(yz) : A ® C
               ______________________________       (® I)

lyz.xz(yz) : ( A ® B ) ® ( A ® C )
                 _______________________________________________       (® I)

lxyz.xz(yz) : (A ® (  B ® C )) ® (( A ® B ) ® ( A ® C ))

Donc   |Ñ  lxyz.xz(yz) : (A ® (  B ® C )) ®  (( A ®  B ) ®  ( A ®  C )),  sans

hypoth�se, car les hypoth�ses "ad hoc" sont toutes d�charg�es, et on a un th�or�me.
Nous laissons au lecteur la d�monstration du deuxi�me th�or�me, plus simple.  Ä

Dans l'exemple trait�,  les hypoth�ses sont toutes d�charg�es dans les  trois derniers pas

d�ductifs; en particulier, l'ant�p�nulti�me d�charge deux occurrences de l'hypoth�se  z : A.
Notons de plus que la structure du terme  lxyz.xz(yz)  code bi-univoquement l'arbre de la

d�monstration de la proposition
(A ® (  B ® C )) ® (( A ® B ) ® ( A ® C )).

 En fait, de fa�on tout � fait g�n�rale, l'ordre des applications et des l-abstractions

correspond exactement � l'ordre dans lequel ont �t� utilis�es les r�gles  (®E)  et  (® I).

3.2. Note: Les axiomes "� la Hilbert".  Le lecteur exp�riment� en logique

�l�mentaire se sera aper�u que les deux propositions d�montr�es dans l'exemple sont
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exactement les deux axiomes du calcul propositionnel (positif), dont les formules ne

contiennent que l'implication et utilisent seulement la r�gle d'inf�rence "Modus Ponens",
que nous appelons (® E).  Donc, 3.1 d�montre que, avec les deux seules r�gles  (®E)  et

(® I) (plus la r�gle (Id) �videmment)  et sans axiomes, on peut d�duire ces axiomes du

calcul propositionnel ((Id) devient l'axiome  lx.x : A ® A,  par  (®I)).  Appelons alors  S

º lxyz.xz(yz)  et  K º lxy.x   les deux termes associ�s, dans notre syst�me d'inf�rence,

aux d�monstrations des deux axiomes.  Or,  S  et  K  sont les deux "combinateurs" de

base, ou constantes (car ils "codent" des axiomes) qui, avec la seule application  (a b),
c'est-�-dire la r�gle (®E),  constituent la Logique Combinatoire de Curry (1930),

version constructive avec codage de preuve, du calcul propositionnel positif (� la Hilbert:

avec axiomes).

R�ciproquement, un th�or�me du calcul propositionnel, le th�or�me de d�duction,
permet de d�duire la r�gle  (® I),  d�montrant ainsi l'�quivalence logique entre le syst�me

de d�duction naturelle introduit et ce calcul propositionnel.  Puisque nous avons aussi le

codage des preuves par des termes, cette �quivalence se transf�re aux preuves et d�crit
comment on peut traduire, l'un dans l'autre, le l-calcul et la logique combinatoire.

4. Conjonction et Disjonction.

On peut facilement �largir le syst�me minimal avec la conjonction ou produit logique et la

disjonction ou somme logique.  Il faut d'abord, comme d�j� fait pour l'implication, faire
une extension du langage en ajoutant, parmi les formules bien form�es, aussi  A´B  et

A+B,  quand  A  et  B  sont des formules.

Les r�gles suivantes introduisent et �liminent le produit ("and"), en lui associant des

termes qui dans ce cas sont form�s �galement des couples  <...,...>  et de la premi�re et la
deuxi�me projection,  p1  et  p2,  en plus des applications et des  l- abstractions.  Les

r�gles marqu�es par un  I  introduisent des termes et des formules; celle marqu�es par  E

les �liminent.

G |Ñ a : A          G |Ñ b : B
(´I)        ______________________

           G |Ñ <a,b>: A´B
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G |Ñ c : A´B      G |Ñc : A´B
(´E1)  __________  (´E2) __________

G |Ñ p1(c) : A      G |Ñ p2(c) : B

Observons la signification constructive de l'introduction de la conjonction:  la preuve de la

conjonction de deux formules est construite � partir des preuves de chaque composante.

En plus, si on a une preuve,  c  disons, d'une conjoncion, on obtient une preuve de chaque
composante de la conjonction par les projections:  p1(c)  et   p2(c).

La somme logique ("or") est introduite d'une fa�on dont la nature constructive

para�tra encore plus �vidente dans la suite: on pourra d�duire  A+B  si et seulement si on a
une preuve de  A  ou de  B.  Plus pr�cis�ment, il faut qu'existent des termes  q1  et  q2  qui

transforment toute preuve de  A  ou  B  (respectivement), en une preuve de  A+B.

G |Ñ c : A      G |Ñ c : B
(+I1)  ____________  (+I2) ____________

G |Ñ q1(c) : A+B      G |Ñ q2(c) : A+B

L'�limination de la somme a la signification suivante: si  c  est une preuve de  A+B  (sous
certaines hypoth�ses  G),  a  et  b  d�montrent une consequence  E  de  A  et  de  B, alors il

existe une preuve, que l'on appellerra  [a,b]c,  de  E  � partir de  G.

G |Ñ c : A+B   G |Ñ a : A ® E     G |Ñ b : B ® E

(+E)        ___________________________________

           G |Ñ [a,b]c: E.

Prenez, pour mieux comprendre,   G = (x : A+B)  et   c = x;  les hypoth�ses donnent alors

comme cons�quence   x : A+B |Ñ [a,b]x : E.  C'est � dire, toute paire de preuves partant

de  A  et  B,  respectivement, permet de construire une preuve, avec la m�me cons�quence,

E,  � partir de  A+B.

�videmment l'extension de la Logique Constructive avec ces deux connecteurs, est

facilement donn�e en effa�ant les termes de ces r�gles.  On obtient ainsi un syst�me

intuitionniste, dont nous avons pr�sent� ici la version d�taill�e avec termes comme codage

des preuves.  Encore une fois le sens constructif de la conjonction et de la disjonction

devrait �tre �vident, ainsi que la relation "forte" qui est ainsi �tablie entre th�orie et

m�tath�orie.  En effet dans les deux cas on a:
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¥ G |Ñ A´B    si et seulement si    G |Ñ A  et  G |Ñ B
¥ G |Ñ A+B    si et seulement si   G |Ñ A   ou  G |Ñ B

On peut facilement remarquer la parfaite correspondance entre la conjonction et disjonction

linguistiques et le "et", "ou"  m�talinguistiques.  Dans le cas de la disjonction, cette

correspondance est fausse pour les syst�mes non intuitionnistes; dans ces syst�mes, en

compl�te asym�trie pour ce qui est le rapport langage/m�talangage, on peut avoir, par

exemple en pr�sence de n�gation  Â A,
G |Ñ A+(Â A)

sans avoir ni une preuve de A ni une preuve de  Â A.

La Th�orie des Cat�gories donnera une autre motivation, d'origine math�matique ou

m�me g�om�trique, au traitement constructif de la disjonction.
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Tableau Synoptique 1:  Logique Constructive

G, A  |Ñ  B        D, B  |Ñ  C

(Id)        G, A  |Ñ  A (Comp) _______________________

 G, D, A  |Ñ  C

G, [A]  |Ñ  B G |Ñ  A      D |Ñ A  ® B

   (®I) ___________ (®E) _____________________

G |Ñ A ® B   G, D |Ñ B

G |Ñ A          G |Ñ B
   (´I)        _________________

           G |Ñ A´B

G |Ñ A´B      G |Ñ A´B
   (´E1)  _______ (´E2) _______

G |Ñ A      G |Ñ B

G |Ñ  A      G |Ñ B
   (+I1)  _______  (+I2) ______

G |Ñ A+B      G |Ñ A+B

G |Ñ A+B    G, [A] |Ñ  E     G, [B] |Ñ  E

   (+E)        ___________________________

G |Ñ E.
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Tableau Synoptique 2:  Th�orie des Types

(Id) G, x : A  |Ñ x : A

x : A |Ñ  b : B        y: B  |Ñ  c : C
(Comp) ___________________________

x : A |Ñ  [b/y]c : C.

G, [x:A]  |Ñ  b: B   
(®I) _________________

G |Ñ lx:A.b : A ® B         

G |Ñ a : A      D |Ñ c : A  ® B
(®E) _________________________

G, D |Ñ  ca : B

G |Ñ a : A          G |Ñ b : B
(´I)        ______________________

           G |Ñ <a,b>: A´B

G |Ñ c : A´B      G |Ñc : A´B
(´E1)  __________  (´E2) __________

G |Ñ p1(c) : A      G |Ñ p2(c) : B

G |Ñ c : A      G |Ñc : B
(+I1)  ____________  (+I2) __________

G |Ñ q1(c) : A+B      G |Ñ q2(c) : A+B

G |Ñ c : A+B   G |Ñ a : A ® E     G |Ñ b : B ® E
(+E)        ___________________________________

           G |Ñ [a,b]c : E.


