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1. CHOIX DES PAS DANS LA DESCENTE DE GRADIENT POUR LA MINIMISATION DE QUADRATIQUES
1) De Vf(z*) = 0 il découle que Hz* = b. Par conséquent,
g1 — "  =xy —y(Hry —b) —a" =ay —a* —yH(xy —a™) = (Ig — vH)(xy — x7¥) .

2) La matrice H étant la hessienne de f, on cherche donc p et L tels que puly < H < LlIg. L =)\ et
= A, sont les constantes optimales.

3)

(

= (xy — x*, (Ig — vH)u;) car H est symétrique
(
(

et le résultat suit par récurrence.
4) On a donc ||z; — 2*||3 = Z?Zl(l —3\i)*(zo — 2*, u;)2. Pour minimiser la vitesse de convergence,
il faut minimiser en v la quantité

'HllaXd|1 —yAi| = max(1 — yu,yL —1).
i=1,...,

Ceci est minimal en v = 2/(L + u). La vitesse de convergence associée est

L _ t
lae — s < (5) 2o — &l

5) Si on note a; = (xy —x*, u;), alors a1 = (1—~\;)as+B(ar —ai—1). On applique ensuite la méthode
classique de résolution des équations linéaires d’ordre 2. Apres quelques calculs, le discriminant du
polynéme caractéristique vaut § = 16X\;(\; — L — p)/(VL + \/i)*, qui est négatif. Le polynome
caractéristique a deux racines complexes conjuguées zy,z_. La vitesse de décroissance de a; est
donnée par a; = O(m'), ot m = |21| = |z_|. Le calcul donne m = (VL — \/ii)/(V'L + \/R).

2. DESCENTE DE GRADIENT POUR LA REGRESSION RIDGE

6) On vérifie H = %XTX + A4, b= %XTy. Puisque p > n, on a que X7 X ne peut pas étre de rang
plein. Par conséquence, p = \. Par ailleurs, L = A + Apax (X7 X) /n.

7)
1 -1
w* = (XTX + )\I> —XxTy.
n n
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8) 9) 10) Voir Jupyter notebook.

11) Lorsque A — 0, le probleme devient de moins en moins bien conditionné, de sorte que (a) la
vitesse asymptotique de la méthode heavy ball devient infiniment meileure que la descente de gradient
simple, et (b) optimisation, pour les deux méthodes, devient de plus en plus difficile.
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