Magisere de Matbmatiques Fondamentales & Applips et d’Informatique.

Corrigé du contdle final du cours 1999:
Théorie de des Technologies de I'information.

L'objet du probbme est dtudier des algorithmes, logiciels et @aels, pour
transposer les matrices. La trangpmsl’'une matrice caten xn B = [b[i, j] : 0 <
i,7 < n] est la matricetr(B) = B = [b[j,i] : 0 < 4,5 < n).

On s'interesse ici aux matrices binaires (ddit j] € {0,1}) dont la taille est une
puissance de deuxn = 2!, etn x n = 4!, Une telle matrice se regsente pan
mots conécutifs AM[0..n — 1], dans une remoire A/ dont le nombreb de bits par
mot mémoire est au moingégala n: b > n. Le contenu de la caseamoire M [j],
d’adressej pour 0 < j < n, est le mot binaireM[j] = bo;---b; ;- bp_1; Qui
represente la ligng de la matriceB, avech; ; = b[i, j] pouri < n, etd,; ; = 0 pour
i > n. Le probemea reésoudre : étant donge une matricé3, presenée en rmoire
comme indigeé, calculer la matrice transp@Es? = B, et la ranger sous le &me
format.

1 Transposition de matrice par logiciel

Le fragment de codér2xz2 qui suit iesoud le proldime pour une matricg x 2:

7] = (BloJ&1) | ((B[1]&1) << 1);
T = (B} >>1)&1) | (B[1]&2);

Pour ceux qui ne lisent, ni C, ni Java, ce code pedtri'e:

=
=
I

(Blojn1)U2 x (B[1]N1),
T[] = ((Bl0]=2)n1)U(B[1]N2).

Le mot machinedu processeur sur lequel un tel code va &&rer a 64 bits. Le
processeur comprend uné&moire M [0..], et quatre registreR[0], R[1], R[2] et R[3].
Le jeu des instructions permet de calculer, chacune en un cyctgédestions machine
suivantes:

e échanges entre@moire et registre M|[a] := R[r] et R[r] := M]a], pour toute
adresse ®moirea > 0, et nunéro de registrd < r < 4;

e opérations entre registre®|[d] := R[s] op O, ol I'opérandeO represente, soit
le contenu d'un registr® = R[r] pour0 < r < 4, soit une constante sur 64
bits, et I'operationop esta choisir parmi: N, U, ¢, + et —;

o decalages binaireg, droite R[d] := R[s] >> O (soit R[d] = R[s]+2°), comme
a gaucheR[d] := R|s] << O (soit R[d] = R[s] x 2°), pour O entier.

Question 1 1. Ecrire une suite d'instructions machines powgaliser le code
tr2x2 - elle ressembléx ce qu'un compilateur produirait automatiquement.
Compter les cycleséatessaires son egcution.



2. Ecrire un coder2x2x32 qui transpose 32 matricesx 2, a la fois: les sorties
correspondant aux deux mots d'eees

B[O] = XoT1X2X3 - - - TgaXes €t

B[1] = xqxixhzh - - - xhorhs, SONt les deux mots de 64 bits:
T[0] = woxpzarh - - - Taoxhy €L

T[] = xixizsxhy - - - Ta3xh3.

Compilertr2x2232, et compter les cyclegnessaires son egcution sur notre
processeur. Note : il existe une solution pour laquelle ce nombre est identique
a celui troue pour la question greedante.

Réponse 1 1. Le codetr2x2 se compile en 12 instructions: une pour chacun
des 8 oprateurs dans la formule, et 4 cycles de transfert avec ¢oire.
Remplacer, dans la suite d'instructions qui suitl = 1, ¢2 = 2, s = 1 soit

CT(1,2,1).
/I get the operands from memory
R[0]: =M[0]; /I'R[O] = ag ay ---
R[1]: =M[1]; /I'R[1] = by by ---
/I replace, in the following code, c1=1, ¢2=2, s=1
/I comments only apply to the case c1=1, c2=2, s=1
/I macro code foICT2(c1, c2, s)
R[2]: =R[0] & c1; IR[2]=ap 0 ---
R[O]: =R[O]  >>s; /IR[0] = ay ---
R[0]: =R[0] & c1; IR[0]=a; 0 ---
R[3]: =R[1] & c1; IR[2] =550 ---
R[3]: =R[3] << S; IR[B]=00by ---
R[1]: =R[1] & c2; R[] =00by ---
R[1]: =R[0] | R[1]; IR[1] = a; by ---
R2]: =R[2] | R[3]; NI'R[2] = ag by ---
/I 'end of macroCT2
/I store the results, back in memory
M[O]: =R[2];
M[1]: =R[1];

/I end of first CT2



2. On g¢ereralise le codgr2r2 en introduisant 3 paratres entiers¢l, ¢2 ets:

TO = (BO & cl)| (B1 & cl) << s;
T1 = ((BO >> s) &cl)| (B1 & c2);

Il suffit alors d'utiliser ce code avec les constantes: sel,=}, ,,4" =
(432—1)/3 etc2 =2xcl = —=cl (mod 254). La representation binaire del

est donee par les 64 premiers bits du nombreripdique—1/3 = (10), celle

de ¢2 par (01). Comme la pesentation donee du code machine comprend
deja les paramtres, il faut choisir ces valeurs pour les constantes. Le nombre
de cycles, acessaires pour I'eéécuter, vaut 12.

Question 2 Ecrire (dans le style deér2x2) un codetr4x4 pour transposer les ma-
trices binaires4 x 4. Le compiler, et compter les cyclegagssaires son excution.

Réponse 2Le code (Jazz) qui suit reprend la definition @2, et il donne celle de
trdxd.

CT2(BO, B1, c1, c2, s)=(T0, T1)

where
TO =(BO & c1) | shiftL(B1 & c1, s);
T1 = (shiftR(BO, s) & c1) | (B1 & c2);
end where ;
shiftR (x, s)=x div 2**s; /I shift right: x >> s
shiftL  (x, S)=x * 2**s; I/ shift left: x<<'s

CTM4B: _[])=C: _[4]
where
c1=#1010; c3= #1100;
c2=#0101; c4= #0011;
(Cl[0],C[1])= CT2(B[0], B[1], c1, c2, 1);
(C[2],C[3])= CT2(B[2], B[3], c1, c2, 1);
(T[O], T[2])= CT2(C[0], C[2], c3, c4, 2);
(T[], T[3])= CT2(C[1], C[3], c3, c4, 2);
end where ;

Une fois comp# comme suit, ce code s&oute en 48%2 x 4 cycles.

/I get the operands for first CT2
R[O]: =M[0];
R[1]: =M[1];
/I macro code foICT2(c1=#1010, c2=#0101, s=1)
/I 8 instructions
/I store the results



M[O]: =R[2];
M[1]: =R[1];

RI0]: =M[1];
R[1]: =M[2];

M[1]: =R[2];
M[2]: =R[1];

R[0]: =MO];
R[1]: =M[2];

M[O]: =R[2];
M[2]: =R[1];

RI0]: =M[1];
RI1]: =M3];

M[1]: =R[2];
M[3]: =R[1];

/I end of first CT2

/I get the operands for second CT2

/I macro code foICT2(c1=#1010, c2=#0101, s=1)
/I 8 instructions
/I store the results

/I end of second CT2

/I get the operands for third CT2

/I macro code foICT2(c1=#1010, c2=#0101, s=1)
/I 8 instructions
/I store the results

/I end of third CT2

/I get the operands for last CT2

/I macro code foICT2(c1=#1010, c2=#0101, s=1)
/I 8 instructions
/I store the results

/l end of last CT2

Question 3 Decrire la structure d'un coder64x64 pour transposer les matrices
binaires64 x 64. Analyser le nombre de cycleggessaires son egcution.

Montrer gu’il existe une solution, pour transposer les matriees n, avec un

nombre d'ojerations proportionneb Cnlog(n). EvaluerC'.

Réponse 3Si on cecompose la matric& en quatre sous blocs de taillégales, la
transpoge B se formea partir des transpases des quatre blocs, par:



Bo 0 Bo 1 = BB 0 BI 0
B - s s B — 0, 1,
{ Bio Bia } { Bo1 By }

En ¢ereralisanta partir de la solution de la question 1.2, on voit que: un code pour

transposer une matrice x n enT' cycles peuetre modife, de faon a transposer en

parallele, p = b/n matricesn x n enT cycles, @ b est la largeur du mot machine.
En combinant ces deux observations, on ardven algorithme pour transposer

les matricesy x n ennlog(n) operations, du moins tant que < b, avech le nombre

de bits par mots.

Boo DBoa

, sur une machine bits,
B170 B171 }

On transpose une matrice x n B = {

comme suit.

1. Transposer,&cursivement et en parale, les deux sous matriceg2 x n/2:
BO=| Booy Boa |-

2. Transposer, &cursivement et en parale, les deux sous matrices:
Bl=| Bioy B |

3. EchangerB, ; avecB, g, pour formerB.

Le nombre de cyclesegessaires pougchanger les deux sous matricésape 3) est
6n, au plus. En effet, pour chacunne des2 paires de mots de bits du esultat,
on calcule les 12 cycles du codé&r2.

Le nombreT’,, de cycles pour transposer une matricex n par cette nethode est
donc donk par: Ty =0, etT,, = 27}, /5 + 6n, S0it T,, = 6nlogz(n). Pourn = 64,
on trouveTy, = 6 x 64 x 6 = 2304 cycles.

Le code qui suit donne, en Jazz, une verskcursive de cet algorithme.

CTMn: int )B: _[n)=T. _[n]
where /I Corner Turn Memory: recursive version
if n==1 then T=B else
n'=n dv 2
YO = CTM(n’)(B[O..n"-1]);
Y1 = CTM(n’)(B[n'..n-1]);
(c1,c2)= ((2**n-1)/(1-2**n), "c1);

for kin’ do
(TIK], Tlk+n’])=CT2(YO[K], Y1[K], c1, c2, n’);
end for ;
end if ;
end where ;

Le code qui suit donne une versiogrtive du ntme algorithme.

CTMf(n: int )(B: _[n]))=Y: _[n]
where /I Corner Turn Memory: iterative version
assert (n==2*4); [l n==2%*|



=prefixLength(n)-1;

Y=V[I|; /I where to find the result
V[0]=B; /l initial array value
pllj=n; 1l pll]=2**
for vijl do

pv]=2**v;

p2[v]=2**p[v];

clv]=-p2|vi/(1+p2|v]); /I ¢=[(01),(0011),(00001111), ...]

blvj=n div p[v+1]; /I shift amount

for mjb[v] do
for kip[v] do
with — i=m*p[v+1]+k; i'=i+p[v] do
(VIv+1][i], Vv+1][’])
=CT2(Vvi[i], VIv[i],"c[v],c[v], plv])
end with ;
end for ;
end for ;
end for ;
end where ;

2 Transposition de matrice par matriel

Question 4 Realiser un circuit digital synchrone pour transposer les matrize<2 :
il posede deux bits d’ente B[0], B[1], et deux bits de sorti&'[0], T'[1]. Si

B[0] = xor122m3 - - - XoyTonsy - - - €L

B[1] = zgxjxhas - - - xp,xh, - - - representent les suites (infinies) des bits d’eatr
a chaque cycle € N, les valeurs des bits de sortie doiveatte, & un retard pes
(que I'on doit expliquer et justifier)

T[0] = woxjwaxh - - - Toydhy, - - - €t

T[] = 1 xf 2325 - - Tonp1Thy g

Réponse 4Commme le bit 0 d&'[1], qui estégal au bit 1 deBJ0], ne rentre dans
le circuit gu’au cycle 2, la dlai minimal pour transposer les matric@€sx 2 est de
un cycle. Le circuit suivant calcule la fonction de2x2, a ce retard de 1 cycle ps.



Question 5 Realiser un circuit digital synchrone pour transposer les matritest :

il possde quatre bits d’enere B[0..3], et de sortiel'[0..3]. Analyser sa taille (nombre
de registres et de portes logiques) et Eal necessaire avant I'apparition de sorties
significatives.

Réponse 5Le circuit suivant reprend I'algorithmer4x4.

(01) (1001)

T[0]

T2l

Tl

- T[3]

Les signaux de cortite sont les sorties d’'un compteur 2 bits, avec retard d’'un
cycle sur le second bit. Les nérmos dans les registres indiquent la profondeur du
registrea decalage (ici 2 bits).

Avant que les bits significatifs n'apparaissent en sortie, le retard est maintenant
de 3 cycles.

Question 6 Concevoir un circuit pour tr ansposer les matrices< n: il possde
n bits d’entee B[0..n — 1], et de sortieT'[0..n — 1]. Analyser sa taille (nombre de
registres et de portes logiques) et lelai necessaire avant I'apparition de sorties
significatives.

Réponse 6En partant de I'agorithme écursif exposa la question 3, on obtient un
circuit enn couches, dessnici pourn = 4.



01 (1001) (1110001)

-~ T[2]

i)

i3l

- TI7]

Dans le cas greral, ce circuit comporténlogs(n) multiplexeurs, eti(n — 1)
registres. Le dlai en sortie est de — 1 cycles.

Une solution plus classique est l&moirea virage (Corner Turn Memory, dont
on trouve le scama ci-dessous, pout = 4. Une diference par rapport au circuit
récursif est que, le chargement alterne maintenant avec la lecture, au lieu de se faire
en continu.
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