Modeles graphiques probabilistes

Francis Bach & Guillaume Obozinski

informatics, . # mathematics

INRIA - Ecole Normale Supérieure TR

M2 MVA 2011-2012

Modeles graphiques probabilistes 1/27



Informations générales

@ Tous les mercredi 9h-12h salle C103 jusqu'au 23 Novembre.

e Validation du cours: DM1 (20 %) + DM2 (20 %) +
examen final en temps libre (30%)+ projet (30%).

o Calendrier:
Mi-novembre  choisir un projet a faire seul ou en binGme.
Avant 1/12 envoyer un email annongant le choix du projet.
Avant 17/12  déposer votre examen (au secrétariat / par email).
Avant 17/12  envoyer un draft de projet (1 page)+1ler résultats.
Le 5/1 Session poster aux Pavillon des Jardins.
Le 5/1 Rendu rapport de projets (= 6 pages).

@ Polycopié a aller chercher au secrétariat

o Email francis.bach@ens.fr + guillaume.obozinski@ens.fr
écrire aux 2 + mettre "MVA" dans le titre de I'email.

@ Notes de cours: certaines existantes, bonus pour les scribes
volontaires (a faire en bindme) pour les notes inexistantes.
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Apprentissage automatique

Objet
o Extraire des ‘“relations statistiques” entre

e un grand nombre de variables d’entrées / prédicteurs / descripteurs
o une ou plusieurs variables de sorties / décision(s)

o Construire une connaissance empirique:

Transformation d’information empirique en connaissance statistique
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Apprentissage automatique

Objet
o Extraire des ‘“relations statistiques” entre

e un grand nombre de variables d’entrées / prédicteurs / descripteurs
o une ou plusieurs variables de sorties / décision(s)

o Construire une connaissance empirique:

Transformation d’information empirique en connaissance statistique

Spécificités par rapport aux autres approches en |A
@ Connaissance construite essentiellement a partir des données

Q@ Capacité de généralisation
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Spécificité par rapport aux statistiques classiques

But

Modele prédictif/d’action vs modele explicatif de la réalité.
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Spécificité par rapport aux statistiques classiques

But

Modele prédictif/d’action vs modele explicatif de la réalité.

Difficulté
Nécessité d'intégrer un un trés grand nombre de variables
e Vision artificielle: 107 dimensions par image
o Imagerie Cérébrale: 10° dimensions par volume
o Traitement automatique des langues: 10%* — 101 parametres
o Génétique: 10* genes, 10° SNPs/ microsatellites, 10° bases d’ADN

Modeles graphiques probabilistes 4/27



Spécificité par rapport aux statistiques classiques

But

Modele prédictif/d’action vs modele explicatif de la réalité.

Difficulté
Nécessité d'intégrer un un trés grand nombre de variables

e Vision artificielle: 107 dimensions par image

o Imagerie Cérébrale: 10° dimensions par volume

o Traitement automatique des langues: 10%* — 101 parametres

o Génétique: 10* genes, 10° SNPs/ microsatellites, 10° bases d’ADN

Quel role pour la modélisation probabiliste?
Comment la faire?
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Des problemes structurés de grande dimension
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Des problemes structurés de grande dimension

SNiPs or SNPs =

sites of variation in the genome
(speling mistakes)

Karen  AGCTTGACTCCATGATGATT
oeeo  AGCTTGACGCCATGATGATT
dose  AGCTTGACTCCC TGATGATT
Thomas  AGCTTGACGCCCTGATGATT
Anupriya AGCTTGACTCCA TGATGATT
Robert  AGCTTGACGCCA TGATGATT
Michelle AGCTTGAC TCCC TGATGATT
Zhijun  AGCTTGACGCCCTGATGATT
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Des problemes structurés de grande dimension
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Modélisation de séquences

Comment modéliser la distribution de séquences d’ADN de
longueur k?
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Modélisation de séquences

Comment modéliser la distribution de séquences d’ADN de
longueur k?

o Modele naif — 4%k — 1 parametres

@ Modele indépendant — 3k parametres

Xll X2. XS. X4.

Chaine de Markov d’ordre 1:

X1 . X2 . X3 . X4 .
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Modélisation de séquences

Comment modéliser la distribution de séquences d’ADN de
longueur k?

o Modele naif — 4%k — 1 parametres

@ Modele indépendant — 3k parameétres

Xll XQ. XS. X4.

Chaine de Markov d’ordre 1:

Chaine de Markov d’ordre 2:

X1. Xz; X3; X4;
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Modélisation de séquences

Comment modéliser la distribution de séquences d’ADN de
longueur k?

o Modele naif — 4%k — 1 parametres

@ Modele indépendant — 3k parameétres

Xll X2. XS. X4.

Chaine de Markov d’ordre 1:

Chaine de Markov d’ordre 2:

X1. Xz; X3; X4;

Nombres de parameétres O(k) pour des chaines de longeur k.
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Modélisation pour le traitement de la parole

@ Parole modélisée par une séquence de phonémes non-observés
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@ Parole modélisée par une séquence de phonémes non-observés

@ Pour chaque phonéme un son aléatoire est produit selon une
distribution qui caractérise le phonéme
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Modélisation pour le traitement de la parole

@ Parole modélisée par une séquence de phonémes non-observés

@ Pour chaque phonéme un son aléatoire est produit selon une
distribution qui caractérise le phoneme

Modele de Markov caché: HMM (Hidden Markov Model)

Z1 Z9 Zn—1 Zy, Zp+1
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Modélisation pour le traitement de la parole

@ Parole modélisée par une séquence de phonémes non-observés

@ Pour chaque phonéme un son aléatoire est produit selon une
distribution qui caractérise le phoneme

Modéle de Markov caché: HMM (Hidden Markov Model)

Z1 Z9 Zn—1 Zy, Zp+1

— modele dit a variables latentes
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Modélisation des structure dans les im
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Modélisation des structure dans les images

N _

Champ de Markov caché
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— modéle graphique orienté vs non orienté
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Alarme d’'anesthésie (Beinlich et al., 1989) powe

HIST

“The ALARM Monitoring system” EER

co
HRBP
@ HREK
HRSA
@ PAP
SAO2
FIO2
PRSS
ECO2
MINV
MVS
HYP
LVF
APL
ANES
PMB
INT
KINK
DISC
Lvv
STKV
CCHL
ERLO
HR
ERCA
SHNT
PVS
ACO2
VALV
VLNG
VTUB
http://www.bnlearn.com/documentation/networks/ VMCH

Modeles graphiques probabilistes

central venous pressure

pulmonary capillary wedge pressure
history

total peripheral resistance

blood pressure

cardiac output

heart rate / blood pressure.

heart rate measured by an EKG monitot
heart rate / oxygen saturation.
pulmonary artery pressure.

arterial oxygen saturation.

fraction of inspired oxygen.
breathing pressure.

expelled CO2.

minimum volume.

minimum volume set

hypovolemia

left ventricular failure

anaphylaxis

insufficient anesthesia/analgesia.
pulmonary embolus

intubation

kinked tube.

disconnection

left ventricular end-diastolic volume
stroke volume

catecholamine

error low output

heart rate.

electrocauter

shunt

pulmonary venous oxygen saturation
arterial CO2

pulmonary alveoli ventilation

lung ventilation

ventilation tube

ventilation machine



http://www.bnlearn.com/documentation/networks/

Un modele probabiliste
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Un modele probabiliste

p(x1,Xx2,...,x9) = fia(x1,x2) fa3(x2, x3) f3a(X3, Xa) fas (x4, Xxs5) . ...

foe (x5, X6) f37(x3, x7) fe78(X6, X7, X8) fo(X0)
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Modeles abstraits vs concrets

Modele abstraits

o Régression linéaire Modeles concrets

o Régression logistique @ Chafnes de Markov

@ Modele de mélange HMM

@ Analyse en composantes principales Modeles arborescents
@ Analyse canonique des corrélations HMM double

°

Analyse en composantes Modeles orientés acycliques

indépendantes
LDA (ACP multinomiale)

o Classifieur Naive Bayes

Champs de Markov

Modeles en étoile

e 6 6 6 o o o

Modeles de constellation

Mélange d'experts
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Modele abstraits

@ Régression linéaire Modeles concrets
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indépendantes
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Modeles en étoile

e 6 6 6 o o o
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Opérations sur les modeles graphiques

L'Inférence

Calculer une marginale p(x;) ou p(xi|x1 = 3,x7 = 0)
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Opérations sur les modeles graphiques

L'Inférence

Calculer une marginale p(x;) ou p(xi|x;1 = 3,x7 = 0)

Le Décodage

Quelle est I'instance la plus probable?

argmax, p(z|x)
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Opérations sur les modeles graphiques

L'Inférence

Calculer une marginale p(x;) ou p(xi|x1 = 3,x7 = 0)

Le Décodage

Quelle est I'instance la plus probab|e7

argmax, p(z|x)

L’ Apprentlssage (ou Estimation)

Soit p(x;0) = Z(e HC (xc,0c), on veut trouver

argmaxg Hp ). 9) = argmaxgZ Hnw xC ,HC)

i=1 i=1 C
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Plan du cours

e Cours 1

Introduction
Maximum de vraisemblance
Modeles a un noeud

Cours 2

Régression lineaire
Régression logistique
Classification générative
Cours 3

K-means

EM

Mélanges de Gaussiennes
Théorie des graphes

Cours 4
Modeles graphiques orientés

Modeles graphiques non orientés
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Cours 5

Familles exponentielles
Théorie de I'information
Mélanges d'experts

Cours 6
Variables Gaussiennes
Analyse factorielle

Cours 7
Algorithme somme-produit

Cours 8

Inférence approchée
Cours 9

Méthodes Bayésiennes
Sélection de Modele



Pour commencer: modeles a 1 et 2 noeuds...
Modeles de régression et classification

! ylw) | 0

y(wo,w) . i 20
(t]ro.w. ) -4 o &
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Pour commencer: modeles a 1 et 2 noeuds...
Modeles de régression et classification

ylwo, w)

(t]ro.w. )

ylaw) )

f2r

Modeles de mixture
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Notions transverses

o Modele génératif vs discriminatif
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@ Apprentissage a partir de données complétement observées vs
incomplétes
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Notions transverses

o Modele génératif vs discriminatif

o Apprentissage supervisé vs non-supervisé

@ Apprentissage a partir de données complétement observées vs
incomplétes

@ Causation vs corrélations:
Les MG ne sont pas des modeéles de causation — des modeéles de
corrélation encodant des ensembles d'hypotheses d'indépendance
conditionelles.
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QOutline

© Fondamentaux
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Notations, formules,définitions

e Loi jointe de X4 et Xg: p(xa,x5)
o Loi marginale : p(xa) =3_, . pP(xa,xac)

e Loi conditionnelle : p(xa|lxg) = % sip(xg)#0
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Notations, formules,définitions

e Loi jointe de X4 et Xg: p(xa,x5)
o Loi marginale : p(xa) =3_, . pP(xa,xac)

e Loi conditionnelle : p(xa|lxg) = % sip(xg)#0

Formule de Bayes

p (xglxa) P (xa)
p(xg)

p(xalxg) =
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Notations, formules,définitions

e Loi jointe de X4 et Xg: p(xa,x5)
o Loi marginale : p(xa) =3_, . pP(xa,xac)

e Loi conditionnelle : p(xa|lxg) = % sip(xg)#0

Formule de Bayes

p (xglxa) P (xa)
p(xg)

p(xalxg) =

— La formule de Bayes n'est pas “bayésienne”.
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Espérances et Variances
e Espérancede X : E[X] =) x-p(x)
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Espérances et Variances

e Espérancede X : E[X] =) x-p(x)
@ Espérance de f (X), pour f mesurable :

E[f(X)] =) f(x) p(x)
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Espérances et Variances

e Espérancede X : E[X] =) x-p(x)
@ Espérance de f (X), pour f mesurable :

E[f(X)] =) f(x) p(x)

@ Variance :
Var(X) = E [(X—E[X])z]
= E[X?]-E[X]
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Espérances et Variances

e Espérancede X : E[X] =) x-p(x)
@ Espérance de f (X), pour f mesurable :

E[f(X)] =) f(x)-p(x)
@ Variance :
Var(X) = E [(X—E[X])Z]
= E[X?]-E[X]
o Espérance conditionnelle de X sachant Y :

EXIY]=) x-p(xly)
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Espérances et Variances

e Espérancede X : E[X] =) x-p(x)
@ Espérance de f (X), pour f mesurable :

E[f(X)] =) f(x)-p(x)
@ Variance :
Var(X) = E [(X—E[X])Z]
= E[X?]-E[X]
o Espérance conditionnelle de X sachant Y :

EXIY]=) x-p(xly)

@ Variance conditionnelle :

Var(X | Y) = E[(X—E[X\Y])HY} —E[X?]Y] —E[X|Y]?

Modeles graphiques probabilistes 18/27



Notions d'indépendance

Indépendance: X 1L Y
On dit que X et Y sont indépendantes et on note X 1L Y ssi:

Vx,y, PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y)
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Notions d'indépendance

Indépendance: X 1L Y
On dit que X et Y sont indépendantes et on note X 1L Y ssi:

Vx,y, PX=x,Y=y)=P(X=x)P(Y =y)
Indépendance conditionnelle: X 1L Y | Z

@ On dit que X et Y sont indépendantes conditionnellement 3 Z et

@ on note X 1LY | Z ssi:

VX7y7Z7

PX=x,Y=y|Z=2z)=P(X=x|Z=2z)P(Y =y|Z=2)
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Indépendence Conditionnelle: exemple

Exemple d'une “maladie récessive liée a I'X":
Transmission du gene de I'hémophilie

u-hémophilie

Fernms Homme

§ [
porteuse ” cain

X ¥

XY

t

Gargon Garcon
hémophile  sain

X X

.#

Fille Fills
porteuse zaine
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Indépendence Conditionnelle: exemple

Exemple d'une “maladie récessive liée a I'X":
Transmission du gene de I'hémophilie

u-hémophilie
Risques de maladie pour
Fermme & #  Homme . , N .
porteuse ” sain des fils d'un pere sain:

@ dépendant pour

L deux freres.

@ conditionnellement
indépendant sachant
si la meére est

K 7308 w ; porteuse ou non.
X X £ b |

Fille Fills
porteuse

| G:argon : Sargon
saine hémophile  sain
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Modele statistique
Modele paramétrique — Définition:

Ensemble de distributions paramétré par un vecteur § € © C RP

Po = {p(x|0) | 0 € ©}
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Modele statistique
Modele paramétrique — Définition:

Ensemble de distributions paramétré par un vecteur § € © C RP
Po = {p(x|0) | 0 € ©}

Modele de Bernoulli: X ~ Ber(6) © =[0,1]
p(x[0) = 0(1 — )~
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Modele statistique
Modele paramétrique — Définition:

Ensemble de distributions paramétré par un vecteur § € © C RP
Po = {p(x|0) | 0 € ©}

Modele de Bernoulli: X ~ Ber(6) © =[0,1]
p(x[0) = 0(1 — )~

Modele Binomial : X ~ Bin(n, 6) © =10,1]

p(x|0) = (g) 6*(1 - )1
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Modele statistique
Modele paramétrique — Définition:

Ensemble de distributions paramétré par un vecteur 8 € © C RP
Po = {p(x|0) | 0 € ©}

Modele de Bernoulli: X ~ Ber(6) © =10,1]
p(x[0) = 0*(1 — )3~

Modele Binomial : X ~ Bin(n, 6) © =10,1]

p(x|0) = (g) 6*(1 — 6)1—)

Modele Multinomial: X ~ M(n, 7, 72, ..., Tk) ©=10,1)K

p(x|0) = ( n ) Tk
X1y ooy Xk
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Modele gaussien

Loi gaussienne réelle : X ~ N (i, 0?)

X une v.a. réelle, et § = (u,0%) € ® =R x R%.

2
P02 (X) = ! exp <—;(X_“)>
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Modele gaussien

Loi gaussienne réelle : X ~ N (u, 0?)

X une v.a. réelle, et § = (u,0%) € ® =R x R%.
1 1(x — p)?
P02 (X) = exp <—2(H)>

Loi gaussienne multidimensionelle: X ~ N (p, )

X v.a. 2 valeur dans R9. Si K,, est ensemble des matrices n x n définies
positives, et § = (u, %) € © = RY x K.

x:;ex —lx— Tyt(x—
() = e (360 TE (- )
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Densités gaussiennes

T T T T T T L I
10
L p=0, 0%=0.2, =
H=0, 0?=1.0, =
08 [=0, 0?=5.0, ——
L / \ p=-2, 0?=0.5, —|
=0
< L 4
> /\
S04
02 N
[ // ‘\\ ]
e >, N
L | | L L L L L |
- 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5
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Densités gaussiennes

T T T T T T L I
10
L p=0, 0%=0.2, =
H=0, 0?=1.0, =
08 =0, 0?=5.0, =
L / \ p=-2, 02=0.5, =/ |
=08
~ - -
S /\
S oa
02 N
i // ‘N\ ]
0o == ~_/ N —
L | | L L L L L |
- 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5

Modeles graphiques probabilistes 23/



Principe du Maximum de vraisemblance

e Soit un modele Pg = {p(x|0) | 6 € ©}

@ Soit une observation x
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Principe du Maximum de vraisemblance

e Soit un modele Pg = {p(x|0) | 6 € ©}

@ Soit une observation x

Vraisemblance:
L:© — R+
0 — p(x)
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Principe du Maximum de vraisemblance

e Soit un modele Pg = {p(x|0) | 6 € ©}
@ Soit une observation x
Vraisemblance:
L: 0 — R+
0 — p(x|0)

Estimateur du maximum de vraisemblance:

Sir Ronald Fisher

O = aregen;)ax p(x|0) (1890-1962)
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Principe du Maximum de vraisemblance

e Soit un modele Pg = {p(x|0) | 6 € ©}
@ Soit une observation x
Vraisemblance:
L: 0 — R+
0 — p(x)

Estimateur du maximum de vraisemblance:

Sir Ronald Fisher

O = aregen;)ax p(x|0) (1890-1962)

Cas de données i.i.d
Pour (xi)1<i<n un échantillon de données i.i.d de taille n:

n n
O = argmax | | p(x;|@) = argmax log p(x;|0
g ] (s10) = argmax 3 log o)
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Exemples de calculs de 'TEMV

@ Modele de Bernoulli
@ Modele Multinomial

@ Modele Gaussien
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Estimation bayésienne

On traite le paramétre § comme une variable aléatoire.

A priori

On dispose d'un a priori p (6) sur les paramétres du modele.
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Estimation bayésienne

On traite le paramétre § comme une variable aléatoire.

A priori

On dispose d'un a priori p (6) sur les paramétres du modele.

A posteriori

Les observations contribuent via la vraisemblance: p(x|6).
La probabilité a posteriori du modele est alors

p(x|6) p(6)

plob) = P27

o p(x10) p (6).

— L'estimateur bayésien est donc une distribution de probabilité sur
les parametres.

On parle d’inférence bayésienne.
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Références

@ Une bonne partie des illustrations et des notations de cet exposé
proviennent du livre de Christopher Bishop:

Pattern Recognition and Machine Learning, 2006, Springer.
http://research.microsoft.com/~cmbishop/PRML/
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