K-means, EM, Mélanges de Gaussiennes, Théorie des graphes 2010/2011
Cours 3 — 13 octobre

Enseignant: Francis Bach Scribe: Alexandre Boulc’h, Bertrand Decoster

@ Pour parler d’estimation de paramétres “cachés”, les Francais et les Anglais utilisent des
appelations qui peuvent porter & confusion. Dans un cadre supervisé, les Anglais parleront
de classification, alors que les Francais utiliseront discrimination. Dans un contexte non-
supervisé, les Anglais parleront cette fois de clustering, alors que les Frangais utiliseront
classification.

3.1 K-means

K-means est un algorithme de quantification vectorielle (clustering en anglais). K-means
est un algorithme de minimisation alternée qui, étant donné un entier K, va chercher a
séparer un ensemble de points en K clusters (Figure 3.1).

Fi1G. 3.1. Clustering sur un ensemble de points 2D, 3 clusters.

3.1.1 Notations, Mesure de distorsion

On utilise les notations suivantes :

— Les z; e R, i € {1,...,n} sont les points & séparer.

— Les zF sont des variables indicatrices associées aux z; telles que z¥ = 1 si z; appartient
au cluster k, z¥ = 0 sinon. z est la matrice des 2F.

—  est le vecteur des py € RP, ol puy, est le centre du cluster k.

On définit de plus la mesure de distorsion J(u, z) par :

T(usz) =Y fllws — el

i=1 k=1
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3.1.2 Algorithme

Le but de I'algorithme est de minimiser J(u, z), il se présente sous la forme d’un algo-
rithme de minimisation alternée :

— Etape 0 : “choisir le vecteur u”

— Etape 1 : on minimise J par rapport & z : 2z =

7 =1 pour k € argmin ||z; — p||, ‘e on
associe a x; le centre py le plus proche.

> zfxi

— Etape 2 : on minimise J par rapport a p : pux =

— Etape 3 : retour a I’étape 1 jusqu’a convergence.

Remarque 3.1.1 L’étape de minimisation par rapport a z revient a répartir les x; selon les
cellules de Voronoi dont les centres sont les puy.

Remarque 3.1.2 Dans [l’étape de minimisation selon p, p est obtenu en annulant la k-
1éme coordonnée du gradient de J selon L.

3.1.3 Convergence et initialisation

On peut montrer que cet algorithme converge en un nombre fini d’opérations. Cependant
la convergence et locale, ce qui pose le probléme de 'initialisation.

Une méthode classique consiste & lancer plusieurs fois I’algorithme en prenant les moyennes
1 aléatoirement a chaque fois, puis on compare leur mesure de distorsion. On choisit la ré-
partition qui posséde la distorsion minimale.

Dans le pire des cas, cet algorithme peut se révéler arbitrairement mauvais, mais dans la
pratique, il réalise de trés bons résultats.

3.1.4 Choix de K

Le choix de K n’est pas universel, on remarque que si on augmente /K, la distorsion dimi-
nue, et s’annule lorsque chaque point est centre de son cluster. Pour pallier & ce phénomeéne
il possible de rajouter un terme en fonction de K dans ’expression de J, mais la encore son
choix est arbitraire.

3.2 EM : Expectation Maximisation

EM est un algorithme qui permet d’étudier un modéle qui posséde des variables latentes
ou cachées.

Les algorithmes précédents étaient des algorithmes visant a estimer le parameétre 6, maxi-
misant la vraisemblance des pg(x), ot x est le vecteur des données observées.

En pratique les données sont parfois perdues, latentes (elles sont la mais ne sont pas
observées) ou encore non observées.
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3.2.1 Exemple

La densité de représenté sur la figure 3.2.1 s”apparente & une moyenne de deux gaus-
siennes. Il est donc naturel d’utiliser un modeéle de mélange, et d’introduire une variable
cachée z, de Bernouilli définissant 'appartenance a 'une ou 'autre des gaussiennes.

F1aG. 3.2. Densité moyenne de deux densités gaussiennes, pour lequel est naturel d’introduire un modéle de
meélange.

Onadonc: z € {1,2} et x|z = i ~ N (p;, ;). La densité p(z) est une densité combinaison
convexe de densités normales :

p(x) =plr,z2=1)+p(x,z =2) =p(z|z = 1)p(z = 1) + p(z|z = 2)p(z = 2)

C’est un modele de mélange, un moyen de modéliser simplement des phénomeénes com-
pliqués.

3.2.2 Objectif : maximum de vraisemblance

Soit z la variable cachée, x sont les données observées. On suppose que les z;, ¢ € {1, ...,n}
sont des données i.i.d..
Le but est de maximiser la vraisemblance :

po(x) = Hpe(:ci) =[I> ro(zi.2)

log py(z) = Z log > po(xi, 2)

Il est possible d’envisager deux maniéres différentes de résoudre ce probléme :
1. de maniére directe, si le probléme le permet, par exemple par montée de gradient.

2. en utilisant ’algorithme EM.
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3.2.3 Inégalité de Jensen

Nous allons utiliser dans la suite les deux propriétés suivantes :

1. si f: R — R est convexe et si X est une v.a. intégrable :
E(f(X)) = f(E(X))

2. si f: R — R est strictement convexe, on a égalité dans la propriété précédente si et
seulement si X = contante p.s.

3.2.4 L’algorithme EM

On introduit dans l'expression de la vraisemblance la fonction ¢(z) telle que g(z) > 0 et
>..q(z) =1, etona:

logpp(z) = log Y po(z,z)

_ logzz: (pe(x’;)) q(2)
(

q(z
po(x, 2)
> szq(Z)log o)

= Zq(z) log po(z, 2) — Z q(z)logq(z)

z

, par I'inégalité de Jensen, et la concavité de log

= L(q,9)

avec égalité ssi q(z) = % = py(z|x)

Proposition 3.1 V0, Yq logps(z) > L(q,0) avec égalité si et seulement si q(z) = po(z|z).

Exemple 3.2.1 On a créé une fonction qui est toujours en dessous la fonction log(pg(x))

L’algorithme EM est un algorithme de maximisation alternée par rapport g et 6.

On initialise & 6y puis on itére pour ¢ > 0, en alternant les étapes suivantes jusqu’a
convergence :

— E-Step : qi1 € argmaz,(L(q,0;))

— M-Step : 0441 € argmazyg(L(qs1,0))

Les propriétés de 1’algorithme

C’est un algorithme de montée : Vt log(pg,) > log(pe,_,)-

— L’algorithme converge.

— Cependant il ne converge pas globalement mais vers un maximum local car on est dans
un cas non convexe. Souvent, 'optimum global est infini.

— Comme pour K-means, pour avoir un résultat plus sir, on réitére plusieurs fois 1’algo-
rithme et on choisit 1’essai avec la meileure vraisemblance.
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Initialisation Comme EM donne un maximum local, il est intéressant de choisir un 6,
relativement proche de la solution finale. Il est usuel d’initialiser EM par un K-means, la
solution de K-means fournissant le 6.

La Recette EM On rappelle le but qui est de maximiser la vraisemblance incompléte
log(pg(x)). Pour cela on peut utiliser la recette suivante :
1. Ecrire la vraisemblance compléte l. = log(pe(z, 2)).

2. E-Step : écrire l'espérance de la vraisemblance E[q(2)pg(z, 2)], voulant q(z) = pe(z|z).

3. M-Step : maximiser par rapport a 6.

3.2.5 Meélanges de Gaussiennes

Soient les couples (z;, 2;), pour i € {1,....,n} avec x; € RP ii.d, z; ~ Multinomiale(II)
Lid. et (x;]zi = q) ~ N(ug, 2y)-

Calcul de p(z|z) On utilise la formule de Bayes pour exprimer p(z;) :
pla;) = ZP(%‘, zi) = Zp(xi\zi)p(zi)
k
= Zp(xi‘zi = q)p(zi = q)
q=1
Puis on exprime p(z|x) :

p(xilzi = )pzi = q)

p(zi = qlx;) ()
o plailz = p(z = q)
_ TN (2i|p1g, 2y)
>y TN (i, 50)
= 7-2.‘1(6')
On rappelle que N (z;]p, X) = _(27r)%1|2\% exp(—3(z — p)TE " @ — ).
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Vraisemblance compléte

lo =logpy(z,2) = Zlnge(!L"i,Zi)
= Zlog(p(zi)p(mzi))

= ZZlog ) + log(p(zilzi = q))

i= 1q1
_ ZZzog )+ log(—— 4 log(—-1) — L (as — ) TS (@1 — )
i=1 ¢g=1 (27T)§ ‘Eq‘ﬁ 2

On écrit maintenant E[p(z|z)], quantité que 'on va maximiser par la recette EM.

1.1 )
[p(2|2)] ZZT precedent) (109 (Tlg) +log(—— +log(——) = 5 (@i = 1) ' 27" (i = 1))

i=1 g=1 (27T 2 |Zq|§

E-Step La premiére étape de l'algorithme EM est de maximiser E[p(z|z)] par rapport a
II. En maximisant selon les méthodes vues au premier chapitre, on obtient :

“q_zzl >

=1

M-Step On cherche ici & maximiser par rapport a u et X. En prenant les gradients selon
les p, puis selon les ¥, on obtient que :

pe(t+1) = i qut)

2.7 (1)
2T () (@i — gt + 1)) (@i — pg(t+1))"
2T (1)

Le M-Step dans EM correspond a l'estimation des moyennes dans K-means.

Yet+1)=

3.3 Théorie des Graphes

3.3.1 Graphe

Définition 3.2 Soit V' un ensemble de sommets (vertex, vertices, noeuds, variables aléa-
toires, ...). Soit E C 'V x V [lensemble des arétes (arcs, edges). Un graphe G est couple
(V. E).
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Dans ce cours on ne considérera que des graphes sans self-loop, c’est & dire qu’on auto-
risera pas d’aréte ayant ses extrémités identiques.

3.3.2 Les graphes non orientés

Définition 3.3 G = (V, E) est dit graphe non-orienté lorsque ¥(u,v) € V- x V, u # v alors
(u,v) € E <= (v,u) € E (Figure 3.3.2).

AR e

Fi1G. 3.3. Deux maniéres de représenter un graphe non-orienté.

Définition 3.4 L’ensemble des voisins de w € V dans G est noté N'(u), tel que N(u) =
{veV, (v,u) € E} (Figure 3.3.2).

Fi1G. 3.4. Un sommet et ses voisins.

Définition 3.5 Une clique est un sous ensemble de V totalement connecté (de cardinalité
> 1) ou un singleton (Figure 3.3.2).

Fi1G. 3.5. Une clique.
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Fi1G. 3.6. Une clique maximale.

Définition 3.6 Une clique maximale est une clique mazimale pour l’ordre de l’inclusion i.e
si C' est une clique mazimale, v € V, tgv & V et v U C soit une clique (Figure 3.3.2).

Définition 3.7 Un chemin est une suite d’éléments de V', consécutivement voisins et glo-
balements distincts (Figure 3.3.2).

Fi1G. 3.7. Un chemin de u vers v.

Définition 3.8 Un cycle est une suite d’éléments de V', vy, ..., v, telle que :
- V’i(Ui,Ui+1) ek
- V1 = Uy

- VZ,j U4 % Uj Sa’uf Sl {Zuj} = {17n}
Définition 3.9 Soit A, B, C' des ensembles disjoints de V. C sépare A et B ssi tous les
chemins de A vers B passent par C' (Figure 3.3.2).
Définition 3.10 Une composante conneze est une classe d’équivalence pour la relation d’équi-

valence uRv <= 3 un chemin de u vers v (Figure 3.5.2).

Dans ce cours : on considére qu’il y a une seule composante connexe. Dans le cas contraire,
on les traite de maniére indépendante.
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A

C O

FiGc. 3.8. C sépare A et B.

FiG. 3.9. Un graphe avec 2 composantes connexes.
3.3.3 Les graphes orientés
Définition 3.11 u est un parent de v <= (u,v) € E.
Définition 3.12 u est un enfant de v <= (v,u) € E.
Définition 3.13 u est un anceétre de v <= 3 un chemin de u vers v.
Définition 3.14 u est un descendant de v <= 3 un chemin de v vers u.
Définition 3.15 Un cycle est une séquence uy, ..., u, (Figure 3.5.3) tq :

- U = Uy

- Vie{l,...n—1}, u; est parent de u;iq
— U, ..o, Up_1 SONT distincts

Fi1G. 3.10. Un graphe orienté avec un cycle.
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Définition 3.16 Un DAG (Directed Acyclic Graph) est un graphe qui ne contient pas de
cycle.

Définition 3.17 Un ordre topologique est une ordre tel que les parents arrivent avant les
enfants :

I:V =N tgVY(u,v) € E = I(u) < I(v).

Proposition 3.18 G est un DAG <= 3 un ordre topologique sur G.
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