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1 Motivations

Les problèmes de calibration et de gestion des risques d’un modèles de taux ont
comme sous-jacents naturels un operateur de covariance. Les méthodes actuelles
qui consistent à paramétrer fortement ou a substituer des données historiques sont
instables et trop peu flexibles.

1.1 Origine du problème

• Dans le cadre de l’analyse de Heath, Jarrow & Morton (1992), on sait qu’un
modèle de taux arbitré est entièrement paramétré par la donnée de la courbe
des taux aujourd’hui et de leur fonction de covariance.

• Si on discrétise, le paramètre naturel de la calibration d’un modèle de taux
est une matrice semidéfinie positive.

• Actuellement: la calibration est soit paramétrée par un ou deux facteurs,
soit basée sur la corrélation historique.

• Les programmes de calibrations actuels sont donc intrinsèquement insta-
bles.

• Ces méthodes n’exploitent pas toute la richesse des modèles sous-
jacents.

• De plus, ces approches ne fournissent pas de résultats sur la sensibilité de
la solution à une variation des prix de marché. La technique la plus souvent
utilisée est de modifier les données initiales et de recalibrer pour un cer-
tain nombre de scénarios précis. Cette technique, coûteuse numériquement,
amplifie l’instabilité des résultats.
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1.2 Pricincipaux résultats

La clé de tous les résultats qui vont suivre se trouve dans le développement récent
d’alogrithmes de programmation linéaire sur l’espace des matrices semidéfinies, al-
gorithmes dont la complexité (polynomiale) est comparable a celle des programmes
linéaires classiques.

• Dans l’évaluation du prix d’une swaption , on peut assimiler le taux swap
a un panier de taux forwards.

• Parce que la volatilité des zéros coupons est faible comparée à celle des
forwards, on peut supposer que les poids dans ce panier sont constants et
que le swap et les forwards sont martingales sous une même mesure.

• Le prix de ces options paniers peut ensuite être calculé (en première approx-
imation) en utlisant la formule de Black-Scholes (formule de marché pour
les Swaptions) avec une variance bien choisie.

• Cette ”variance de marché” est une forme linéaire sur la matrice de
covariance des forwards.

• Si l’on choisit d’optimiser un objective linéaire en variance, le problème de la
calibration peut donc se résoudre comme un programme semidéfini.

• Le dual de ce programme est un programme de couverture et fourni la sen-
sibilité de la solution à une variation des prix de marchés

1.3 Littérature associée

• Les travaux de Nesterov & Nemirovskii (1994) et Vandenberghe & Boyd (1996)
sur la programmation semidéfinie, Nesterov & Todd (1998) pour un traitement
général de la complexité des programmes linéaires sur les cones symmétriques.

• Les résultats Rebonato (1998), Brace, Dun & Barton (1999) et Singleton &
Umantsev (2001) sur l’évaluation des swaptions comme paniers de forwards.
Rebonato (1999) sur la calibration du BGM par paramétrisation des facteurs.

• Les travaux parallèles de Brace & Womersley (2000) sur la calibration du
BGM par programmaion semidéfinie et l’impact du nombre de facteurs sur
l’évaluation de la Mid-Atlantique.

• Les articles de Fournie, Lebuchoux & Touzi (1997) et Lebuchoux & Musiela
(1999) sur le développement en petits bruits.
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1.4 Plan de l’exposé

1.4.1 Première partie:

• Modèles de taux, notations.

• Approximations du prix de la Swaption comme prix d’une option sur un panier
de forwards.

• Evaluation des options sur paniers dans un modèle de Black-Scholes en dimen-
sion d, approximation du prix par développement en petits bruits.

1.4.2 Deuxième partie:

• Le problème de calibration comme un programme semidéfini.

• Programme dual et gestion des risques.

• Minimisation du rang ou stabilité?
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2 Première partie

2.1 Les modèles

On défini l’évolution de l’actif sans risque par βs = exp
(∫ s

t
r(u, 0)du

)
(1 euro placé

a la date zéro au taux court) où r(u, 0) est le taux court spot a la date u. Dans
l’analyse de Heath et al. (1992), et si on note B(s, T ) le prix en s du zero-coupon
de maturité T

B(s, T ) = EQ
s

[
exp

(
−

∫ t

t

r(u, 0)du

)]
l’absence d’arbitrage entre les différents Z.C. impose:

B(s, T )

βs

= B(t, T ) exp

(
−

∫ s

t

σ̃(u, T − u)dWu − 1

2

∫ s

t

|σ̃(u, T − u)|2 du

)
où σ̃ : R2

+ 7−→ Rd
+ est la fonction de volatilité des Z.C. et W = {Wt, t ≥ 0} est un

B.M. de dimension d sous la probabilité risque-neutre Q. On définit ensuite le taux
forward LIBOR de maturité δ (par ex. 3 mois) à la date t par:

1 + δL(t, θ) = exp

(∫ θ+δ

θ

r(t, ν)dν

)
2.1.1 Le modèle de marché sur les LIBOR (lognormal en taux)

Dans ce modèle, on suppose que le taux forward LIBOR a une volatilité lognormale:

dL(s, θ) = (...)ds + L(s, θ)γ(s, θ)dWs

avec γ : R2
+ 7−→ Rd

+ déterministe et si on impose σ(s, θ) = 0, ∀ θ ∈ [0, δ[ comme
dans Brace, Gatarek & Musiela (1997), on a spécifié la volatilité des Z.C. comme:

σ̃(s, θ) =

bδ−1θc∑
k=1

δL(s, θ − kδ)

1 + δL(s, θ − kδ)
γ(s, θ − kδ)

2.1.2 Le modèle affine (lognormal en prix)

Dans ce modèle, on suppose que les prix des Z.C. ont une dynamique lognormale
et sont donnés par:

dB(s, T )

B(s, T )
= r(s, 0)ds + σ̃(s, T − s)dWs

où σ̃(s, T − s) est ici déterministe (on obtient une dynamique lognormale shiftée sur
les forwards).

4



2.2 Instruments de base: les Swaptions

2.2.1 Taux swap

Le swap est le taux qui équilibre les PV d’une branche fixe et d’une branche variable.
Il est défini par:

swap(t, T0, Tn) =
B(t, T floating

0 ) − B(t, T floating
n+1 )

Level(t, T fixed
0 , T fixed

n )

avec Level(t, T fixed
0 , T fixed

n ) =
∑n+1

i=1 coverage(T fixed
i−1 , T fixed

i )B(t, T fixed
i ). On peut

encore écrire ce taux comme:

swap(t, T0, Tn) =
n∑

i=0

ωi(t)K(t, Ti)

où

ωi(t) =
coverage(T float

i , T float
i+1 )B(t, T float

i+1 )

Level(t, T fixed
0 , T fixed

n )
et K(t, T ) = L(t, T − t)

En pratique, les poids ωi(t) sont remarquablement stables.

2.2.2 Swaption (formule en taux)

Si on suppose que les taux suivent la dynamique du modèle de marché sur les taux
LIBOR, on définit le prix de la Swaption comme une somme de Calls sur le taux
swap prévalant a la date T :

Ps(t) = B(t, T )EQT
t

[
N∑

i=iT

β(T )δcvg(i, b)

β(Ti+1)
(swap(T, T, TN ) − k)+

]

où QT est la probabilité forward en T . Si on défini une nouvelle probabilité martin-
gale QLV L associée au forward swap:

dQLV L

dQT
|t = B(t, T )β(T )

N∑
i=1

δcvg(i, b)β−1(Ti+1)

Level(t, T, TN)

on peut réécrire le prix de la Swaption comme une option sur le taux swap:

Ps(t) = Level(t, T, TN)EQLV L
t

[
(swap(T, T, TN ) − k)+]

ou encore comme une option sur un panier de forwards:

Ps(t) = Level(t, T, TN)EQLV L
t

[(
n∑

i=0

ωi(t)K(t, Ti) − k

)+]
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Dans le modèle de marché sur les LIBOR, on constate que la stabilité empirique est
bien décrite par le modèle. En effet, on a:

dswap(s, T, TN) =
N∑

i=iT

ωi(s)K(s, Ti) (γ(s, Ti − s) + η(s, Ti)) dWLV L
s

où la contribution des poids est donnée par:

η(s, Ti) =

(
N∑

k=iT

ωi(s) (σ̃(s, Ti − s) − σ̃(s, Tk − s))

)

où σ̃(s, Tk − s) est la volatilité des Z.C:

σ̃(s, Ti) =

bδ−1Tic∑
k=1

δK(s, Tk)

1 + δK(s, Tk)
γ(s, Tk − s)

D’autre part le changement de probabilité se traduit en termes de drift par:

dWLV L
s = dW T

s +
N∑

i=iT

(
ωi(s)

i∑
j=1

δK(s, Tj)

1 + δK(s, Tj)
γ(s, Tj − s)

)
ds

En première approximation, avec en pratique:

δK(s, Tj) ' 1%

on peut considérer que la contribution des poids dans la volatilité du swap peut
être négligée face à celle des fowards. On peut également négliger le drift introduit
par le passage de la probabilité forward à la probabilité forward swap. La swaption
dans le modèle lognormal en taux peut donc être évaluée comme une option sur
un panier de taux lognormaux.

2.2.3 Swaption (formule en prix)

On peut aussi écrire le prix de la Swaption de strike k et de maturité T comme celui
d’un put sur un panier de Z.C.:

Ps(t) = B(t, T )EQT
t

(
1 − B(t, TN+1) − kδ

N∑
i=iT

B(t, Ti)

)+


les coefficients dans le panier sont ici constants. Dans le modèle lognormal en prix,
la Swaption peut donc ici aussi être évaluée comme une option sur un panier
d’actifs lognormaux.

6



2.3 Evaluation des options sur un panier d’actifs

2.3.1 La dynamique du forward

Dans les deux types de modèles qui précèdent, on écrit le prix de la Swaption
comme celui d’une option sur un panier d’actifs lognormaux. On va donc chercher
à approximer ce prix dans les cas général où ces n actifs on une corrélation de
dimension a priori égale à n, en utilisant les méthodes de développement en petits
détaillées par Fournie et al. (1997) et Lebuchoux & Musiela (1999). On se place
directement dans le marché forward où la dynamique des forwards sous-jacents (prix
ou taux) est donnée par:

dF i
s = F i

sσ
i
sdWs

où Wt un QT -Brownien d-dimensionel et σs = (σi
s)i=1,...,n ∈ Rn×d est la matrice

de volatilité. Dans toute la suite on notera Γs ∈ Rn×n la matrice de covariance
correspondante. On cherche à calculer le prix d’un Call sur panier dont le payoff à
maturité est donné par:

h (F ω
T ) =

(
n∑

i=1

ωiF
i
T − k

)+

avec
n∑

i=1

ωi = 1

Pour ce faire on commence par écrire la dynamique du sous-jacent F ω
s sous forme

lognormale:

dF ω
s = F ω

s

(
n∑

i=1

ω̂i,sσ
i
s

)
dWs

avec

ω̂i,s =
ωiF

i
s∑n

i=1 ωiF i
s

La dynamique de ces poids est donc donnée par

dω̂i,s

ω̂i,s

=

(
n∑

j=1

ω̂j,s

(
σi

s − σj
s

)) (
dWs +

n∑
j=1

ω̂j,sσ
j
sds

)

et on vérifie tres naturlellement que si les volatilités σi
s sont toutes identiques, la

duynamiqu du forward F ω
s est exactement lognormale avec comme volatilité σω

s ,
on définit donc la volatilité résiduelle de chaque actif par rapport à cette volatilité
centrale comme:

σ̃i
s = σi

s −
n∑

j=1

ω̂j,tσ
j
s avec σω

s =
n∑

j=1

ω̂i,tσ
j
s
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2.3.2 Développement en petits bruits

En pratique, la volatilité résiduelle et les moyennes
∑n

j=1 ω̂j,sσ̃
j
s sont supposées pe-

tites et on va donc développer la dynamique du forward en remplaçant
∑n

j=1 ω̂ε
j,sσ̃

j
s

par ε
∑n

j=1 ω̂ε
j,sσ̃

j
s pour un ε > 0 petit, pour écrire:

dF ω,ε
s = F ω,ε

s

(
σω

s + ε
∑n

j=1 ω̂j,sσ̃
j
s

)
dWs

dω̂ε
i,s = ω̂ε

i,s

(
σ̃i

s − ε
∑n

j=1 ω̂ε
j,sσ̃

j
s

)(
dWs + σω

s ds + ε
∑n

j=1 ω̂j,sσ̃
j
sds

)
Comme dans Fournie et al. (1997) et Lebuchoux & Musiela (1999) on cherche donc
a évaluer:

Cε = E
[
(F ω,ε

T − k)+ | (F ω
t , ω̂t)

]
en l’approximant par sont développement de Taylor autour de ε = 0:

Cε = C0 + C(1)ε + C(2) ε
2

2
+ o(ε2)

2.3.3 Terme d’ordre zéro

Le terme d’ordre zéro se calcule directement comme la solution de l’E.D.P. limite:
∂C0

∂s
+ ‖σω

s ‖2 x2

2
∂2C0

∂x2 = 0

C0 = (x − K)+ for s = T

et on peut donc obtenir C0 par la formule de Black & Scholes (1973) avec comme
variance ‖σω

s ‖2:

C0 = BS(T, F ω
t , VT ) = F ω

t N(h(VT )) − κN
(
h(VT ) −

√
VT

)
avec

h (VT ) =

(
ln

(
F ω

t

κ

)
+ 1

2
VT

)
√

VT

et VT =

∫ T

t

‖σω
s ‖2 ds
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2.3.4 Terme d’ordre un

On peut ensuite s’intéresser à l’E.D.P. vérifiée par ∂Cε/∂ε:{
Lε

0C
ε = 0

Cε = (x − k)+ en s = T

où l’on a noté:

Lε
0 =

∂Cε

∂s
+

∥∥∥∥∥σω
s + ε

n∑
j=1

yjσ̃
j
s

∥∥∥∥∥
2
x2

2

∂2Cε

∂x2

+
n∑

j=1

〈
σ̃j

s, σ
ω
s

〉
+ ε

n∑
k=1

yk

〈
σ̃j

s − σω
s , σ̃k

s

〉 − ε2

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

ykσ̃
k
s

∥∥∥∥∥
2
xyj

∂2Cε

∂x∂yj

+
n∑

j=1

∥∥∥∥∥σ̃j
s − ε

n∑
k=1

ykσ̃
k
s

∥∥∥∥∥
2
y2

j

2

∂2Cε

∂y2
j

+
n∑

j=1

〈
σ̃j

s, σ
ω
s

〉
+ ε

n∑
k=1

yk

〈
σ̃j

s − σω
s , σ̃k

s

〉 − ε2

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

ykσ̃
k
s

∥∥∥∥∥
2
 yj

∂Cε

∂yj

on peut passer à la limite en ε = 0 (en s’accordant comme dans Fournie et al. (1997)
un peu de liberté avec les conditions de régularité), ce qui donne:{

L0
0C

(1) +
(∑n

j=1 yj 〈σ̃j
s, σ

ω
s 〉

)
x2 ∂2C0

∂x2 = 0

Cε = 0 en s = T

Ceci permet de calculer C(1) en utilisant la représentation de Feynman-Kac:

C(1) = F ω
t

∫ T

t

n∑
j=1

ω̂j,t

〈
σ̃j

s, σ
ω
s

〉
exp

(∫ s

t

−1

2

∥∥σ̃j
u − σω

u

∥∥2
du

)

E

[
exp

(∫ s

t
(σω

u + σ̃j
u) dWu

)√
Vs,T

n

(
ln

F ω
t

K
+

∫ s

t
σω

udWu − 1
2
Vt,s + 1

2
Vs,T√

Vs,T

)]
ds

pour obtenir:

C(1) = F ω
t

∫ T

t

n∑
j=1

ω̂j,t
〈σ̃j

s, σ
ω
s 〉√

(Vt,s + Vs,T )
exp

(
2

∫ s

t

〈
σ̃j

u, σ
ω
u

〉
du

)

n

(
ln

F ω
t

K
+

∫ s

t
〈σ̃j

u, σ
ω
u 〉 du + 1

2
Vt,T√

(Vt,s + Vs,T )

)
ds
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2.3.5 Calcul du prix de l’option sur panier

En résumé on peut donc obtenir une formule approximant le prix de l’option sur
panier:

Et

[
(F ω

T − k)+]
= BS(T, F ω

t , VT ) + C(1)

où

VT =

∫ T

t

‖σω
s ‖2 ds

et

C(1) = F ω
t

∫ T

t

n∑
j=1

ω̂j,t
〈σ̃j

s, σ
ω
s 〉√

(Vt,s + Vs,T )
exp

(
2

∫ s

t

〈
σ̃j

u, σ
ω
u

〉
du

)

n

(
ln

F ω
t

K
+

∫ s

t
〈σ̃j

u, σ
ω
u 〉 du + 1

2
Vt,T√

(Vt,s + Vs,T )

)
ds

2.3.6 Application aux Swaptions

Dans le cas de la Swaption, la formule a l’ordre zéro s’écrit:

Level(t, T, TN)
(
swap(t, T, TN)N(h) − κN(h −

√
VT )

)
avec

h =

(
ln

(
swap(t,T,TN )

κ

)
+ 1

2
VT

)
√

VT

et où

VT =

∫ T

t

∥∥∥∥∥
N∑

i=1

ω̂i(t)γ(s, Ti − s)

∥∥∥∥∥
2

ds

avec

ω̂i(t) = ωi(t)
K(t, Ti)

swap(t, T, TN)
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2.3.7 Précision de la formule sur les paniers simples

On peut étudier la précision de cette approximation en comparant avec un Monte-
Carlo.

1 2 3 4 5
ATM

-0.0001

0

0.0001

0.0002

E
r
r
o
r

Figure 1: Erreur à l’ordre zéro (dashed) et l’ordre un (continu).

Les paramètres sont ici F i
0 = {0.7, 0.5, 0.4, 0.4, 0.4}, ωi = {0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2},

T = 5 ans, la matrice de covariance est donnée par:

11

100


0.64 0.59 0.32 0.12 0.06
0.59 1 0.67 0.28 0.13
0.32 0.67 0.64 0.29 0.14
0.12 0.28 0.29 0.36 0.11
0.06 0.13 0.14 0.11 0.16


Ces valeurs répliquent les paramètres utlisés pour une Swation (5 ans, 5ans). La

matrice de covariance est issue de données historiques sur la covariance des FRA.
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2.3.8 Précisicion de la formule dans le modèle lognormal sur LIBOR.

On peut aussi tester la qualité de l’approximation à l’ordre zéro dans le cadre du
modèle de marché en comaprant encore une fois avec les résultats obtenus par Monte-
Carlo.

Approximation error (in basis points)

-2.0

-1.0

0.0

1.0

2.0

3.0

4.0

5.0

1
Y
 in
to
 1
Y

2
Y
 in
to
 1
Y

5
Y
 in
to
 1
Y

7
Y
 in
to
 1
Y

1
0
Y
 in
to
 1
Y

1
Y
 in
to
 2
Y

2
Y
 in
to
 2
Y

5
Y
 in
to
 2
Y

7
Y
 in
to
 2
Y

1
0
Y
 in
to
 2
Y

1
Y
 in
to
 5
Y

2
Y
 in
to
 5
Y

5
Y
 in
to
 5
Y

7
Y
 in
to
 5
Y

1
0
Y
 in
to
 5
Y

1
Y
 in
to
 7
Y

2
Y
 in
to
 7
Y

5
Y
 in
to
 7
Y

7
Y
 in
to
 7
Y

1
0
Y
 in
to
 7
Y

1
Y
 in
to
 1
0
Y

2
Y
 in
to
 1
0
Y

5
Y
 in
to
 1
0
Y

7
Y
 in
to
 1
0
Y

1
0
Y
 in
to
 1
0
Y

Swaption (Maturity, Underlying)

E
r
r
o
r
 (
b
p
)

Figure 2: Erreur à l’ordre zéro sur le modèle lognormal en LIBOR (BGM). Données
et code courtesy of BNP Paribas, Londres.

12



3 Deuxième partie: Calibration

3.1 Le programme de calibration

Comme on l’a vu dans la partie précédente, le prix de la swaption peut s’approximer
par son prix de Black calculé avec ue variance de marché bien choisie. Avec

ω̂i(t) = ωi(t)
K(t, Ti)

swap(t, T, TN)

où les ωi(t) proviennent de la décomposition du Swap en panier de FRA, cette
variance variance s’obtient comme:

VT =

∫ T

t

∥∥∥∥∥
N∑

i=1

ω̂i(t)γ(s, Ti − s)

∥∥∥∥∥
2

ds

ou encore

VT =

∫ T

t

Tr (ΩtΓs) ds

ou on a noté
Ωt = ω̂(t)ω̂(t)ᵀ = (ω̂i(t)ω̂j(t))i,j∈[1,N ] º 0

Si on se donne une série de varinaces de marché σ2
kTk correspondants à des Swaptions

(ou Caplets) de poids ω̂k et de maturité Tk et si on suppose que la covariance des
LIBOR est constante par morceaux, on peut écrire le programme de calibration
comme:

Trouver Xi

avec
∑T

i=t δTr (Ωt,kXi) = σ2
kTk où k = 1, ...,M

Xi º 0 pour i = 0, ..., T

ou encore, sous-forme bloc-diagonale:

Trouver X
avec Tr (ΩkX) = σ2

kTk où k = 1, ...,M
X º 0 pour i = 0, ..., T

Le programme de calibration s’exprime donc comme un programme semidéfini (SDP)
avec comme inconnue la matrice de covariance des FRA.

La résolution simultanée de ce programme et de son dual donne une preuve de
convergence sous forme du gap de dualité, ou une preuve de non faisabilité si les
prix sont incompatibles avec les hypothèses du modèle.
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3.1.1 Un programme convexe

On peut comparer les deux types de paramétrage du problème de calibration sur un
example simple. Dans les programmes paramétrés par facteurs de volatilité, si on
cherche a résoudre le programme suivant:

max Tr

([
1 −1
−1 1

]
X

)
avec Tr

([
1 0
0 1

]
X

)
= 1

X º 0

et qu’on le paramètre comme dans Rebonato (1999), on obtient:

X(u, v) =

(
cos2(u) cos(v) cos(u) sin(u)

cos(v) cos(u) sin(u) sin2(u)

)
on peut représenter la fonction Tr([1,−1;−1, 1]X(u, v)): En général, le programme

-1

0

1u

0

1

2

3

v

0.5
0.75

1
1.25
1.5

Tr

-1

0

1u

Figure 3: La fonction objectif paramétrée par facteurs.

paramétré par les facters revient a trouver une solution de rang minimal a un pro-
gramme semidéfini. Ceci fait apparaitre le programme de calibration comme NP-dur
(et même NP-complet).
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Par contre, la version SDP s’écrit comme l’optimisation d’une forme linéaire sur
l’intersection du cône des matrices semidéfinies positives. Ce cone est représenté ici
par

X =

(
x y
y z

)
º 0 ⇐⇒ min

i
λi(X) ≥ 0

ce qui donne: et le domaine d’un programme semidéfini, l’intersection de ce cône

0

0.5

1

x

-1

-0.5

0

0.5

1

y
0

0.25

0.5

0.75

1

z

0

0.5

1

x

Figure 4: Le cône des matrices semidéfinies positives en dimension trois.

avec un plan (ici, x + z = 1), peut donc être représentée comme:

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
-1

-0.5

0

0.5

1

x

y

Figure 5: Domaine d’un programme semidéfini.
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3.1.2 Objectifs

Comme l’ont souligné Nesterov & Nemirovskii (1994), la classe des objectifs représentables
par SDP est très vaste. Elle inclut évidemment les objectifs linéaires mais aussi
quadratiques par complément de Schur:

‖x‖2 ≤ t pour x ∈ Rn

peut encore s’écrire (
tI xT

x 1

)
º 0

On peut également représenter la norme spectrale en termes d’inégalités matricielles
et donc de SDP:

minimiser ‖X − A‖
pour Tr(XΩTi

) = (σ2
market)i Ti

X º 0

devient:
minimiser t
pour Tr(XΩTi

) = (σ2
market)i Ti

X − A ¹ tId
X − A º −tId
X º 0 et t ≥ 0

3.1.3 Programme dual

Le dual du SDP de calibration est un programme avec objectif linéaire, où les
contraintes sont données par une inégalité matricielle linéaire. Le cône des matrices
semidéfinies positives est autoadjoint, et on peut former le Lagrangien

L(X, y) = −Tr(CX) +
M∑

k=1

yk

(
Tr(ΩkX) − σ2

kTk

)
= Tr

(
M∑

k=1

(ykΩk − C) X

)
−

M∑
k=1

ykσ
2
kTk

pour obtenir:
maximiser

∑M
k=1 ykσ

2
kTk

pour 0 ¹
(∑M

k=1 ykΩk − C
)
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3.1.4 Calcul des sensibilités

On peut maintenant utiliser les résultats de Todd & Yildirim (1999) pour calculer
la sensibilité de la solution a un changement dans les conditions du marché. On
note X∗, y∗ et

Z∗ =

(
C −

M∑
k=1

y∗
kΩk

)
la solution du programme de calibration. On note encore pour P,Q,X ∈ Rn×n:

(P ¯ Q) X =
1

2

(
PXQT + QXP T

)
on note encore

A : SN −→ RM

X 7−→ AX := (Tr (AiX))i=1,...,M

et son dual

A∗ : RM −→ SN

y 7−→ A∗y :=
M∑
i=1

yiΩi

On définit M = I (direction de recherche A.H.O.) ou M = Z∗ (H.K.M.) et enfin
les operateurs E = Z∗ ¯ M , F = MX∗ ¯ I et leurs adjoints E∗ = Z∗ ¯ M and
F ∗ = X∗M ¯ I.

On suppose que es données de marché σ2
kTk on été modifiées dans une direction

donnée par un veteur u ∈ Rn petit, on peut calculer directement la nouvelle
solution du programme de calibration:

∆X = E−1FA∗
[(

AE−1FA∗)−1
u
]

de plus, celle-ci est garantie valable si∥∥∥(X∗)−
1
2

(
E−1FA∗

[(
AE−1FA∗)−1

u
])

(X∗)−
1
2

∥∥∥ ≤ 1

On dispose donc d’une matrice donnée par

S = E−1FA∗
[(

AE−1FA∗)−1
]

qui permet de calculer directement la sensibilité de la solution à l’ensemble
des scenarios de marché possibles.
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3.1.5 Bornes sur le prix

On peut placer en objectif une matrice correpsondant au prix d’une autre Swaption.

maximiser σ2
maxT = Tr(Ω0X)

s.t. Tr(ΩkX) = σ2
kTk for k = 1, ...,M

X º 0

Le dual de ce programme peut s’interpréter à la Avellaneda & Paras (1996) comme
un programme de couverture, si on note BSk(v), le prix de Black Scholes de l’option
k pour une variance v:

inf
λ

{
M∑

k=1

λkCk + sup
Xº0

(
BS0(Tr(Ω0X)) −

M∑
k=1

λkBSk (Tr(ΩkX))

)}
ou encore

Prix = Min {Valeur de la couverture + Max (PV du residu)}

Ce prix est donc calculé en introduisant dans la calibration les instruments de couver-
ture et en choisissant les paramètres de calibration les plus conservateurs possibles.
L’addition d’instruments dans la calibration améliore la diversification du risque
(sous-additivité de l’opérateur Max(PV du residu))
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Exemple de bornes sur les prix (6 Novembre 2000). On calibre en utilisant tous
les caplets et les Swaptions suivantes: 5Y into 5Y, 5Y into 2Y, 5Y into 10Y, 2Y into
2Y, 2Y into 5Y, 7Y into 5Y, 10Y into 5Y, 10Y into 2Y, 10Y into 10Y, 7Y into 3Y,
4Y into 6Y, 17Y into 3Y.
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Figure 6: Bornes inf. et sup. sur le prix des Swaptions (Data courtesy of BNP
Paribas, Londres).

Considérant la simplicité du modèle utilisé (covariance stationaire des FRA), il
est surprenant de constater que le modèle restitue bien la volatilité des Swaptions
de sous-jacent inférieur à dix ans.
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3.1.6 Rang faible ou matrice régulière?

Comme l’ont observé Boyd, Fazel & Hindi (2000), si on place une matrice définie
positive comme objectif on obtient en général une matrice de rang faible: dont les
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Figure 7: Solution de rang faible

valeurs propres sont rapidement décroissantes: On constate que la matric est de
rang deux. Cette méthode empirique donne d’excellents résultats en pratique mais
aucune garantie ne eut être obtenue quant au rang maximum de la solution (le
problème devient alors NP-complet).
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Figure 8: Valeurs propres de la matrice de covariance des FRA en échelle semilog.
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Si on impose en plus des contraintes de lissage à la matrice de covariance, on
obtient un résultat plus intuitif: mais cela se fait au prix d’une augmentation du
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Figure 9: Solution du problème de calibration avec contraintes de régularité

rang de la solution: Cependant, comme la minimisation de la surface de la matrice

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
10

−18

10
−16

10
−14

10
−12

10
−10

10
−8

10
−6

10
−4

10
−2

10
0

Figure 10: Valuers propres de la matrice régulière.

de covariance revient a minimiser une entropie (quadratique), on s’attend à ce que
cette matrice varie moins au cours du temps que celle obtenue par diminution du
rang (on constate tout de même que cette matrice a uniquement deux valeurs propres
dominantes, conformément aux résultats empiriques).
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